Formulacion de Einsenhart de la

Mecanica Clasica
(Geometrizacion de la Mecanica)
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La formulaciéon de Einsenhart equivale a T y debe cumplir con {}>



<~ Las ecuaciones de las geodésicas son las ecuaciones de Lagrange del
sistema mecanico para las primeras n dimensiones
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Utilidad de la teoria de Einsenhart*

e Sistemas caoticos: Estabilidad de trayectorias en
espacios de fases vs. estabilidad de geodeésicas.

e Sistemas no caoticos: cantidades conservadas bajo
formulacion Lagrangeana o Hamiltoniana Vvs.
cantidades conservadas sobre geodésicas en
espacios extendidos : Calculo de cantidades
conservadas y busqueda de simetrias a partir de
objetos geométricos (geodesicas).

*L. Einsenhart, Ann. of Math. 30, (1929),591



Aplicacion de la teoria al oscilador bidimensional isétropo
(busqueda de cantidades conservadas)

eEstablecimiento de la métrica
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Elemento de arco

(ds)? =G, dx“dx" = g,;dq'dqg’ + 29,,.,,;,dq'dt +
+A(dt)? + 2Bdtdu = (dg®)? + (dg?)? — 2V (dt)? + 2dtdu



donde B =ctte=1 =12 1234 —(q',q%t,u)

A = 9 (nsy(ney) N ==V

con ecuaciones de movimiento
G =ka“, 1=(a,9%t,u)=(1,234)

de solucion general
q* = cos(vkt +a),q% = cos(vkt + B),q' =t,q" =u
Para establecer el tensor métrico notamos que

g(n+1)iqi = g(t)lql = g(t)2q2 =0- 1 1
Egtt =z Egss = 0,
— U3 =03, = 0

0,=9,=1 n+1l=3=t,




y tenemos que la métrica de la variedad extendida es:
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eCalculo de los Vectores de Killing

Luego de calcular conexiones (Christoffel de ler y 2do
tipo) y establecer el campo vectorial (de Killing) sobre el
que se Lie-derivo, determinamos las (10) ecuaciones de
Killing:



oq’ Bl 09
%) %) 4 -
@ + — =0 . — -0
6q2 il aql 52 aqu §1+ aqlé:u
o 0 O 8
(9] = o :O
6qu 53 aqe, u aquéz‘l‘angu
¥, @ o
2 (’Bq —351) + kg 154 =0
1
E(aqgfz 8q2 fs)"‘kq 54—0

a3 Eo— kg i&, — kartETeiuy Ipa ra ¢, Zégy(ql,ql,t,u)




cuya solucion es:
£,=C,0% +C,sen(vkt) + C, cos(v/kt)
&,=-Cq'+C,sen(+kt) + C. cos(v/kt)

&, =k (C,0"+Cy0%)sen(Vkt) - vk (C,a* + C,0%) cos(vkt) -
~Cek ((0)? - (a%)?)+C,

EChe - (g, 9", T




e Calculo de Momentos

(X, =G, x")*

P'=P*=q' < g,

P?=P* = < g,

P3—pPt=f = jt_],(ds_a(dt) a=1)

du du
dt ds

P*=P"=x°+2vx* _( V+U)+2V =Uu=— , donde
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Ahora tenemos todos los ingredientes para calcular la
cantidad conservada en el espacio extendido y que
denominaremos “Cantidad Einsenhart” (Je):

J. = & P?= — (C,cos (\kt+ B) + C,sen (Vkt) +
,cos (+kt) sen (vkt+a) vk cos (vkt+ B) Vksen +
+ C,sen (+/kt))+C.((—cos(Vkt + B) sen (Vkt +8)) +
Jk (C,cos (Vkt + a)+C.cos (Vkt + B) vk sen (vkt)+
C. cos(Vkt + ) Vksen (+v/kt) — C,k cos( vkt + B))+
C.(—cos(~/kt+ B))sen (Vkt+B)vk +C,cos(~kt+ )+

+C, cos(Vkt+ )+ (C(1- %sen (Vkt + )3k -vkC,
%sen (Vkt+ B)2k) — %k(cos(\/ft + a)%sen Wkt + B)2



Cantidad de Movimiento no-Noetheriana “Tipo Hojman”
Vs. Cantidad de Movimiento “Tipo Einsenhart”.

(En adelante k=1 y se usan desde el inicio la solucion de
las ecuaciones de movimiento)

Cantidad de Movimiento no-Neatheriana (S. Hojman and F.
Zertuche. Nuevo Cimento Soc. Ital. Fis. B, 88, 1 (1985):

J,, = AB|cos(ar) cog(B) + sen(5)sen(ar)]
“Cantidad de Movimiento Einsenhart”:

Je =C, - C,sen(a) — C,sen(«) cos(f) +

+C,sen(p)cos(a) —C,cos( ) — C,cos(x)
+ C.sen(p)



A

¢cSera la “Cantidad Hojman” un caso particular de
la “Cantidad Einsenhart”?

Lo es para el siguiente conjunto de condiciones:
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(C,,--.Cs, A Bk, ) ¥y C7:Czsen(a)+C3sen(a)cos(,6’)—\
—C,sen(p)cos(a) +C,cos(f) +C,cos(a) + C.sen(f)+

. ABcos(f) cos(«) + ABsen(f)sen(«)
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Comentarios Finales

Ya que la “Cantidad Hojman” resultd caso particular
“Einsenhart ” se afianza l|la conjetura de que este
enfoque geométrico puede ser el mas general para
estudiar simetrias y calcular cantidades conservadas en
mecanica clasica.

Posteriormente extenderemos la formulacion de Einsenhart

al oscilador bidimensional anisotropo  comparando
resultados en el marco Lagrangeano-Hamiltoniano.



