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Resumen: Este trabajo se define y se propone un procedimiento para la determinacion de la similaridad entre
dos trayectorias que representan los comportamientos temporales de sus respectivos sistemas dinamicos complejos.
Este tipo de aplicaciones es una necesidad frecuente en el area de mineria de datos, donde es frecuente encontrar
problemas para determinar la similaridad entre dos series de tiempo. El procedimiento propuesto esta basado
en el uso de diferentes funciones de escala y traslacién y se hace uso de la teoria de conjuntos difusos a objeto
de modelar una representaciéon gradual de la similaridad, incorporando elementos analogos al juicio humano y
métodos de la geometria computacional. El trabajo contempla algoritmos para computar la nocién considerada
de similaridad para casos de trayectorias unidimensionales y multidimensionales. Igualmente se determina la
complejidad temporal de dichos algoritmos a partir de aplicaciones simuladas de sistemas dinamicos.

Palabras Clave: Modelamiento e identificacion de sistemas, sistemas dindmicos, Inteligencia artificial.
Abstract: This work proposes two fuzzy logic based procedures for determining similarities between complex
temporal dynamic system trajectories. These types of problems may be often found in the data mining area,
where it is important to establish similarities between time series. The proposed procedure is based upon using
different scale and translation functions and uses the theory of fuzzy sets in order to model a gradual representation
of similarities, incorporating analog elements to human judgment and geometrical computational methods. The
work contemplates algorithms for computing a similarity notion for both one-dimensional and multidimensional
trajectories. Finally, the work includes some computer simulation examples in order to determine the temporal
complexity of the proposed algorithms.

Keywords: Modeling and Identification Systems, Dynamic System, Artificial intelligent.

1 INTRODUCCION

Las trayectorias asociadas a los comportamientos de sis-
temas dindmicos, particularmente las correspon-dientes
a series de tiempo, constituyen una importante clase
compleja de datos que aparecen en muchas aplicaciones
financieras, médicas y de ingenieria de procesos. Aun
cuando existe una amplia literatura técnica dedicada al
analisis de series de tiempo, que da respaldo conceptual

a la resolucion de problemas, como los de prediccion, la
nocién de similaridad para series de tiempo, en aplica-
ciones de analisis de datos, no ha sido suficientemente
estudiada.

La similaridad entre trayectorias puede ser interpre-
tada en forma diferente dependiendo del contexto. En
el lenguaje natural, la interpretacion de similaridad esta
asociada con "tener caracteristicas comunes" o "no tener
diferencia en la forma pero si en tamano o posici6on"
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[Setnes y Kaymak (1998),p. 378].

De alli que, intuitivamente dos trayectorias pueden
ser consideradas similares si exhiben comportamiento
similar, a lo largo de una parte grande de su longitud.
Asi, para definir matematicamente similaridad resulta
esencial determinar cuales propiedades de las trayecto-
rias pueden ser utilizadas, de modo de describir su com-
portamiento y en que forma la comparacion (matching)
de las trayectorias puede ser llevada a cabo.

En ciertas aplicaciones, el proposito de la clasifi-
cacion de las series de tiempo es la particion de las mis-
mas en grupos o series con dindmica similar. En estos ca-
sos la nocion de similaridad es utilizada para cuantificar
la aproximacién entre sistemas dindmicos y sus atrac-
tores, mas que como series de tiempo individuales. Para
sistemas dinamicos con grados de libertad los atractores
son definidos como un subconjunto M-dimensional en el
espacio de fase hacia los cuales algunas de las trayecto-
rias se juntan como "atraidas" asintoticamente.

2 NOCIONES DE SIMILARIDAD ESTRUCTURAL
PARA TRAYECTORIAS DE SISTEMAS DINAMI-
COS

Para determinar la similaridad estructural son anali-
zados aspectos relevantes del comportamiento de las
trayectorias, que definen propiedades matemaéticas de las
mismas como pendiente, curvatura, posicién, valores de
puntos de inflexién y suavidad, los cuales son utiliza-
dos como criterios de comparacién. De esta forma, la
similaridad estructural es ajustada a situaciones en la
que se determina patrones particulares en las trayecto-
rias que pueden emparejarse. De esta manera, la tarea
es definir una medida de similaridad para trayectorias,
que expresen un grado de emparejamiento de acuerdo a
algun criterio predefinido e invariante, como Cambios de
escala, traslacion, observaciones lejanas o apariencia de
valores incorrectos.

2.1 Medida de Similaridad Estructural

Establecer similaridad estructural entre trayectorias, sig-
nifica hacer una biisqueda para medir el comportamiento
temporal similar entre las mismas. El punto crucial es
sin embargo, ensamblar un concepto de similaridad que
sea de facil manejo computacional. Algunas veces el
comportamiento estadistico global es importante, mien-
tras que en otros casos, los cambios locales en el com-
portamiento son mas esenciales. Asi, es dificil definir
una medida de similaridad especifica que pueda ser util
en todas las aplicaciones. La naturaleza diferente de las
trayectorias requiere de la seleccion especifica de una me-
dida adecuada de similaridad. En consecuencia, parece
sensato intentar definir un esquema general para la me-
dida de similaridad; para luego, dependiendo de cada

caso especifico, determinar cuales aspectos son mas im-
portantes para el analisis de trayectorias.

Asi, la similaridad estructural puede ser vista como
un grado de aproximacién de las trayectorias con respe-
cto a aspectos como forma, evolucion, tendencia, tamano
u orientacion en, que permiten representar su compor-
tamiento. Dependiendo del aspecto seleccionado, difer-
entes propiedades matemaéticas y caracteristicas de las
trayectorias pueden ser relevantes para describir la simi-
laridad; por ejemplo, la pendiente, curvatura, posiciones,
valores de puntos extremos u otras informaciones como
suavidad y monotonia. Un conjunto de caracteristicas
relevantes tienen que ser escogidas de tal forma que las
trayectorias se aproximen una con respecto a la otra, de-
notando caracteristicas que presentan comportamientos
similares.

2.2 Definicién de Similaridad Estructural Basada en la
Tendencia de las Trayectorias

La tendencia se define como un cambio lento pero con-
sistente de una trayectoria en forma unidireccional que
describe su comportamiento general. La forma de ten-
dencia puede ser por ejemplo la pendiente, un paso o un
paso amortiguado. La tendencia parece similar a una
pendiente que puede ser estimada mediante el ajuste de
una linea recta para un conjunto de mediciones dadas,
(constituye una trayectoria), con la aproximacion de los
minimos cuadrados.

Dado wun conjunto de mediciones donde
(x1,t1), (x2,%2), -+, (xp,tp) son conocidos y estan su-
jetas a errores de mediciones. La tarea de aproxi-
macion consiste en estimar mediante una linea de re-
gresion f(t) = ait + az. Los coeficientes de regre-
siébn a; y as son determinados de modo que el valor
Tr = aity + as,k = 1,--- ,p sean los proximos maés
posibles a los valores en el sentido de minimo cuadrado.

Esto requiere la minimizacién de los errores de la
suma de los cuadrados:

p

62 = Z(xk — fk)2

k=1

(1)

Los coeficientes de regresion pueden también ser es-
timados, utilizando la covariancia de y [Ruger (1989)],
ast:

_cov(x,t) L _
var(D) as = T — a1t (2)
Donde
covxt—lz (zp —T)(tp — 1) (3)
p =
var) =3 (-7 =Y -) ()
k=1 k=1
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t vy T son los valores medios de t y xz(t) sobre el
intervalo de tiempo [t1,p].

Definicion 1. Dos trayectorias son consideradas simi-
lares con respecto a su tendencia temporal si estan ca-
racterizadas mediante valores similares del parametro.

Definicion 2. Dos trayectorias son consideradas sim-
ilares, con respecto a su tendencia temporal y localiza-
cion si estan caracterizadas por valores similares para los
parametros a; y as.

2.3 Definicion de la Similaridad en base a la Curvatura
de las Trayectorias

La curvatura de las trayectorias de cada punto describe
el grado con la cual una trayectoria esta doblada en este
punto. FEsta es evaluada mediante el coeficiente de la
segunda derivada de una trayectoria en cada punto, que
puede ser definida mediante la siguiente ecuacion (para
una trayectoria unidimensional)

! !
Ly — Lp—1

cvp =) = k=3,---,p

5

te —tg—1 (5)

Donde zj denota el coeficiente de la primera
derivada en el punto x; dado por:

Tk — Tp—1

x;cz k:275p

(6)
le — te—1
Sustituyendo la anterior ecuacién en la ecuaciéon de
la curvatura, se llega a la siguiente ecuaciéon basada en

los valores de las trayectorias originales:

y Tk — 2Tp 1+ T2
p— = 7
CUf Ty (tk — tk—l)Q ( )

Si las trayectorias poseen minimos y maximos lo-
cales, éstos pueden ser detectados mediante la espera de
un cambio de signo en los valores de la primera derivada.
Asi, es suficiente considerar los coeficientes de la segunda
derivada ya que en estos puntos especificos es donde
la curvatura es maxima. La caracteristica distintiva
cuando se considera la curvatura, es el signo del coefi-
ciente de la segunda derivada. Si el coeficiente es positivo
en cierto periodo de tiempo, entonces la trayectoria es
convexa en el intervalo (cercana al tope). Si el coeficiente
es negativo en determinado periodo de tiempo, la trayec-
toria es concava (cercana al punto bajo). Si el coeficiente
es igual a cero en algtin punto, que es llamado punto de
inflexién, no se presenta curvatura en este punto. Los
puntos de inflexiéon aparecen en trayectorias oscilatorias
e indica el cambio de curvatura de convexo a céncavo y
viceversa. Todas las funciones lineales son caracterizadas
mediante curvatura cero en todos los puntos.

k:37"'7p

Definicién 3. Dos trayectorias e son consideradas simi-
lares con respecto a su curvatura si estdn caracterizadas
por coeficientes similares en su segunda derivada.

2.4 Definicién de Similaridad basada en la Suavidad de
las Trayectorias

La suavidad de una trayectoria describe el grado de
oscilacion en el comportamiento y puede ser caracte-
rizado por el nimero de cambios de signo en su se-
gunda derivada. Para estimar la suavidad de una trayec-
toria, se considera un vector de coeficientes de la se-
gunda derivada de la trayectoria z(t) = [x1, -+, zp]
y se transforma en un vector binario , utilizando las
siguientes reglas: valores positivos son sustituidos por
+1, valores negativos son sustituidos por, —1 y valo-
res cero son no considerados. El resultado es el vector
h = [hi, -+, hp—~—2)], donde z es el niimero de valores
de cero en las segundas derivadas. Se determina un se-
gundo vector w cuyos elementos wy, k=1,--- ,p—2z—3
corresponden a sumas de cada par de elementos sucesivos
hi y hi41. Los elementos wg toman sus valores del con-
junto {—2,0,2}, donde el valor de cero corresponde al
cambio de signo en el vector de segundas derivadas. De
esta manera, determinando el niimero de valores de cero
en el vector w, el nimero de cambios de signo de las
segundas derivadas sm se calcula asi:

p—z—3

sm = E Wi =
k=1

p—z—3

> (b4 higr) Vwg =0

k=1

(8)

Definiciéon 4. Dos trayectorias z(t) e y(t) son consi-
deradas similares con respecto a su suavidad si existen
caracteristicas de valores similares del parametro sm.

2.5 Definicion de Similaridad Estructural basada en
Parametros Temporales Especificos de las Trayec-
torias.

Para algunos problemas, ademas de las medidas de sim-
ilaridad basadas en las caracteristicas de la curvatura y
suavidad en el comportamiento general de las trayecto-
rias con respecto a su forma y caracteristica oscilatoria,
puede ser importante considerar parametros concretos
de simples ondulaciones que aparecen en las trayecto-
rias para identificar patrones temporales similares en las
mismas. Los patrones temporales en la trayectoria se
pueden descomponer en segmentos indicando las ten-
dencias locales; de tal forma que cada segmento esta
limitado mediante puntos de inflexién o por un punto
de inflexién y un punto extremo ¢, [Bakshi, Locher y
Stephanopoulos (1994)].

Este conjunto de caracteristicas proporciona la in-
formacién necesaria acerca del desarrollo temporal de
una trayectoria a manera de pedazos, pero se puede am-
pliar con muchos més parametros para una mas completa
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descripcion de las trayectorias. Las siguientes carac-
teristicas temporales pueden ser consideradas adicional-
mente:

X 2y b

2[a=;‘/

pd +

wd) t@ b)) te) t

Figura 1: Caracteristicas temporales cualitativas y cuanti-
tativas obtenidas por segmentacion

e gg(b) es el valor de la curvatura en el extremo, wd
es la duracién de un patrén, como una colina, que
es definida con respecto al punto de inflexion (du-
racion de segmentos elementales) o con respecto a
la linea de principio del patron (duracion de cuatro
segmentos).

e tny es el intervalo de tiempo hasta el primer valor
cero de la trayectoria, tns es el intervalo de tiempo
hasta el segundo valor cero de la trayectoria.

e | es una integral de la parte de la trayectoria hasta
el primer valor de cero. C'G es el centro de gravedad
de la parte de la trayectoria hasta el primer valor
de cero.

e Md es el valor de la mediana de los valores de las
trayectorias. RV es el rango de los valores de las
trayectorias.

e [V es la platea o el valor limite de la trayecto-
ria. Medidas estadisticas (ej. Valores de media,
desviacion estandar, coeficiente de correlacion entre
segmentos de trayectorias).

Definicion 5. Dado un conjunto de parametros tempo-
rales pertinentes, las trayectorias z(t) e y(t) pueden ser
consideradas similares si los valores de esos parametros
describen patrones elementales similares en las mismas.

3 RESULTADOS EXPERIMENTALES

A continuacion se ilustra el comportamiento de un sis-
tema dinamico, especificamente el movimiento de un
péndulo simple, donde se observa el comportamiento de
las variables de estado, velocidad angular y posicién an-
gular a través de intervalos de tiempo muy pequenos.
Se quiere analizar los rasgos del comportamiento de las
variables de estado en términos de similaridad estruc-
tural entre dos trayectorias.

posicion Angular posicion Angular

a00 200
400 100 A “I
AA
200 . / 0 \/W 'Uf 'J I". ]
0 e U -100 SERY|
-200 -200
Velocidad Angular Velocidad Angular
A00 p r'; 600 ,.
300 n }N. ; 300 Ao
\ [ \/ . I
0 J\L-ﬂ«u;’pk Y 0 AN _,!FI"\ / \\ f l". 7
-300 vy -300 4
-600 -600
0 3 10 0 ] 5 10
Tiempol zegundas] Tiempol zegundos)

Figura 2: Comportamiento de las variables de estado de un
péndulo simple para dos diferentes posiciones angulares

La definicién de similaridad estructural se ilustrada
en la Tabla 1 donde las trayectorias presentan compor-
tamientos decremental en la posicién angular e incre-
mental en la velocidad angular, aunque estas trayecto-
rias son mas similares con respecto a su forma, ellas no
son similares con respecto a su tendencia temporal. La
correspondiente medida de similaridad s(z,y) puede ser
calculada con el algoritmo 3.1, donde el parametro aq
se usa como caracteristica K de la trayectoria y el con-
junto difuso A denota "admisible diferencia para la ten-
dencia", esta similaridad estructural puede ser aplicada
para encontrar clasteres de trayectorias con una tenden-
cia similar , donde la traslacién de las trayectorias en el
espacio caracteristico a lo largo de las M dimensiones o
traslacion en el tiempo y grado de sus fluctua-ciones son
irrelevantes.

Si la tendencia de las trayectorias es un criterio irre-
levante por analisis, por ejemplo la localizacion de las
trayectorias en el espacio caracteristico tiene que ser con-
siderada junto con la tendencia especificamente, y seran
similares los valores de los parametros a; y as.

La medida de similaridad S(x,y) puede ser calcu-
lada con el algoritmo 3.1 o una de sus extensiones 3.2 ,
donde la caracteristica K es un vector de coeficientes de
la segunda derivada K = [cvs, cvs, - -, cvp| el conjunto
difuso A denota "diferencia admisible para la curvatura"
si la traslacion temporal es irrelevante para el proceso
de reconocimiento de patrones similares en las trayecto-
rias, los vectores de caracteristicas obtenidas para ambas
trayectorias pueden cambiarse ciclicamente respecto de
una con la otra y la medida de similaridad se define para
cada combinacién; en esta forma la maxima similaridad
corresponde al mejor emparejamiento de las trayectorias
con respecto a la curvatura encontrada. La medida de
similaridad basada en la curvatura esta particularmente
disponible para trayectorias con bajo niimero de fluctua-
ciones y en forma ondulada; esta medida, sin embargo,
es sensitiva al cambio de escala, por ejemplo las trayec-
torias transformadas mediante un cambio en el factor de
escala, tienen diferente curvatura.
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Tabla 1: Rasgos y grados de membresia

FOSTN OF 11 PUMMADS 6D B TATROE
rrpectads  estadaposid angikr
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Fasm
B
& W /

)
4 = 00878
a =-122035
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a =00%30a = 053657
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a(n)
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M =T S =B
-1

Frady de mewdresio = 09974

S =0
Frado de memdresio -1

La medida de similaridad s(z, y) basada en la suavi-
dad de las trayectorias puede ser obtenida utilizando
el algoritmo 3.1 o una de las extensiones 3.2, donde
las caracteristicas K es seleccionado segtn el pardmetro
de suavidad sm y el conjunto A difuso denota como
"diferencia admisible de suavidad", la medida de si-
milaridad puede ser aplicada mediante la comparaciéon
de las trayectorias, donde el comportamiento oscilato-
rio se asume, es més general que la medida de similari-
dad basada en la curvatura puntual de las trayectorias,
aunque considerando sélo el valor total de oscilaciones
pero no el grado de curvatura de cada onda por sepa-
rado. Esta medida de similaridad esta disponible para
trayectorias, por las cuales transformaciones de cambios
de escala y traslacion son irrelevantes; pero es sensitiva a
errores de medicion. Para evitar la influencia de puntos
erréneos en los valores de las similaridades, las trayec-
torias tienen que estar preprocesadas aplicando técnicas
de suavizacion.

Los parametros listados en la similaridad estruc-
tural basada en los parametros temporales especificos
de las trayectorias permiten una descripcién de la forma
de patrones temporales presentes en las trayectorias; es-
tos tienen en cuenta el nimero y tamano de las colinas,
su pendiente y curvatura, el instante de su apariencia
y su duracién, donde los factores de cambio de escala y
traslacion tienen un efecto en los valores de los parame-
tros, esta medida de similaridad est4 disponible para el
reconocimiento y comparacion de patrones especificos de
trayectorias.

4 CONCLUSIONES

Las anteriores definiciones de medidas de similaridad es-
tructural pueden ser utilizadas en diferentes combina-
ciones para obtener una evaluacién mas completa de la
similaridad entre trayectorias. En algunos casos la simi-
laridad estructural puede ser reducida a similaridad pun-
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Tabla 2: Valores de Rasgos en Segmentacion
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tual. Por ejemplo, considerando la similaridad puntual AGRADECIMIENTOS

para la primera derivada de las trayectorias, la compara-
cion de las trayectorias se realiza con respecto a su pen-
diente puntual; cuando, por el contrario, los parametros
de cambio de escala son ignorados. Si la similaridad pun-
tual es determinada mediante la segunda derivada de las
trayectorias, entonces la curvatura puntual de las trayec-
torias es considerada como un aspecto relevante para la
comparaciéon, mientras que los parametros de cambio de
escala y la pendiente de las trayectorias son irrelevantes.
Todos los métodos de reconocimiento de patrones uti-
lizan la distancia entre objetos y prototipos de clisteres
como un criterio de agrupamiento para determinar el
grado de membresia de los objetos a los clisteres, mien-
tras que la localizacién de los centros de los clisteres son
obtenidos con base en la localizacion de los objetos en el
espacio caracteristico ponderado mediante su grado de
membresia.

Este archivo fue adaptado informarle la aceptacion, la
cual fue seleccionada por el Comité Académico del VII
Encuentro de Investigacion sobre Tecnologias de Infor-
macién aplicadas a la Solucién de Problemas EITI-2006.
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