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La consideracion matematica del mundo plantea conflictos

de la concepcion que podemos resumir en varias 0posiciones;

1)

2)
3)

4)

La oposicion entre lo aritmético (o algebraico) y o geométrico
(o topoldgico).

La oposicion entre lo finito y lo infinito.

La oposicion entre el descubrimiento intuitivo y la
demostracion formal.

La oposicion entre el conocimiento tedrico y sus aplicaciones.

La historia del pensamiento matematico puede verse como una

serie evolutiva de rupturas y compromisos de estas oposiciones. En
Newton se presentan en forma extrema estos conflictos. Ademas de
ser un creador maximo en la concepcién fisico-matematica del
Universo es un gran gedmetra y algebrista y uno de los creadores del
Calculo Infinitesimal, la concepcion grandiosa y propia de la cultura
europea donde confluyen la Geometria griega, el Algebra hindu, y el
manejo de las ideas de infinito de griegos, hinddes y renacentistas.
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Para entender la obra de Newton es pues necesario recapitular
como se venian planteando estos conflictos y qué soluciones por
él conocidas habian sido ensayadas.

La matematica egipcia y babilonica habia acumulado hasta el
siglo VI a.C. una gran cantidad de conocimientos matematicos
expresados en forma de recetas para la solucion de problemas
matematicos, operaciones basicas con enteros y fracciones,
extraccion de raices, soluciones de ecuaciones de primer grado y
algunos casos de segundo y tercero. Se conocia el uso de la
semejanza de triangulos, el teorema de Pitagoras, construccion de
figuras regulares, célculo de areas y volumenes de triangulos,
poligonos, paralelepipedos y piramides. En los textos conservados
siempre se explican los métodos usados mediante ejemplos
particulares. No se dan enunciados generales y por lo tanto no
hay demostraciones, ya que estas suponen la expresion general de
las propiedades usadas y deduccion de ellas a partir de principios
mas generales.

Los pitagoricos desde el afio 550 AC. intentan una unién
estrecha entre la geometria y la aritmética. La suposicion basica,
que inicia la concepcién matematica del Universo, es que las formas
de la naturaleza y las formas mas abstractas estan hechas de
“puntos”. Una linea es una sucesion de un numero finito de puntos.
Entonces la relacion entre dos segmentos se puede expresar, por la
relacion de dos numeros (y sélo son nimeros los enteros positivos).
En general dos magnitudes de la misma especie (longitudes, areas,
volumenes) son “conmensurables”, es decir siempre existe una
magnitud de la misma especie que multiplicada
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por otro entero es igual a la segunda. Tienen una “unidad”
comun.

bl

Figura 2

Creian que siempre era posible hallar tal unidad. Con esa
idea desarrollaron la teoria de la semejanza de figuras
poligonales. Los lados homdlogos de figuras semejantes estan
en la misma relacion.
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Esto permiti6 a Thales obtener la altura de una pirdmide por
su sombra midiendo la altura y sombra de una vara suponiendo
que hay una unidad comun para todas las magnitudes del
problema:

P A=—a
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S

Figura3

Se abrio6 asi la posibilidad de medir distancias a puntos
inaccesibles y esto fue aprovechado mas tarde por Aristarco,
Hiparco y Eratdstenes en las primeras estimaciones de las distancias
alaLunay el Sol y las estimaciones del tamafio de la Tierra.

Con esta teoria los pitagéricos lograron resolver una serie de
problemas de triangulos y poligonos, demostrar el teorema de
Pitagoras y construir el pentagono regular.

Por otra parte, desde Thales se comienzan a enunciar
proposiciones y métodos generales y a demostrarlos a partir de
proposiciones mas evidentes. Se inicia la Matematica formal.

La crisis de la sintesis pitagdrica se presentd al querer hallar la
unidad comdn del lado de un cuadrado y su diagonal.

En su desarrollo de la teoria de la divisibilidad hallaron un
método para calcular el maximo comun divisor de dos nimeros.
Para hallar por ejemplo el mcd de 72 y 30 se divide 72/30. Da 2
con resto de 12. Se divide el anterior divisor por el resto 30/12.
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Da 2y resto 6. Se divide el anterior divisor por el resto 12/6. Da
2y resto 0. Cuando un divisor no da resto, éste divisor 6 es el mcd
de los dos numeros originales. Los pitagoricos conocian el
algoritmo y demostraron que siempre funciona.

Figura4

Al intentar aplicar esta idea para hallar la unidad comdn del
lado y la diagonal sucede algo sorprendente. Se comienza llevando
el lado AC sobre la diagonal para ver cuantas veces el lado (divisor)
cabe en ella. Se ve que cabe una vez y hay un resto BE.

Hay que ver cuantas veces el resto cabe en un lado (que era el
anterior divisor). Para ello trazamos BX perpendicular a CE. Se
ve que AX =BX pues los tridngulos ACX y CXB son iguales
(tienen dos lados iguales, CA = CB, el CX comuny angulos rectos
iguales en los vértices Ay B). Ademas BX =BE (pues el
triangulo BXE es isdsceles por ser rectangulo con un angulo mitad
de un recto).
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Asi se ve que el resto BE (0 AX ) cabe por lo menos una vez
en AE.Sicon centroen X llevamos sobre AE, vemos que cabe
dos veces y hay un resto B'E. Hay que ver cuantas veces cabe
B'E en el divisor anterior BE. Pero entonces se ve que estamos
repitiendo la primera construccion con un cuadrado de lado menor.
Se ve completando el cuadrado de lados BX, BE. Por lo tanto la
construccion se repite hasta infinito y el resto se achica pero nunca
se anula. No hay pues unidad comun (maximo coman divisor) de
la diagonal y el lado. Los segmentos AC y CE son pues
inconmensurables. La suposicion de conmensurabilidad choca con
la idea de divisibilidad al infimito presente en la construccion
geométrica. Este descubrimiento produjo una crisis en el trabajo
de los pitagdricos. Estos se basaban en que una relacion entre
magnitudes es siempre una relacion entre numeros. Pero ahora
hay dos magnitudes (la diagonal de cualquier cuadrado y su lado)
que no tienen unidad comun y por lo tanto no pueden
representarse como numeros enteros en una cierta unidad. Por lo
tanto su relacién no puede representarse por una relacion numérica.
Se cae asi la sintesis pitagorica de Geometria y Aritmética y con
ella la concepcion matematica del Universo queda cuestionada.

El otro problema que llevo a los griegos al problema del
infinito es el de hallar el perimetro y el area de figuras curvas.
Para hallar la longitud de una circunferencia o el area de un
circulo, o mejor dicho la relacion entre tales magnitudes y el
radio, el método es inscribir en la circunferencia poligonos
regulares de cada vez mas lados. Para ellos se conoce la relacion
entre area y radio. Se supone que al crecer el nimero de lados
los poligonos se van acercando mas y mas a la circunferencia y
por lo tanto sus perimetros al de la circunferencia y sus areas a la
del circulo. Pero esto lleva a un problema I6gico. ;Qué significa
un poligono de infinitos lados? ;Es licito saltar de un poligono,
por mas lados que tenga, a un circulo?
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Si se acepta este salto se puede demostrar que los perimetros
C y ¢ de dos circulos estan en la relacion que sus radios R y r.

A

Figura5

Si se inscriben en circunferencias de radios R y r poligonos
de 8 lados, se tiene por la semejanza de OAB Yoab:

R
r

ab r 8ab r

AB R AB R P
p SAB_R, P_
p

Es decir los perimetros p y P de los poligonos estan en la
misma relacion de los radios.

Es evidente que la relacion vale si usamos poligonos de 16,
32,.. lados. Pero estos poligonos se aproximan mas y mas a la
circunferencia.

R
r

Asi, debe valer:

o0
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De un modo analogo resulta para las areas A Yy a:

A _R?

a r?

Pero el argumento no es claro. Por el hecho de que dos curvas
se aproximen no se concluye que sus longitudes se aproximen
también. Es famoso el ejemplo del tridngulo equilatero de lado L

en el cual se traza una quebrada BMNQC por los puntos medios

de los lados. La longitud de tal quebrada es 2L. Repitiendo el
proceso para cada subtriangulo

A A

M
p Q

L/2
/)
B

C B C

r2

Figura 6

formado se van obteniendo quebradas que siempre tienen
largo 2L pero se acercan todo lo que se quiera & lado de largo L.

Aparte de este problema queda el de los inconmensurables:

La relacion de longitudes R/r 0 C/c pueden no estan
definidas.
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Los problemas del infinito y de la infinita divisibilidad fueron
utilizados por los filosofos de la escuela eleatica (Parménides, Zenon
y Meliso) en sus demostraciones de la inconsistencia del concepto
de movimiento.

En uno de sus conocidos argumentos, Zendn dice que es
imposible recorrer una cierta distancia. Para hacerlo se tendria
que recorrer primero la mitad de la misma, luego la mitad de lo
que resta, luego la mitad de lo que resta, y asi indefinidamente.
Pero nunca se recorre la distancia completa. Hay que recorrer
infinitos tramos y ello es practicamente imposible. Cuando
Didgenes el Cinico intent6 refutarlo recorriendo a pie una distancia
prefijada, Zenon contestd: “Yo pienso con la cabeza, th con los pies”,
queriendo significar que s6lo reconocia como verdadero aquello
que no tenia contradicciones, ya que para €l, los sentidos nos
engafian y solo la razon es segura.

El problema de los inconmensurables es resuelto por Eudoxo
poco después del afio 400 AC.

El razonamiento de Eudoxo puede haber partido de la
evidencia de que dos magnitudes (por ejemplo dos segmentos) a
y b son conmensurables si y s6lo si hay dos enteros m y n tales
que repitiendo n veces una de ellasy n veces la otra se obtienen
magnitudes iguales.

a

3a= 4b

Figura7

-107-



Por lo tanto, si dos segmentos son inconmensurables tomando
multiplos de uno y otro nunca se obtienen dos segmentos iguales.
La idea de Eudoxo es que un par de segmentos a y p estan,

por definicion, en la misma relacion que otropar a'y b' cuando

al tomar un maltiplo m del primero y n del segundo del primer
par se obtiene una igualdad o una desigualdad de igual sentido
que al aplicar los mismos multiplos al segundo par. Es decir,
cualesquiera que sean my n:

Sima> nb entonces ma'> nb'

Sima < nb entonces ma' < nb'

L a [l

' ' ‘ I 2a< 3b
L b 2 [l [l 1

I ] ] ] l3a>2b
—2 ' ' 23’ < 3p°
v .
R 3a > 4y

Figura8

y si para ciertos m y n tales que ma = nb, entonces

ma' = nb".
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Tomando todos los enteros posibles si cuando en una
desigualdad se obtiene > en otra también, y si en una resulta < en
la otra también, entonces, por definicion:

a’
b 1

ol|lo

Sihayuncasode myn talque ma=nby ma' = nb'
los segmentos son conmensurables. Si no, son inconmensurables
pero se ha definido la igualdad de sus reacciones. También se puede
definir la desigualdad. Si hay ciertos enteros m y n para los cuales
se cumple

al
ma < nb yma'> nb' entonces 1. < b

olo

a a'

Notese que Eudoxo no afirmaque b y b' sean nimeros,
pero logra definir igualdad y desigualdad entre relaciones de
magnitudes, relaciones que habian dejado de tener sentido por la
crisis de la concepcion pitagorica. También se pueden demostrar
las propiedades que se conocian para las relaciones

. . b
(por ejemplo si entonces =

ol|o

a
b

Notese que la definicion de un ndmero real por cortaduras
que hizo Dedekind a fines del siglo XIX se basa formalmente en
esta idea de Eudoxo. Con nuestra idea de que la relacion a/b es
un numero (real) y que los m/n son también nimeros (racionales)
podemos ver la definicién de Eudoxo diciendo que existen dos
clases de racionales o fracciones aquellas m/n que hacen ma > nb
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y aquellas m'/n' que hacen m'a< n'b. Esta clasificacion de las

fracciones es para Dedekind un nimero real sea a/b o su igual
a'/b". Sise dael caso ma= nb, la clasificacion corresponde a un
numero racional, si no se da, corresponde a un irracional. El
formalismo lo tomo Dedekind de Eudoxo. Pero la interpretacion
es muy diferente. Para Dedekind las relaciones son numeros y
debe resolver el problema de cdmo operar con tales clasificaciones,
demostrando ademas que los ndmeros enteros y racionales caen
dentro de su definicion de nimero real.

Una vez definidas relaciones entre inconmensurables se pueden
reconstruir todos los hallazgos de los pitagéricos en una nueva
sintesis de aritmética y geometria. Sera esta la obra de Euclides
unos cuarenta afos después.

Es importante recordar que toda esta solucion de la crisis no
tuvo mayor importancia en la matematica practica de los griegos.
En los calculos comerciales y de ingenieria se seguian usando los
métodos egipcios y babilonios y los resultados de los pitagoricos.
La Matematica formal griega queda separada pues de sus
aplicaciones.

El problema de la aproximacién indefinida fue resuelto
también por Eudoxo mediante el llamado Principio de Exhaucion.
Este principio afirma que si de un ejemplar de una magnitud se
extrae la mitad 0 mas, y de lo que resta se extrae la mitad o mas, y
se prosigue de ese modo, entonces lo que resta puede hacerse menor
que cualquier otro ejemplar previamente dado de esa misma
magnitud, en un namero finito de restas.

En este principio esta la idea de limite, pero ndtese que no es
numérica. Se aplica a magnitudes cualesquiera.

Eudoxo demuestra el principio a partir de un axioma mas
evidente (hoy conocido como axioma de Arquimedes). Este axioma
dice que si tenemos dos ejemplares de una magnitud y el menor
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se agrega a si mismo repetidas veces, entonces en un nimero finito
de agregaciones llega a superar al mayor.

Para demostrar el principio de exhaucion se parte de dos
ejemplares a y € (en la figura son dos segmentos).

a
'- _________

a e e ee.e e

: : |_| I ] 1) L) ] L}
. >a/2 _restodea . resodeme (ne>a

L} I | ) L5 L L]

i>r/2 L Il Il Il I

>r/2
: H =
restodea resto de me
Figura9

Se agrega € a si mismo hasta que supere a a. Esto, por el
axioma, ocurre en un namero finito de pasos, formando un
agregado de segmentos €. Ahora se hacen una serie de pasos de
extraccion en a y en el agregado. En cada paso se quita de a (y
luego de lo que reste) la mitad 0 més. Y a la vez en el agregado de
los € se quita un € en cada paso. Se ve que en cada paso, lo que
queda de a es menor que lo que queda del agregado. En el peor
caso, si el agregado es de 2e > a y la parte que se quitade a es la
mitad, quedan e y a/2, siendo e > a/2. Por ultimo, cuando en
el agregado queda un solo e lo que resta del a es menor que €.
Es decir, extrayendo sucesivamente la mitad o mas de lo que queda
llegamos a un resto menor que €.
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Con este principio se puede refutar el argumento de Zenon.
Si AB es la distancia a recorrer y, suponiendo, como concluye
Zendn, que no es posible llegar a B, debe haber un X inalcanzable
en tiempo finito. Por el principio de exhaucion se puede ver que
se sobrepasa ese punto en un tiempo finito. Si t = AB /v donde v
es la velocidad, se ve que el punto M se alcanzaen t/2. El N en

t/4 més, etc., y esta suma es menor que t. Es decir, todo punto
X en AB se alcanza en menos de t. De modo que en un tiempo
t se han recorrido todos los puntos de AB.

Esta aclaracion se basa en el concepto de limite que es en
esencia la idea de Eudoxo. Un tratamiento alternativo del problema
se basa en el anlisis “no estandar” de Robinson y Nelson: el mavil
pasa solo por los puntos “estandar” observables. El desarrollo es
una restauracion de los infinitésimos en vez de usar el limite (ver
Mc Laughlin, 1994).

Es importante ver como la definicion de relacion y el principio
de exhaucion son utilizados por Euclides, puesto que este modo
de razonar condiciona toda la matematica griega. Los matematicos
del Renacimiento hacen un intento de buscar otra forma de abordar
los problemas, una forma mas sencilla y general de la sintesis de
aritmética y geometria y de los problemas del infinito. Los esfuerzos
culminan en la Geometria Analitica y el Calculo Infinitesimal.
En el afio 300 a.C. aparece la monumental obra de Euclides: Los
Elementos, donde se trata de fundar toda la Matemética sobre
unos pocos axiomas y reglas de deduccion. Sus antecedentes son
los Elementos de Hipdcrates de Kios (obra perdida) y la silogistica
de Aristoteles. No entraremos aqui en una discusion de esa obra.
Veamos como Euclides aplica la teoria de las reacciones de Eudoxo
aun caso sencillo: demostrar que las areas de dos triangulos de
igual altura estan en la relacion de sus bases. Se supone demostrado
que dos tridangulos de igual base y altura tienen igual area (viendo
que estas areas son cada una la mitad de rectangulos iguales). La
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figura aclara la demostracion. Basta ver que los triangulos de bases
ma Yy nb son respectivamente m y n tridngulos originales.
Superponiendo las bases se ve la desigualdad.

Figura 10

Como se ve, no interesa aqui si las bases son 0 no
conmensurables. Su relacion siempre esta definida y se ve que es
igual a la relacion de las areas. Euclides reconstruye con
demostraciones semejantes a ésta toda la teoria de las relaciones
de los pitagoricos. Una aplicacion del principio de exhaucion puede
verse en la demostracion de Arquimedes de que el area de un circulo
es igual a la de un triangulo que tiene por base el perimetro y por
altura el radio.

Arquimedes circunscribe poligonos de 4,8, 16, ... lados
alrededor del circulo y demuestra cuidadosamente mediante la
exhaucion que dada cualquier &rea F , existe un poligono (el m-

simo de la serie) tal que su area S, difiere del &rea del circulo C
en menos de F, esdecir: § - C<F.
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D a=2pr - . >

Figura 11

Anéalogamente, para los poligonos inscritos hay un n en que
C- §, <F. Seusaen lo que sigue el n que resulta mayor.

Sea a el perimetro del circuloy r su radio. Sea A el area del
tridngulo de base a y altura r .

Supongamos que C> A= ar /2. Podemos encontrar un
poligono inscrito de area s, y perimetro P, tal que:

C-5<C-Aose s, >A.

Es decir P,r/2>ar /2 de donde P,>a. Es decir, el

perimetro del poligono inscrito es mayor que el de la
circunferencia, lo cual es absurdo.
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Si suponemos C < A podemos encontrar un poligono
circunscrito de area S, y perimetro P, tal que:

S,-C<A-Cosea S, <A, esdecir P,r/2<ar/2y
por tanto P, <a.

Es decir, el perimetro del circunscrito es menor que el de la
circunferencia, lo cual es absurdo. Luego, debe ser C=A.

Este es un ejemplo del método de Euclides y Arquimedes con
el cual lograron notables resultados como el &rea de la esfera. Pero
es sumamente trabajoso y dificil para problemas mas complejos.
La Matematica griega posterior (Apolonio, Pappus) resuelve
muchos problemas con estas ideas, en particular una teoria muy
detallada de las conicas, pero no aporta nuevas ideas basicas.

En cuanto al Algebra griega, es totalmente geométrica.
Resuelve problemas geométricos que equivalen a la solucion de
casi todos los casos de las ecuaciones de primer y segundo grado
con soluciones positivas. Ni se les ocurre representar la nada (cero)
y menos aun lo que es menos que nada (negativo). Por otra parte,
los griegos solo le ven sentido a los productos de dos o tres
segmentos que dan areas y volumenes respectivamente. Mas alla
de esto no hay significado en los productos. Por ultimo, no hay
un desarrollo de la Fisica Matematica. Aparte de los intentos
pitagoricos de matematizar la acustica y de los trabajos de
Arguimedes en estatica y flotacion, casi no hay aplicaciones a areas
fuera de la Geometria y la Astronomia.

El modelo del mundo de Eudoxo y Aristoteles consistia en
una serie de esferas concéntricas giratorias con centro en la Tierra.
Los ejes de unas se apoyan en las mas exteriores. A ellas estan fijos
los astros. Desde los movimientos circulares perfectos de las estrellas
fijas impulsadas por el motor inmdvil (Dios) el movimiento se
degrada a movimientos mas irregulares en las esferas de Saturno,
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Japiter, Marte, el Sol, Mercurio, Venus y la Luna. En el mundo
sublunar en que vivimos los movimientos son cadticos y no
admiten representacion matematica. El sistema de Hiparco y
Ptolomeo con sus epiciclos conserva esta idea del mundo sublunar
que inhibid la aplicacion de la Matematica a los movimientos sobre
la Tierra. Solo era aplicable a la Astronomia.

Ptolomeo

Asi, al concluir la Matemética griega en el siglo 1V d.C., ésta
se halla en un punto de gran dificultad para desarrollarse. La unién
de la Geometria con la Aritmética es imperfecta por no existir
nameros que representen relaciones y direcciones (negativos). No
se aplicada magnitudes no geométricas, no se aplica a los
fendmenos fisicos, esta disociada de la Matemética practica de la
ingenieria, su notacién numérica no tiene decimales ni es
posicional (en esto es inferior a la babilonica) y su manejo de los
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problemas de relaciones y limites si bien es riguroso es muy
complicado.

Las contribuciones hindues son: el cero, la notacion posicional,
los valores negativos, las primeras notaciones algebraicas, los
algoritmos de céalculo numérico, y la solucion de ecuaciones de
segundo grado, junto con las ideas de un infinito estatico llegan a
Europa en el siglo X111 a través de los Arabes que hacen sus propias
contribuciones, principalmente por el libro de Al Joarismi. La
sintesis con la herencia griega es lenta y dificultosa.

Hacia el fin de la Edad Media nace un aporte totalmente
original y que revela un nuevo espiritu: la representacion
geomeétrica de los procesos de cambio. Se origina en una discusion
escolastica de las ideas de cambio en Aristoteles. Su expresion mas
acabada se halla en Nicolas de Oresme (1325-1382). Este considera
que para entender el cambio es necesario representar
geométricamente las magnitudes cambiantes. Asi representa un
movimiento uniforme (velocidad constante) sobre dos lineas
perpendiculares, una para representar el tiempo y otra para la
velocidad. La representacion es una recta horizontal. El &rea bajo
ella representa el espacio recorrido.

1

4 velocidad velocidad Z

| A =
espacio 1 1

My id g ’

eV u 24 1
tiempo t

(@) (b)

Figura 12
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Si el movimiento es de velocidad creciente la representacion
es una figura triangular.

El camino recorrido estd dado por el area del triangulo
C =vt/2. De hecho, Oresme realiza la primera integracion de la
funcion lineal 250 afios antes que Galileo que obtiene el mismo
resultado por un método similar. También esta aqui la idea
cartesiana de representar magnitudes no geométricas por
segmentos. Con ello resuelve problemas de movimientos
complicados. Baste citar el de un mdvil que en el primer medio
segundo tiene velocidad v en el cuarto que sigue 2v, en el octavo
que sigue 3v.

Lasumade areases 1+1/2+1/4+1/8+...= 2

El camino recorrido es finito, observa Oresme, a pesar de que
las velocidades crecen més alla de todo limite.

Nota que si una magnitud pasa por un maximo sus
incrementos decrecen hasta cero y luego sus decrementos son cada
vez mayores, tiene pues la idea de anulacion de los incrementos
en el maximo.

Demuestra también la divergencia de la serie
1+1/2+1/3+1/4+...por el método que es usual en los textos
actuales.

En el manejo de las ideas del infinito se destaca el Cardenal
Nicolas de Cusa (1401-1464). Concibe la verdad absoluta (Dios)
como infinita y nuestras verdades relativas como aproximaciones
finitas a aquella, de la misma manera que los poligonos son
aproximaciones imperfectas, pero infinitamente perfectibles al
circulo. Con esta idea observa que de la formula del area del
poligono inscrito S=pa/2 donde p es el perimetroy a la
apotema, resulta la del circulo pues al tender a infinito el nimero

de lados, P tiendea 2pr y a tiende a r. De esta forma tan
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sencilla llega al resultado trabajosamente (pero rigurosamente)
obtenido por Arquimedes.

Las ideas de Oresme y Nicolas de Cusa permanecen sin ser
desarrolladas plenamente hasta el siglo XVII. pero sus intuiciones
revelan que se superaban las limitaciones de los griegos.

Otro paso notable en la basqueda de nuevos métodos es el de
Cavalieri, discipulo de Galileo. Introduce un principio con el cual
logra hallar areas y volumenes de una forma muy simple. La idea
es que figuras o cuerpos que se pueden descomponer en igual
cantidad de elementos iguales tienen magnitud igual. Asi para
demostrar que tridngulos de igual base y altura son iguales, basta
ver por semejanza de triangulos, que si trazamos paralelas a las
bases los segmentos que interceptan estas paralelas con los lados
son iguales. Trazando infinitas paralelas, como uno de los triangulos

estd formado por los segmentos MN Y el otro por los M'N'
iguales, resulta que ambas figuras tienen igual area.

.......... —
1 |
I 1
1 1

M N __1._4 N’

/ \: M \
N =

A B A B’

AB= AB' AB_H AB _H b MN=M'N'
MN h M'N" h

Figura 13
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El argumento hubiera sido inaceptable para los rigurosos
matematicos griegos que no podian admitir que elementos sin
area, como los segmentos, pudieran formar una figura con érea.
Pero, con ciertas precauciones el metodo funciona y permite hallar
facilmente volimenes y areas complicadas como la del hiperboloide
de revolucion que hallé Torricelli.

En particular el resultado del triangulo se generaliza sin
dificultad para demostrar que pirdmides de igual base y altura
tienen igual volumen resultado ya obtenido por Euclides con un
largo razonamiento basado en el método de exhaucion.

Galileo entra en la polémica que se inicia en tomo a esta
correspondencia entre conjuntos infinitos (los elementos de
Cavalieri deben ser la misma cantidad) encontrando las célebres
paradojas del infinito. Galileo se pregunta si hay mas nimeros
naturales o pares. Pareciera que hay menos pares, pues éstos son
una parte de los naturales. Sin embargo, puede establecerse una
correspondencia:

1,2,3,4,5,..n,..
2,4,6,8,10, ..2n, ...

gue demuestra que hay igual cantidad. O bien,

1,2,3,..n,..
4,8,12,16,..4n, ...

que demuestra que hay mas pares que naturales
pues 2, 6,10, 14, ... son pares que quedan sin correspondientes.

Es decir, en los conjuntos infinitos la parte puede ser mayor
que el todo. Galileo pensd que no € podia desarrollar una
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Matematica del infinito y sus resultados hacen dudoso el método
de Cavalieri

Como se sabe, el problema fue retomado a fines del siglo XIX
por Cantor, dando lugar a la teoria de los transfinitos.

Un avance decisivo en la nueva sintesis de la Matematica (ahora
ya generalizada en Algebra) y la Geometria lo produce Descartes
(1596-1650) con su Geometria. Este libro es una parte de su famoso
Discurso del Método. Descartes observa que no hay ninguna
dificultad en representar por segmentos cualquier magnitud,
inclusive productos de varios segmentos. Basta tomar una unidad
que permita representar cada segmento por un ndmero, entero o
con decimales (los decimales, esbozados en la matematica arabe
habian sido descritos con toda claridad por Stevin en 1585). El
producto de varios segmentos se representa haciendo el producto
de sus nameros y representando el numero resultante por un nuevo
segmento. Entonces la relacion de dos variables x y y en una

relacion algebraica como 0.5x* - x se puede representar en un
grafico de dos ejes no paralelos.

v

_b-

Figura 14
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Por lo tanto toda relacion algebraica que a todo nimero de
un intervalo haga corresponder otro (0 en ciertos casos varios
numeros) puede representarse por un gréfico. Los problemas
algebraicos (solucidn de ecuaciones, maximos y minimos de
funciones, etc.) pueden traducirse a problemas geométricos y estos
(interseccion de rectas y curvas, trazado de tangentes a curvas) a
problemas algebraicos. La solucion puede hacerse en el campo en
que sea mas facil y pasarse al otro.

Uno puede preguntarse como algo tan sencillo e importante
no se le ocurrio a los griegos. Parece que no es falta de imaginacion
(Apolonio, en su tratado de las conicas, estd muy cerca de la
expresion por ejes coordenados) sino mas bien exceso de rigor.
Descartes pasa por alto, aunque no podia ignorar, que no todo
segmento puede representarse por un numero entero o
fraccionario. Por ejemplo, la diagonal de un cuadrado de lado
unidad, como lo descubrieron los pitagoricos, no tiene numero
ni fraccion asociados. No sabemos qué respuesta hubiera dado
Descartes a tal objecion a su idea de correspondencia completa
entre segmentos y ndmeros. Pero es cierto que el concepto de
namero aungue no estaba claramente definido no era ya el de los
griegos. Los numeros con decimales ampliaban la representacion
y podia haber nimeros con infinitos decimales (como por ejemplo
1/3=10.3333). Pero aun vivia la discusion de si valores como la
raiz de 2, cuya expresion decimal parecia no tener periodicidad
alguna y no podian reducirse a quebrados para operar con ellos,
eran 0 no numeros. Descartes mismo parece inclinarse por la
afirmativa y en tal caso estaria justificada su presuncion de que a
todo segmento corresponde un numero. Pero nadie habia definido
rigurosamente las operaciones entre tales nimeros.

Descartes con su método de las coordenadas resuelve
interesantes problemas. Para hallar, por ejemplo, la linea tangente
trazada desde un punto a una curva escribe las ecuaciones de las
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rectas que pasan por el punto y la de la curva. En la ecuacion de
las rectas hay un parametro no fijado que es su pendiente. A
diferentes valores del pardmetro corresponden rectas de diferente
pendiente que pasan por el punto. Combina ambas ecuaciones en
una que tiene varias soluciones, correspondientes a los puntos de
interseccion de la recta con la curva. Busca entonces qué valor del
parametro hace que las soluciones coincidan (puede haber mas de
uno). Ese valor sustituido en la ecuacion de la recta nos da la
ecuacion de la tangente. Las ideas de Descartes y su elaboracion
por Fermat y Wallis le dan a la Geometria Analitica su forma actual
y se imponen en los siglos XVII y XVIII donde son ampliamente
explotadas por todos los matematicos.

Entretanto, muchos de los esfuerzos de los matematicos se
concentran en dos problemas:
a) Dada una curva por su ecuacion hallar la tangente. Encontrar
un método mas general y sencillo que el de Descartes.

b) Dada una curva por su ecuacion encontrar el area limitada
por esa curva la abscisa y dos paralelas a la ordenada.

Para esta época (hacia 1660) ya se han consolidado una serie
de tendencias que definen la nueva matematica:

e Union de la Geometria y Algebra (Oresme, Descartes,
Fermat).

«  Enfasis en resultados practicos y aplicaciones (Galileo, Stevin).
»  Enfasisen lacreacion y exploracion mas que en el formalismo.

e Cierto manejo del infinito (Oresme, Nicolas de Cusa,
Cavalieri, Torricelli).

e Unidn de la Matemaética con la Fisica (Galileo, Kepler,
Descartes).
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Esta era la situacion cuando, en 1661, el joven Newton entra
a la Universidad de Cambridge. Alli, como todos los alumnos,
debe aprender la Escolastica aristotélica; pero entre los estudiantes
circulaban textos heterodoxos, como los de Descartes, que Newton
lee y comenta, Gassendi que resucita el atomismo de Lucrecio y
Demacrito, Moore que difunde el platonismo y se interesa en la
Alguimia. Entre sus notas de clase figura un cuaderno de cuestiones
filosoficas en el que anota los problemas y reflexiones que le
sugieren sus lecturas. La encabeza parafraseando el dicho de
Aristoteles sobre Platon: “Soy amigo de Sécrates, soy amigo de
Aristoteles, pero mi mejor amigo es la verdad”.

Ademas de leer la Geometria de Descartes y los elementos de
Euclides, atiende las lecciones de matematicas de Barrow.

Hacia 1650, Barrow propone un método para el calculo de
tangentes que es, en esencia, el que desarrollan Newton y Leibniz
20 afios después. EI método aunque publicado en sus Geometrical
Lectures en 1670 circulaba como manuscrito desde mucho antes.

Consiste en lo siguiente, segin el propio ejemplo de Barrow:

Sea la curva que pasa por M Y sea MT larecta que la toca en
dicho punto |\ (tangente). Para hallar el segmento PT =t
tomemos un arco muy pequefio MN Y tracemos NR. Sea
MP=m, Mk=a, QR=e, y AP=p. Comparar a con e
observando las reglas siguientes:

e Omitir en la ecuacion de la curva con variable p - €, términos
con potencias de a, b 0 sus productos, pues nada valen.

e Omitir términos que no contengana 0 e (se eliminan restando
la ecuacion original).

* Deducir la relaciona/e. Esta es igual a t/m, lo cual permite
hallar t.
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v

Figura 15

Barrow considera el ejemplo de la ecuacion de variables p, m:

p2(p2 + m2) = h2m2

Incrementando P en- e ym en - a, obtenemos,

(p- €)(p- &)* +(m- a)°] = h*(m- a)?,

desarrollando y despreciando los términos con cuadrados de
a,e ycon el producto ae, y los que no tienen e ni a, resulta,

2p’e- 2p’ma- 2p3e- 2pm’e - 2h*ma =0
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de donde podemos despejar facilmente,

2h°’m- 2p°m
2p®- 2pm?

e
a

como e/a=t/m entonces t=em/a lo cual permite
determinar el punto T.MT es la recta tangente. Como se Ve,
Barrow determina la subtangente PT.

Si observamos la deduccidén vemos que la receta de Barrow se
corresponde exactamente con el método actual de calcular la
derivada. Actualmente designamos p,m,e,a por
X, Y, - dx, - dy.

Es decir, la derivada es a/e (Barrow calcula e/a) cuando e
y a se hacen cero de manera que “nada valen”.

La idea de Barrow es que siempre e/a=t/m se mantiene

cuando e y a se hacen cero. Newton y Leibniz, con diferentes
notaciones, procederan de la misma forma.

En muchos textos de historia del Célculo se dice que estos
matematicos no tienen clara la idea de limite que subyace detras
del célculo de las derivadas. No creemos en esto. La idea de limite
esta clara para todos los que hayan leido atentamente a Euclides y
Arquimedes y no hay duda que Barrow, Newton y Leibniz conocen
la idea. Lo que buscan es un algoritmo para manejar la division y
la suma de cantidades que se puedan hacer menores que cualquier
numero prefijado (en los términos de Leibniz: tan pequefias como
se quiera) y sin duda, tanto en Barrow con su método como en los
procedimientos de Newton y Leibniz se hallan esos métodos. La
obra de Cauchy y sus continuadores lo que hace es fundamentar
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en la idea griega de limite los algoritmos que aquellos autores
desarrollaron. En el ejemplo anterior si no se desprecian potencias

de a, e yel producto ae, se llega a la expresion: a/e = términos
no dependientes de e y a, méas términos con e y a como factores.

Al tomar e ya masy mas pequefios la relacion a/e se acerca
al primer término mientras el segundo se hace inferior a cualquier
cantidad que se fije. El limite de e/a es, pues, el primer término.

No hay duda de que esto estaba en la mente de los autores que
usan el método, aunque no se hubieran preocupado de expresarlo
en forma consistente. Si no fuera asi no habria podido manejar
correctamente el calculo. La fundamentacién rigurosa se hace
cuando ya las aplicaciones mas importantes del célculo habian
sido hechas por los Bernoulli, Euler, D’ Alembert, Lagrange, Gauss
y otros. No aporta, pues, nuevos métodos para resolver problemas.
Tal obra apunta en otra direccion: buscar principios generales de
los cuales se deduzcan todos los conceptos y métodos establecidos.
Es decir, realizar el viejo programa de Euclides. Estos esfuerzos de
ordenacion se alternan con los de creacion y ambos son
fundamentales para el desarrollo de la Matematica. Pero es un
hecho que en el siglo XVII predomina la creacion como en el
nuestro ha dominado la ordenacion.

Barrow hace otra contribucion fundamental, pero no la
desarrolla. Hace notar que el problema de la tangente (hallar la
tangente a una curva dada por su ecuacion) y el del area (hallar el
area baja una curva dada por su ecuacion) son inversos el uno del
otro. Esta idea es la central del Célculo Infinitesimal y es la que
faltaba para poder desarrollar los algoritmos basicos. Barrow ni
siquiera expresa esta idea algebraicamente, pero no es dificil
reconstruir su pensamiento.
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€ = -

Figura 16

Considerando el area A bajo una curva como dependiente
del valor p que la limita por la derecha, podemos buscar la
tangente de A puesto que (en nuestro lenguaje) A es funcion de
p. Si incrementamos P en e, el &rea se incrementaraen < y la

tangente a la curva representativa de A se aproximaria por /e .

Pero esta relacion es la altura media a del trapecio curvilineo y al
disminuire tiende al valor h de lacurvaen p.

Es decir, la tangente del area bajo una curva nos da el valor de
la ordenada de la curva. Como si al hallar el area bajo ella y luego
la “tangente de dicha area» nos volviera a dar la curva. La operacion
de hallar area y de hallar tangente aplicadas a una funcién se
destruyen una a otra como la sumay la diferencia.

Newton, discipulo de Barrow y heredero en su catedra de
Matematicas, conocia perfectamente estos resultados. Su aclaracion
y desarrollo son el Célculo Infinitesimal.

Para ver como Newton expresa tal idea en un caso especial
pero de mucho alcance conviene ver primero su generalizacion
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del desarrollo de la potencia de un binomio. Para potencias enteras
esto era conocida por Pascal, Tartaglia y los arabes, encontrandose
en Omar Kayam (1048-1122). El desarrollo conocido era,

@@a+b)" =a”+na”‘1b+%n(n— ])a”‘2b2+%n (n-D(n- 2 a"*b*+...+nab™ +b"

Las coeficientes son los nimeros combinatorios de Pascal. El
desarrollo tiene n +1 términos.

Newton aplica la formula para n fraccionario:

alo
alo

2
q

(a+b)? =a* + T a

o |o

b+l£(£-1)a
249 ¢

la serie obtenida es infinita, pues no se llega a una potencia de
a que sea cero. Asi por ejemplo:

X X x5
=1l+—- —+—- — X"+
2 8 16 128

N =

1+

si x<1 esta formula sirve para calcular raices cuadradas.

Newton aplica ahora esta formula generalizada del binomio
para hallar la curva que encierra un area. Sea la curva tal que el
area bajo ella limitada por el eje X vy la vertical en el punto X
viene dada por,

m+n
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Demos a x un incremento representado por e, con lo cual
z experimenta un incremento que se puede escribir €y, siendo
Y una variable. Se tiene pues,

m+n

z+ey=m2na(x+ey)T
n ™ (m+n) & 1 (m+nm =I
=N g M) S L MM SE e g
m+n n 2! n

donde siguen términos con potencias superiores de e.

Restando de ésta la ecuacion anterior, dividiendo por e y
haciendo luego e igual a cero, obtenemos finalmente,

m

y=ax"-

Eta es, pues, la ecuacion de la curva buscada, bajo la cual el
areaes Z.

Reciprocamente, si nos dan la curva dada por la ecuacion de
arriba, el area bajo ellaentre 0 y X, es

m+n

ax "

zZ=
m+n

Se ve pues una relacion clara entre el célculo del cociente de
incrementos y la cuadratura. Newton llama a la variable z “fluente”
y llama ‘fluxion del fluente” a Yy, notando que ésta es el incremento

del fluente por unidad de tiempo (en general de la variable
independiente). La expresioney es el incremento de la fluxion

en el intervalo de duracién e. Newton la llama momento. Es,
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pues, lo que Leibniz llamara diferencial de la funcién z. Usando
la notacion actual, escribiriamos dz=z'dx.

Newton suele llamar al valor Yy asi obtenido al dividir ey

por e despreciando luego los términos con e, la “Gltima razon™
de los incrementos de la fluxion y la variable.

Newton not6 que pueden calcularse fluentes de fluentes,
fluxiones de fluxiones, etc. Calcula fluxiones de funciones fluentes
implicitas complicadas como por ejemplo la de z en

x*- xy?+az+b=0

poniendo incrementos: ex', ey', ez', desarrollando, restando
la original y despreciando los términos que contienen €, obtiene,

33X~ y2x'- 2xyy'+az'= 0

En este ejemplo estd implicita la derivada del producto.

La idea practica es hacer una tabla de funciones (fluentes) y
de sus derivadas (fluxiones). Leida al revés permite resolver el
problema de las cuadraturas mucha mas facilmente que por el uso
del método griego y con mas generalidad que los métodos
especiales desarrolladas por Cavalieri, Fermat, Wallis y otros
precursores.

Es interesante ver lo que escribe Newton en su libro basico
Principias Matematicas de Filosofia Natural, sobre el “desprecio” de
los términos que contienen a después de haber dividido por e:

“Quiza puede objetarse que no hay Gltima razon de cantidades
que desaparecen, porque la razon, antes que las cantidades
desaparezcan no es Ultima, y cuando ya han desaparecida no
existe (tal razon).
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Las razones Gltimas en las cuales las cantidades se anulan no
son realmente las razones de las Gltimas cantidades, sino los
limites hacia las cuales las razones de las cantidades,
decreciendo indefinidamente, siempre se aproximan'y a las
cuales ellas (las razones) se aproximan mas que cualquier
diferencia dada pero que no pueden alcanzar antes de que las
cantidades son disminuidas indefinidamente”.

Asi, esta claro que Newton ve las objeciones ldgicas que pueden
hacerse a su procedimiento. Al aclarar qué entiende por ultima
razon da en esencia una explicacion igual a la actual: es el limite al
que tiende el cociente de las dos cantidades cuando ellas tienden a
cero (decrecen indefinidamente) del cual la razén actual (cuando
no son cero) puede diferir en menos que cualquier cantidad. No
es raro que tenga claro este concepto que hemos visto manejar a
Eudoxo, Euclides y Arquimedes, estos dos ultimos bien conocidos
por Newton. Es claro también que Newton no desarroll6 un
lenguaje 0 una notacion apropiada para expresar su idea del limite,
remitiéndose a explicaciones verbales como la vista. Mas interesado
en los algoritmos y aplicaciones que en el rigor ldgico propuso
algoritmos objetables, pero nunca cometid errores en los resultados,
lo cual prueba que tenia bien en claro la idea. La obra de crear una
notacion que permitiera reunir la fundamentacion rigurosa de los
griegos con los algoritmos del célculo es obra de los matematicos
del siglo XIX. Pero véase que esto se hace cuando las principales
aplicaciones ya han sido hechas por los Bernoulli, Euler,
D’Alambert, Lagrange, Laplace, Gauss y Fourier.

Otra idea importante de Newton es su uso de las series infinitas
para hallar funciones derivadas y primitivas. Para calcular por
ejemplo la primitiva (fluxion) de 1/(1+x?) desarrolla esta fraccion
en serie por division:

1

———=1- x*+x*- x4+
@+ x2) 1- x“+x"- X
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y hallando la primitiva de cada término obtiene,

x x° X
1- —+ 2 24
3 5 7

Nota que para que la férmula valga debe ser - 1 < x <1, pero

no ataca los problemas de convergencia cuyo examen comienzan
Bernoulli y Euler y que en este caso requiere uso de variable
compleja.

Otra idea de mucha importancia practica desarrollada por
Newton es la de radio de curvatura de una curva cualquiera.
Considera dos normalesen Ay B . En la interseccion C alza la
vertical y toma un segmento unidad hasta G.

S

Figura17
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De la semejanza de los triangulos ABD y CGF resultan
las igualdades,

Z-Y y y?=xDE
1 X

La segunda de ellas por ser y' la altura de ABE , siendo

X, Y, Z, las fluxiones de X, Y, Z.

Por la semejanza de AEC y FHC,

R _ DE+X

V1+72 z

de donde,

12
, 2 y ' §

R
z z

en nuestra notacion y'=tga =z y X=1 de modo que
el radio de curvatura R resulta ser

3

124 2

R=a+¥)
y
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Esta demostracion aparece en su Método de las Fluxiones,
donde aparece también el célculo de maximos y minimos por
anulacion de la derivada y el calculo de los puntos de inflexion.

Newton se ocup6 de muchos problemas practicos y es famoso
su método de solucion de ecuaciones que ilustra con un ejemplo:

Consideremos la ecuacion

y’+2y-5=0

que tiene una raiz aproximada igual a 2.

Se supone como verdadera 2+ p. Sustituyendo en la
original, obtenemos,

(2+p)°+2(2+p)- 5=0

Desarrollando las operaciones, obtenemos una ecuacion para P

p’+6p°+10p-1=0,

despreciando potencias cuadraticas y superiores,

10p=1 P p=01

Sustituyendo ahora en la ecuacion para P el

valor p = 0.1+ q obtenemos una ecuacién para 0.
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Desarrollando y despreciando las potencias superiores de
J obtenemos,

11.23g=0.061 b g=0.044
Se puede proseguir hasta la precision deseada. Hasta ahora

y=2+0.1+0.054 = 2.154

Este método es la base de los métodos iterativos de
convergencia cuadratica para ecuaciones y sistemas de ecuaciones
no lineales tan usados hoy en célculo numérico.

' Bl_C
A D ]
Figura 18

En su obra capital sobre el sistema del mundo Principios
Matematicos de Filosofia Natural (1686), Newton hace un amplio
uso de los métodos infinitesimales. Después de exponer las leyes
béasicas de la dinamica establece que el &rea de una curva es el
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limite de las figuras escalonadas inscritas y circunscritas cuando el
ancho de todos las escalones disminuye indefinidamente al
aumentar infinitamente su numero. Esto se ve considerando que
la diferencia de las figuras escalonadas (usando intervalos iguales)

es igual al rectangulo ABCD v el area de este tiende a cero cuando
el nimero de divisiones crece infinitamente.

Otro resultado importante es que la relacion ultima del arco
la cuerda y la tangente es una relacion de igualdad cuando el angulo
decrece indefinidamente.

Luego entra al estudio de las fuerzas centrales. Apoyado en
los métodos infinitesimales muestra que si un punto es atraido
hacia un centro, entonces las areas barridas por el radio que lo
une al centro son proporcionales al tiempo. Es decir, generaliza
la ley de Kepler para fuerzas centrales cualesquiera. Luego, para
el caso del movimiento circular, muestra que las fuerzas hacia
el centro ejercidas sobre puntos que giran son proporcionales
a las cuadrados de las velocidades e inversamente proporcionales
a los radios. Es decir,

F=a—
r

donde aes una constante. Aplicando la tercera ley de Kepler
que afirma que los cuadrados de los tiempos de revolucion son

proporcionales a los cubos de los radios, T%=br? (b es
constante) y recordando que V=20 r /T podemos concluir que



donde k es otra constante. Es decir, la fuerza centripeta de
atraccion ejercida hacia el centro es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia. Es facil dar vuelta el argumento y tomando
esta fuerza como hipdtesis demostrar la tercera ley de Kepler (las
otras dos son obvias para este caso circular).

Newton pasa de este simple caso circular al caso general
demuestra, basandose en propiedades conocidas de las conicas,
que si un punto se mueve sobre una conica la fuerza centripeta
esta dirigida a uno de los focos y es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia al foco. Reciprocamente, si un punto
esta sometido a una fuerza central inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia al centro, entonces su trayectoria es una
conica. El paso genial de Newton en Fisica fue el de identificar esa
fuerza hipotética entre cuerpos celestes con la gravedad terrestre.
La distincion aristotélica entre mundo astral y sublunar quedaba
asi destruida y confirmada la apertura galileana a una Fisica
universal.

Luego pasa al caso de dos cuerpos puntuales con masa que se
atraen y muestra que describen figuras semejantes alrededor de su
centro de masa. Y si las fuerzas son inversamente proporcionales
al cuadrado de la distancia las trayectorias son elipses, y las areas
barridas son proporcionales a los tiempos.

En el tratamiento de la atraccion de cuerpos esféricos parte
de la consideracion de la atraccion de una superficie esférica con
masa sobre un punto interior. Por la equivalencia como razon
Gltima entre la cuerda C y el arco de centro O, 0 de su proyeccion
A sobre la circunferencia se tiene,

> |0

_r
a

-138-



Figura 19

Las areas correspondientes S y s interceptadas por el angulo
solido con centro en O, estan en la relacion de los cuadrados de
los radios,

Si suponemos que las fuerzas ejercidas por las areas S y s son

proporcionales la su superficie (0 masa) e inversamente
proporcionales a los cuadrados de las distancias resulta,

que combinada con la anterior permite concluir que Fg = F,

y como son de sentido opuesto se anulan. Extendiendo todos
los elementos de area resulta que la fuerza total sobre O es cero.
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De forma analoga se ve que si el punto O es exterior a la
superficie, la fuerza sobre €l es igual a la que ejerceria toda la masa
de la superficie concentrada en su centro. Esta demostracion es
mucho mas complicada y es una de las obras maestras del Principia.

Con esto demuestra que la atraccion entre dos esferas de masa
homogénea (o dependiente solo del radio) puede calcularse
suponiendo toda la masa concentrada en su centro.

Todo este desarrollo que es la base de su ley de gravitacion
universal, Newton lo apoya en los conceptos basicos de integracion
y razon Ultima.

Las ideas del célculo fueron desarrollados simultaneamente
por el filésofoy matematico aleman Godofredo Guillermo Leibniz.
Esta coincidencia dio lugar a una agria polémica sobre la prioridad
del descubrimiento. Si se ve como lleg6 Leibniz a la idea basica
del Calculo resulta claro que ninguno de los dos puede haber
plagiado al otro. Por otra parte muchas de las ideas estaban en el
ambiente a mediados del siglo XVII y muchos resultados y
aplicaciones eran obvias (para mentes como la de Newton o
Leibniz) una vez captada la idea esencial de integracion y
derivacion.

Godofredo Guillermo Leibniz
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Para dar brevemente una idea de cdmo llegd Leibniz a las
ideas del célculo hay que remontarse a su tesis doctoral: el Ars
Combinatoria (1666) donde propone un método general de
razonamiento. Sostiene que todo razonamiento es reductible a
una combinacién ordenada de simbolos y por lo tanto puede
desarrollarse por transformaciones en esa ordenacion realizada por
reglas precisas. Es el germen del actual procesamiento de
informacion computarizada. En un ejemplo de esa disertacion,
Leibniz observa que las diferencias sucesivas de los numeros
cuadrados se eliminan al llegar a las diferencias segundas:

1 4 9 16 25 36
3 5 7 9 11
2 2 2 2

y observa que si suma el valor inicial y las n primeras
diferencias obtiene el término n+1 de la serie original

(1+3+5=9).

Esto le sugiri6 la idea de que tomando las diferencias que
luego se sumarian se podrian reconstruir las valores originales de
la funcion.

En especulaciones posteriores (1670) generaliza esta idea
notando que si se suman las diferencias (crecimientos) de las
ordenadas por unidad de abscisa se obtiene el valor final de la
funcion (la ve para la funcion lineal pero luego lo generaliza). En
la notacion de Leibniz:

6?y9dx:y

edx g
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Si se suman las diferencias de las areas por unidad de abscisa
(es decir los rectangulos) se obtiene el valor del area,

(ydx = area

Por otra partedy/dx es la pendiente de la funcion lineal. Esto

se generaliza para cualquier funcion Si consideramos dy/dx
cuandodx tiende a cero. Se ve pues que

cydx=y

El razonamiento de Leibniz se aclara en la figura siguiente.

y
f o -
"dx !
2% vy
:
1
¥
a X X >

Figura 20
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Al sumar los segmentos y' dx , (donde y'es la derivada, la
pendiente de la tangente en el punto considerado) se aproxima el
valor de Y,

aydx® vy

y cuando el nimero de intervalos crece y todos se aproximan
a cero,

X

oY dx =y(x)- y(a)

a

Como se ve, mientras el énfasis de Barrow y Newton es que la
derivada de la funcion es la integral, el de Leibniz es que la integral
de la derivada es la funcion. Ambos son equivalentes.

Si se ve quey yy' son funciones de x, se ha dado en el
resultado obtenido por Barrow. La explotacion de esta idea para
hallar tangentes y cuadraturas sigue el mismo camino que hemos
visto en Newton.

Leibniz supera a Newton en calidad y adecuacion de la
notacion, que es la que usamos actualmente. No se preocupa
mucha por el rigor de la idea de limite y da la sensacion de que
esta pensando en infinitas sumas de tamafio nulo pero cuya suma
infinita puede ser finita, una concepcion acorde con su teoria
filosofica de las ménadas pero que no pudo formalizar con la l6gica
de su época. Actualmente el Analisis “no estandar” parece revivir
sobre nuevas bases l6gicas las intuiciones leibnizianas.
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La superioridad de Newton estriba en la aplicacion de los
conceptos del Célculo a la mecanicay en ese sentido abre el camino
a los grandes matematico-fisicos del siglo XVI1II que llevaron al
virtuosismo el paradigma del Calculo Infinitesimal.

Entre las trabajos de Algebra de Newton recordamos el
establecimiento de las relaciones entre las raices de una ecuacion
polindmica y sus coeficientes que dara origen a la teoria de las
funciones simétricas y el teorema sobre acotacion de las raices de
tales ecuaciones: un nimero a es una cota superior de las raices

reales de f (x) = O, si al sustituirla en f (x) y en sus derivadas
produce siempre valores del mismo signo.

En resumen: Newton mantiene una unidad permanente de
lo geométrico y lo algebraico. Tiene una concepcion dinamica del
infinito y de lo infinitamente pequefio que maneja con certera
intuicion a falta de un lenguaje riguroso. Se preocupa mucho mas
por la fecundidad de sus métodos que por las elucubraciones
tedricas y mantiene una constante relacion entre teoria y
aplicaciones. Su paradigma mecanico del mundo domina hasta el
siglo XX al comienzo del cual la Teoria Cuantica y la Relatividad
cambian radicalmente su enfoque.
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