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‘‘Todavia no dispongo de dato alguno. Es un

error capital teorizar antes de tener datos
porque sin darse cuenta uno comienza a retorcer
los hechos para que se amolden a las teorias,

en vez de ser éstas las que se ajusten a los
hechos’’.

Sherlock Holmes en Un escdndalo en Bohemua.

‘‘There is something fascinating about science.
One gets such a wholesale returns of conjecture
out of such a trifling investment of fact’’.

Mark Twain.



Capitulo

8

Introduccion

La relatividad general es, entre todas las teorias propuestas
para describir la interaccién gravitacional, la que goza de mas
aceptacion en la comunidad cientifica.

Las ecuaciones de Einstein, que forman la base de dicha teoria,
relacionan la geometria del espacio tiempo (tensor de Ein-
stein) con la distribuciéon de materia (tensor de energia - im-
pulso).

Para resolver este sistema de ecuaciones al interior de una dis-
tribucion material es preciso proveer, ademas de condiciones
de frontera y/o iniciales, informacion adicional sobre la fisica
local (e.g. ecuaciones de estado).

Cuando las ecuaciones de Einstein se resuelven en el vacio, la
distribucién de materia, que es la fuente del campo gravita-
cional, es descrita como una singularidad. Obviando de esta
manera cualquier consideracion sobre las propiedades fisicas
(locales) de la misma.

En las ultimas décadas la mayoria de los esfuerzos invertidos
en el estudio de la gravitacion se han centrado en la resoluciéon
de las ecuaciones de Finstein en el vacio.

Los aspectos geométricos y/o topoldgicos del espacio tiempo,
en estos estudios, tienden a prevalecer sobre la eventual rele-
vancia de la fisica local.

En el mejor de los casos, sélo condiciones muy generales (y
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algunas veces de dudosa justificacion fisica) sobre las propie-
dades de la materia son tomadas en consideracion.

Al origen de esta tendencia se encuentra la premisa de que la
fuerza gravitatoria, por su caracter universal, se vera siempre
favorecida por la presencia de cualquier forma de materia.
De tal manera, que a partir de ciertos valores criticos, dicha
fuerza prevalecera sobre cualquier otra interaccion indepen-
dientemente de las especificidades de la fisica local.

Es el proposito de estas notas demostrar que dicha premisa es,
al menos en algunos casos, falsa. Con ello pretendemos llamar
la atencion sobre la importancia que tiene el conocimiento de
la fisica local en el estudio de sistemas autogravitantes.
Como veremos mas adelante, existe un buen numero de esce-
narios en los cuales las diferentes variables que caracterizan
la distribucién material juegan un papel determinante en la
evolucién del objeto autogravitante, incluso en presencia de
campos gravitacionales muy intensos.

En otras palabras, existe una gran variedad de situaciones en
las cuales el objeto autogravitante evolucionara de una forma
u otra (completamente diferente) dependiendo de manera fun-
damental de especificidades de la fisica local, incluso cuando
los efectos relativistas no sean despreciables. En algunos casos
dichos efectos podran actuar sinergéticamente con los aspec-
tos locales, potenciando estos ultimos.

La estructura de estas notas es la siguiente.

En el préoximo capitulo presentaremos las ecuaciones de Ein-
stein para un fluido anisétropo, esféricamente simétrico, que
disipa energia a través de un flujo radial de calor. Se discu-
tiran las condiciones de acoplamiento y se calcularan variables
dinamicas de interés como la cuadriaceleracion, la expansion
y el tensor de deformacion (shear).
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El capitulo 10 esta dedicado al concepto de fractura y su
relacion con la anisotropia local.

El papel de la anisotropia sera tratado también en el capitulo
11 donde se pondra en evidencia su relacion con la masa activa
gravitacional (masa de Tolman-Whittaker). Se compararan
los conceptos de masa de Tolman-Whittaker y funcion masa
y se estableceran relaciones entre estos conceptos y el tensor
de Weyl.

Los efectos de la conduccién térmica, en la aproximacion de
evolucién lenta, sobre la dinamica de sistemas autogravitantes
se analizaran en el capitulo 12.

En el capitulo 13 se presentarda una ecuacion relativista de
transporte (Cattaneo) y se discutiran algunas consecuencias
derivadas de su uso.

Los efectos de la conduccion térmica sin la aproximacion de
evolucion lenta (fuera del equilibrio dindamico), se estudian en
el capitulo 14.

Finalmente se incluyen algunas conclusiones y comentarios
generales en el capitulo 15.
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Capitulo

9

Ecuaciones de campo y
condiciones de acoplamiento.
Ecuaciones dinamicas y tensor

de deformacion

9.1 Ecuaciones de campo

La disipacién debida a la emisién de particulas sin masa (fo-
tones y/o neutrinos) es un proceso tipico en la evolucién de
estrellas masivas.

De hecho, el inico mecanismo plausible para disipar el grueso
de la energia de ligadura gravitacional en el colapso de una
estrella evolucionando a una estrella de neutrones parece ser
la emisién de neutrinos [1].

Usualmente se supone que el flujo de energia de radiacion
(asi como el flujo de conduccién térmica) es proporcional al
gradiente de temperatura. Esta suposicion es, en general, bas-
tante apropiada, ya que el camino libre medio de las particulas
responsables de la propagacion de energia en el interior de las
estrellas es, normalmente, muy pequeno comparado con las
dimensiones tipicas del objeto auto-gravitante.

Asi por ejemplo, para una estrella en la secuencia principal,
como el sol, el camino libre medio de los fotones en el centro
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es del orden de 2¢m [2]. También en nicleos estelares com-
pactos, con densidades sobre los 10'2g.cm™3, el camino libre
medio de los neutrinos es menor que las dimensiones de dichos
nicleos.[3, 4] Mas atin, vale la pena mencionar que los datos
obtenidos a partir de las observaciones de la supernova 1987A
indican que el régimen de transporte radiativo que prevalece
es el de difusién [5].

Por otra parte, y a pesar de que la isotropia local es una su-
posiciéon muy comin en el estudio de sistemas autogravitan-
tes, existen fuertes evidencias tedricas que sugieren que para
ciertos rangos de densidad, una variada gama de fenémenos
fisicos pueden dar lugar a anisotropia local.

Asi, para sistemas de alta densidad, un variado numero de
exdticas transiciones de fase pueden ocurrir, generando aniso-
tropia local [6, 7, 8,9, 10, 11].

La parte anisétropa del tensor de tensiones asociado con las
lineas de flujo en un superconductor de tipo Il y su rele-
vancia en la estructura de estrellas de neutrones han sido
discutidas por Jones[12] y Easson y Pethick[13]. Materia
anisotropa, asociada a estas u otras situaciones fisicas de in-
terés como nicleos sdlidos[14, 15], superfluidos del tipo P o
estrellas bosénicas[16, 17], son frecuentemente consideradas
en la descripcion de objetos compactos.

Otra fuente evidente de anisotropia es la viscosidad. Eleva-
dos indices de viscosidad, en el colapso de objetos compactos,
pueden producirse por la opacidad de la materia a los neutri-
nos para densidades del orden de 10" ~'2g.cm™2 [18].

En los sistemas de baja densidad, la anisotropia local aparece
en los trabajos clasicos de Jeans[19, 20], teniendo como origen
la distribucion anisétropa de velocidades.

Finalmente vale la pena mencionar, que la superposicion de
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dos fluidos localmente is6tropos es formalmente equivalente a
un fluido anisétropo[21, 22]. Para mas detalles sobre el posible
origen de la anisotropia ver [23].

En estas notas consideraremos la evolucién de distribuciones
esféricamente simétricas y localmente anisétropas, disipando
energia a través de un flujo radial de calor y acotadas por una
superficie esférica .

El elemento de linea en coordenadas tipo Schwarzschild esta
dado por

ds? = e”di* — *dr? —v? (d0? + sin®0dg?)  (9.1)

donde v(t,r) y A(t,r) son funciones de sus argumentos. Las
coordenadas estdn numeradas de la siguiente manera: z° =
Lal=r; 22 =0; 2° = ¢.
La métrica, dada por la expresién (9.1) tiene que satisfacer
las ecuaciones de Einstein

v 1 v v
Ry — S6/R = =877} (9.2)

donde, como es usual, R}, R, y T} denotan el tensor de Ricci,
el escalar de curvatura y el tensor de energia impulso, res-
pectivamente. Trabajaremos ademas con unidades “geome-
trizadas”, de manera que la velocidad de la luz y la constante
gravitacional se toman iguales a 1.

No es dificil verificar que las ecuaciones de campo (9.2), en
nuestro caso son [24]

1 [P
8Ty = —— + ¢ (— — —) (9.3)
T

1 1
-8l = —— 4 (72 + ”7) (9.4)
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8Tl = —87T3 = —64 (23 +AA —9) +
—-A Y
G_(QV//_I_VIQ A/VI—I‘QV A)
4 r
(9.5)
)
—87TT01 = —— (96)
r

donde los puntos y las primas indican derivacion con respecto

a t y r, respectivamente.

Para dotar a las componentes del tensor de energia-impulso

T de significado fisico, aplicaremos el esquema propuesto por
Bondi [24].

Para ello, comenzaremos por introducir coordenadas Minkowskianas
(1,2,y,2) en cada punto del espacio tiempo

dr = e'/*dt dz = M%dr dy = rdf dz = rsinfd¢
(9.7)

En estas expresiones v y A son consideradas constantes, ya

que sélo tienen valor localmente.

Se verifica inmediatamente que en tales coordenadas el ele-

mento de linea (9.1) se escribe como

ds* = dr* — dz? — dy* — d2* (9.8)

Asi mismo, si denotamos con una barra las componentes del
tensor energia-impulso en el sistema local Minkowskiano, ve-
mos que se verifican las siguientes relaciones

=1 T =T
TI=T} TI=T}
Tor = e~ N2y, (9.9)
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Supondremos ahora que para un observador comévil (en cada
punto) con la materia, cuya velocidad con respecto a las co-
ordenadas localmente Minkowskianas llamaremos w, el con-
tenido fisico de la fuente consiste en un fluido anisétropo con
densidad de energia p, presion radial P, y presion tangencial
P, ., que disipa energia a través de un flujo radial de calor ¢.
Para este observador comévil con la materia, las componentes
covariantes del tensor de energia-impulso Taﬁ son

p —q¢ 0 0
~ —G P, 0 0
T=| o o p o (9.10)
0 0 0 P
Entonces, las componentes Tg se expresan COmo
T°0 = A2AJT (9.11)

donde las matrices de Lorentz Aj vienen dadas por [25]

(1_(012)1/2 (1_:1)2)1/2 0 0
- 0 0
Aoz — (1_w2)1/2 (1_w2)1/2 912
o 0 0 10 (9-12)
0 0 0 1
A partir de (9.11) y (9.12) se obtiene, usando (9.9)
om0 _ Pt P.w? QQwe)‘/Q
W=t = (9.13)
B P. 2 9 A2
oo Dt | 2Qwe (9.14)

1 — w? (1 —w?)1/?
T =T =T; =T = —P, (9.15)
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v+A)/2 v/2 A
_ (N2 (p+PT)we( ) Qe"’"e 2
TOI—G( )/ TOI—_ 1_w2 —(1_w2)1/2(1+w>
(9.16)

donde
Qe—A/Q

(1 —w2)1/2

Asi pues, hemos expresado las componentes del tensor de ener-

Q= (9.17)

gia-impulso en las coordenadas (¢, 7,0, ¢) a través de variables
fisicas medidas por un observador comovil con la materia y
localmente Minkowskiano.
Notese que la velocidad de un elemento de fluido cualquiera,
en coordenadas (t,r,0,¢), esta relacionada con w por la ex-
presion

w= %e(’\_”)ﬂ (9.18)
Puesto que las superficies r = constante y t = constante son
esferas de édrea 4mr?, es claro que w > 0 implica expansién y
w < 0 contraccién del elemento de fluido correspondiente.
Al exterior de la configuracion, el espacio tiempo esta descrito
por la métrica de Vaidya,

oM
ds? — (1 _ R(“)> du? + 2dudR — R (d92 + sin29d¢2)
(9.19)

donde u es una coordenada tipo tiempo tal que las superficies
u = constante son, asintoticamente, conos de luz abierto al
futuro y R es una coordenada nula (grr = 0).

Los dos sistemas de coordenadas (¢,r,0,¢) y (u, R, 0, $) estan
relacionados por la transformacién

T
o ()
u r n oM

R = r (9.20)
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9.2 Condiciones de acoplamiento

La region interior, cuyo espacio tiempo esta definido por el
elemento de linea (9.1), y la regién exterior, descrita por la
métrica de Vaidya (9.19), estdn separadas por la superficie
r=rx(t).

Para acoplar ambas soluciones (externa e interna) sobre dicha
superficie, es necesario satisfacer ciertas condiciones conocidas
con el nombre de condiciones de acoplamiento.

El proposito ultimo de dichas condiciones es el de evitar la
aparicién de comportamientos singulares de las variables fisi-
cas sobre la superficie de acoplamiento.

Las condiciones de acoplamiento fueron definidas por primera
vez, de manera matematicamente rigurosa, por Darmois [26].
De acuerdo con Darmois, la condicion necesaria y suficiente
para el acoplamiento de dos regiones del espacio tiempo so-
bre una hipersuperficie, es que, tanto la métrica inducida so-
bre ella (primera forma fundamental) como la derivada cova-
riante del vector normal, proyectada sobre dicha hipersuperfi-
cie, (segunda forma fundamental) sean continuas a través de

la misma.

Anos mas tarde, Lichnerowicz [27] propuso un conjunto alter-
nativo de condiciones de acoplamiento, que como demostraron
Bonnor y Vickers [28] son equivalentes a las condiciones de
Darmois.

De acuerdo con Lichnerowicz, la condicién necesaria y sufi-
ciente para el acoplamiento de dos regiones del espacio tiempo
sobre una hipersuperficie es que exista un sistema de coor-
denadas en el cual, tanto el tensor métrico como todas sus
primeras derivadas sean continuos a través de la hipersuper-
ficie de separacion.
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De lo anterior queda claro que las condiciones de Darmois
estan expresadas en forma covariante, mientras que las de
Lichnerowicz no lo estan.

Asi pues, para acoplar las dos métricas (9.1) y (9.19) sobre
la hipersuperficie r = rg(¢) vamos, primero que todo, a exigir
la continuidad de la primera forma fundamental a través de
r=rx(t), es decir

. 2M dRy

v A2 2 _ 2

{6 — € TZ}E dt = [1 — Fb —|— 2%‘|E du (921)
donde el subindice ¥ indica que la cantidad esta evaluada
sobre la superficie ¥ y R = R;(u) es la ecuacién de ésta en
las coordenadas (u,r,0,¢).

A partir de (9.20) se tiene
Ju du 1

— =1 ; —_— = 9.22
ot ’ or 1 —-2M/R (9:22)
de manera que para un elemento dado de fluido
du &
b . | S 2
dt 1—-2M/R (9:23)
o, al evaluar en ¥
du fg Ry du
2 =12 du dt 9.24
(dt)E 1 —2M/R, 1 —2M/R, ( )
de donde

n = M |, dR (9.25)
dt ) 1—2R—b+d—ub

(du) | —2M/R,

Usando (9.25), la condicién (9.21) se escribe como

o (p M AR (12"
‘ R, ' du -

et (@)2 (1 - ﬂ)2 4ot (1 - %)2 (9.26)
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la cual es obviamente satisfecha si

e =1—-— 9.27

- (9.27)
2M

6_/\2 =1- ?b (928)

Notese que la continuidad de v y A, implicitamente expresada
en (9.27) y (9.28), es una condicién necesaria para impedir la
aparicion de comportamientos tipo funcién 4 en las variables
fisicas, como se puede observar a partir de las ecuaciones (9.3)
y (9.4).

Escribiendo la ecuacion de la frontera en la forma
U=R—-Ry(u)=0 (9.29)

queda claro que el vector unitario normal a dicha superficie

esta dado por

= 1/2
(—=0aW 05W g°7)

(9.30)

donde (+4) indica que las componentes son evaluadas del lado

externo de Y.

A partir de (9.29) y (9.30), se obtiene

dR

donde |
b= (9.32)

(1= 25 24)

De igual manera se obtiene, sin dificultad, la expresion para
el vector unitario normal a ¥, evaluado desde el interior

n(_) = (_7;277 Y, 07 0) (933)

o
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donde
1
v = 72 (9.34)

(e — % evn)

Definamos ahora un vector unitario tipo tiempo v* tal que
viu, =1 (9.35)

Las componentes de dicho vector se pueden escribir como

dR
v ) = 35k 4+ 3 d—ub s (9.36)
Y /2 Ay /2
_ e vz wye T
(1 —wi) (1 —wi)

En lugar de escribir las condiciones de acoplamiento en su
forma usual, continuidad de la primera y segunda formas fun-
damentales, vamos a exigir la continuidad de la primera forma
(ver ecuaciones (9.27) y (9.28)) y la continuidad, a través de
Y, de las componentes independientes del flujo de energia-
impulso. Es obvio que esta ultima condicion garantiza la
ausencia de comportamientos singulares de las variables fisicas
sobre X.

Asi pues requeriremos (ademas de (9.27) y (9.28))

(Thnn") = (T,,n"n*)) (9.38)
(Tpn*o” )P = (T,n#0”) ) (9.39)

donde las expresiones para el tensor energia-impulso a ambos
lados de la frontera, son

T;E;) = (p + PJ_) UyUy — PJ_g;w + (Pr — PJ_) SpuSy + quiy + Uy
(9.40)
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1 dM
T = ~ 17 g 00 (9.41)
con /2 A2

u eV we”

ut = ((1 —o (o 0, 0) (9.42)
—v/2 —A/2

v _ w e €
st = ((1 o L= 0, 0) (9.43)
¢ =Q (wel72 1,0, 0) (9.44)

donde ¢*u, =0, y es evidente que
uly = v (9.45)

nt) = sk (9.46)

A partir de (9.40) y (9.41) podemos obtener ficilmente las
siguientes relaciones

(Twn' ")) = [Py (9.47)
(Twn“v”);—) = {Q’y (1 — wZ)}E (9.48)
pon@) _ | L dM
(Tuuntn )2 = [47_“,;{2 du B ]E (9.49)
won+) _ | L dM
(Tn"v")y " = [4#32 o V) ]E (9.50)

Usando (9.47)-(9.50) en (9.38)-(9.39), se obtiene inmediata-
mente (teniendo en cuenta ((9.17) y 9.34))

d
Plo=- | ¥ (0.51)
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n M2 (] _ 21/2] _ L daM ., 9.59
s [Qe ( w) b3 ArR?* du b . (9:52)
Las condiciones (9.27),(9.28), (9.51) y (9.52) son necesarias y
suficientes para acoplar las dos métricas (9.1) y (9.19) sobre

la superficie ¥. Combinando (9.51) y (9.52) se obtiene

Pl =@ (=) =@ o)

que expresa la discontinuidad de la presion radial en presencia

de flujo de calor [29].

9.3 Ecuaciones dinamicas y tensor de de-
formacion

En la teoria general de la relatividad, a diferencia del electro-
magnetismo, las ecuaciones de movimiento no son indepen-
dientes de las ecuaciones de campo, sino una consecuencia de
éstas.

En efecto, las ecuaciones de movimiento expresadas por
T" =0 (9.54)

se obtienen inmediatamente a partir de (9.2) y las identidades
de Bianchi.

De manera que el conjunto de ecuaciones (9.54) no aporta
ninguna informacién que no esté ya contenida en (9.3)-(9.6).
Sin embargo en muchos casos, la forma explicita de (9.54)
puede ser mas ttil a la hora de integrar el sistema y/o dar
una interpretacion fisica a una determinada situacion.

Asi pues, presentaremos aqui la forma explicita de la com-
ponente r de (9.54) que nos sera de utilidad en los capitulos
siguientes.
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Calculando directamente
Tlﬂ;u =0

o bien, derivando (9.4) con respecto a r, y usando las otras
ecuaciones de campo, se obtiene, después de un calculo largo
pero muy simple
1)/ 167 /4 2 1 (1 0
(=sr1)) = (1! = 13) +4m/ (1) - 19) +

r

eV [ A2 A
A4+ — = — .
( 5 5 ) (9.55)

r

En el caso estatico tenemos que
To=p 5 Ty=-P ; Ty=-P
A=v=d=w=Q=0
de manera que (9.55) se transforma en

d 2(P, — P.
P;:—V—(,O—I—Pr)—l—y

5 - (9.56)

que no es otra cosa que la ecuacion de equilibrio hidrostatico
para un fluido anisétropo.

En los capitulos siguientes utilizaremos (9.55) en diferentes
contextos y aproximaciones.

Finalmente calcularemos las componentes del tensor de defor-
macion y de la cuadriaceleracion, las cuales seran de utilidad
mas adelante.

Las componentes del tensor de deformacion estan definidas
por

2
Opy = Uy + Uy — Uply — Uy, — §®PW‘ (9.57)
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donde
Pu = Gu — uuu, O =ul, a, = u’t,, (9.58)

son respectivamente el tensor de proyeccion sobre el triespacio
ortogonal a u*, el escalar de expansion y la cuadriaceleracion.
Un célculo largo y tedioso, da las siguientes expresiones

e~v/? : 2ww e M2
0 - b+ i)
2 )1/2 —I_ 1 _w2 —I_ 2(1_w2>1/2

wzw’ 4w
wr 4 2w’ + >+ — (9.59)

—w r

B 2 A v (3 2ww
o1 = _3(1—w2)3/2 e'e </\ —w2)+

2w’ 2w

A/2 =
e (wyl+1_w2_ . )] (9 60)

e M r? (1 — w?
099 = (2 )0'11 (961)

-2 1 — 2
033 = — (2 w’) sin? 0oy (9.62)
000 = wre oy (9.63)
Jo1 = —we(”_/\)/ZJH (964)
1 ww w2\ wr/! w2w'
— v/2 _—X2 [ Y

o 1—w2[<1—w2+ 2)+6 ‘ (2 —I_l—w?)]
(9.65)

' 65
1 ww' v WA w
— _ - —v/2 X2 (%7
R G [(1—w2+2)+6 ‘ (2 +1—w2)]
66
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Fracturas. Fracturas y fuerzas
de marea. Ejemplos

El concepto de fractura (cracking) fue introducido reciente-
mente para describir el comportamiento de una distribucién
de fluido en el preciso momento en que ésta sale del equilibrio
dindmico [30], cuando aparecen fuerzas radiales de diferente
signo en la distribucién.

Se dice que ocurre una fractura cuando la fuerza radial esta
dirigida hacia el centro en la regién mas interna de la esfera y
cambia de direccion para algun valor de la coordenada radial.
En el caso opuesto, cuando la fuerza estd dirigida hacia afuera
en la parte interior y cambia de direccién en las regiones mas
externas de la esfera, diremos que hay una inversion (over-
turning).

10.1 Fracturas y fuerzas de marea

Intuitivamente resulta claro que un efecto como la fractura,
debe poder describirse en términos de las aceleraciones de
marea de los elementos de fluido [31].

Para llevar a cabo una tal descripcion, usaremos una genera-
lizacion de la ecuacién de la desviacion geodésica para el caso
en el cual las particulas no se mueven a lo largo de geodésicas.

103
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Dicha ecuacién se escribe como [32]
AY = —nguﬁu‘s—l—PgY ag—aaaw} o,z (10.1)
donde 02" es el vector que une dos particulas vecinas y
§pa" = P)éx’ (10.2)

La aceleracion relativa (de marea) A% (no confundir con la
cuadriaceleracién a®) de dos particulas vecinas esta definida
por

A* = Pgu” (ua o1 x“). (10.3)

hed

donde el punto y coma indica derivada covariante.

Usando la definicién del tensor de Riemann
Uas 336 — Uazs:8 = Up Rgﬁé (10.4)

se puede demostrar [32] que (10.1) conduce a la ecuacién de

Raychaudhuri

0 ) 1
E = u“@m = —Rwu“u —|— le; —|— 2 (QQ — 0'2) — §(’“)2 (105)

donde

200 = —0*0,5 ;. 207 =00, (10.6)
y Q,, define la rotacién del fluido.

En este capitulo consideraremos sistemas sin disipacion (Q =
0). Supongamos que inicialmente nuestro objeto autogravi-
tante esta en equilibrio, entonces

w=A=A=0=0 (10.7)
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y por lo tanto la ecuacién (9.55) se escribe como (9.56)

v 2(P, — P.
pe_Yprpys 2= t) (10.8)
2 r
Introduciendo la funciéon masa m(r,t) a partir de
2
R (10.9)
r
podemos escribir (10.8) en la forma
R = dP. N 4rr P? N P.m N dmrpP,
dr 1=2m/r r2(1=2m/r) 1-=2m/r
pm 2(PL—F,)
— =0 10.10
+r2 (1 —2m/r) r ( )

donde R define la fuerza radial total sobre cada elemento de
fluido y hemos utilizado la relacién (ver préximo capitulo)

m(r,t) =4m /T Tordr (10.11)
0

facilmente deducible de (9.3) y (10.9).

Supongamos ahora que el sistema en consideracion, caracte-
rizado por una cierta distribucién de presion y densidad de
energia y que satisface (10.10), es sacado fuera del equilibrio
por una perturbacion.

Aparece entonces una fuerza radial total (R # 0), la cual, de-
pendiendo de su distribucién espacial puede conducir a frac-
turas o inversiones de la fuente.

Antes de proceder al analisis del problema en cuestion, es
pertinente hacer algunos comentarios sobre el esquema per-
turbativo que conduce a desviaciones del equilibrio.

Esta claro, por la definicion de fractura, que es imperativo

que las perturbaciones que actian sobre el sistema saquen
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a éste del equilibrio. En otras palabras, vamos a considerar
exclusivamente perturbaciones bajo las cuales el sistema sea
dinamicamente inestable.

Una manera de garantizar la salida del equilibrio es considerar
materiales cuyo cociente de calores especificos no sea igual (en
el momento de la perturbacién) al valor critico requerido para
la estabilidad marginal dinamica.

Otra forma, completamente equivalente, de introducir inesta-
bilidad en el sistema, consiste en suponer que bajo perturba-
ciones de densidad y anisotropia local, la presion radial del
sistema conserva la misma dependencia radial que tenia en el
equilibrio.

Esta falta de capacidad de respuesta del fluido, para adaptar
su presion radial a la situacion perturbada, equivale a suponer
que la relacién presion-densidad (el cociente de calores es-
pecificos) nunca alcanza el valor requerido para el equilibrio
marginal (neutro) [33].

Evidentemente, en este caso, la ecuacién (10.10) no serd sa-

tisfecha (R # 0) después de la perturbacién.

Vayamos ahora a la ecuacién (10.5). Para una configuracion
esférica @ = 0y dO/ds se puede calcular directamente a partir
de (9.59). Después de un calculo largo pero simple, se obtiene

doe e e 202 2wl DA
- = [/\ + -
ds 2(1 —w?) 1 —w? 1 —w? 2
wwr 6wiw? }
1 —w? (1 — w2)2
—A " 121
e ) 9 n . 2ww Nw?y
+ 2(1_w2){ww1/—|—wy +1—w2_ 5 _
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ww' N 20N WA N 6w’
1 —w? r 1 —w? (1—w2)2
430’

4w’ B 4w2}

r(l—w2)+ r r?

e~WHNZ 9% 40 y
oo —uﬂ)[w Tttt
w/'\' — /'\w' — A — /'\wl/' —+ %
: (=)
2www’ 42w 20! 63w’
l—w? r(l—-w?) 1-—w? (1—w2)2}

(10.12)

Evaluando (10.12) en el momento mismo en el cual el sistema
sale del equilibrio (w & &~ A & w? ~ 0), tendremos

d® .y (2 v —(v41A)/2 /\ —
— = -+ — v —e™’ 10.1
7 [w—l—w(r—l—Q)]e —|—26 (0 3)
Por otra parte, evaluando (9.55) en ese mismo instante, se
tiene (ver (14.9))

1 —v..
8P = 107 (PL—PB)—4m/ (p+ B)+ X (10.14)
T

r

0, lo que es lo mismo
A =8mre’R (10.15)

Derivando (9.6) con respecto a t y usando (9.16) y (10.15) se
obtiene

(v=X)/2
w= —H (10.16)
p+ I
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donde, al igual que para (10.13), (10.14), (10.15) y las ecua-
ciones que siguen, las cantidades estan evaluadas en el mo-

mento mismo en el cual el sistema sale del equilibrio.

Usando (10.15) y (10.16), podemos escribir (10.13) como

d / P/ —A /\/ —A
e R(4W+(p + 7»)62 LN
ds (p+ P.) 2(p+ P)
! —A 9 -A /=
Ve B e ) B R'e (10.17)
(p+P) rlp+h)) (p+h)

(nétese un error de imprenta en esta ecuacion en la referencia

[31]).
Procederemos ahora a transformar la ecuacién (10.13) de la

siguiente forma. Usando (10.15) y (10.16), la ecuacién (10.13)
puede escribirse como

d 2
e(ll-}-)\)/Qd_@ — (% + - — 477-7“@)‘ (p + Pr)) w —+ W' (1018)
S T

o, después de operaciones sencillas

do® d
M =N /2,— | fdr 2 |- fdr
= e/ y. [we £ir] (10.19)
donde
v 2 N
f= B} + — —drre’ (p+ Pr) (10.20)
r

Por otra parte, a partir de las ecuaciones de campo (9.3) y
(9.4) se tiene

1
Arre (p+P)= 3 (N 4+ (10.21)

sustituyendo esta expresién en (10.20) y evaluando los inte-
grales en (10.19) se obtiene

o 1 dF

ds  r2ev/? dr

(10.22)
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donde )
r2e’?R
= ——M 10.23
e (p+ P) (10.23)

Finalmente, integrando (10.22) en el intervalo [0,7], con la
condicion de regularidad

(rPwe™?) =0 (10.24)
obtenemos
e (p+P) d®
— __\F 7Ty vf22
R = T2 /0 ree T dr (10.25)

Asi pues, para que ocurra una fractura para algin valor de
r (digamos r = 7) es necesario que dO/ds cambie de signo
(sea cero) en algin punto del intervalo (0,7). O alternati-
vamente, de acuerdo con (10.22), que la funciéon F' tenga un
punto estacionario en el intervalo (0, 7).

Vale la pena senalar el caracter no local de la fractura implicito
en (10.25). En efecto, el cambio de signo en R no depende
del valor de d©/ds en un punto, sino en toda la region por
debajo de la fractura.

10.2 Fractura en una distribucién de densi-
dad inhomogénea

Consideremos primero una distribucion de fluido perfecto,
caracterizada por

K 3K 1—
p=" pop—p =L g0

r2 r? 9—r/ry

donde K = 3/56m.
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Perturbemos ahora el sistema, a través del parametro K, de
tal manera que la dependencia radial de P, no cambie y la
isotropia local no sea alterada (i.e. el sistema perturbado
sigue siendo localmente isotrépico). Entonces

~ 3
K—>K=—4VY : 1 1 10.27
(= K=+ ; U] < ( )

y la ecuacién (10.10) ya no es satisfecha por el sistema per-
turbado (R # 0).
No es dificil ver que la fuerza radial total, resultante de la

perturbacion, esta dada por

| T84n KV (r/rs —3)? 1
4 =567V (r/rg)® (r/ry — 9)° 13

(10.28)

Por lo tanto, como R no cambia de signo en el intervalo (0, ry),
todos los elementos del fluido van a expanderse o a colapsar
dependiendo del signo de W. En otras palabras, no hay frac-
tura.

Consideraremos ahora la misma distribucién de energia

K

r2

p:

pero para un fluido anisétropo definido por

K 7—9r1/2
P = ——— 10.2
3r2 1 —3r—1/2 (10.29)
Y L .3
PT—P - - :—[ [ = —
L T

donde, debido a una eleccién especifica de la constante de
integracion, el radio ry del objeto esta dado por la expresion
adimensional

81
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En este caso, la perturbacion implica cambios en K y ~
~ 3 1

La fuerza total resultante se obtiene después de un calculo
largo pero sencillo

(1 — 37“_1/2)2 r3 71 _EWR; §R =

K 2
- 2
§n(1—l4W)+—é-ﬂ4Wﬂ
7 3
1
— 7§n(1—14w)+¢m(j4wﬂrf”2
27 B
+ jfn(1-14w)4-27(14m)]r

(10.30)

Cambios de signo en R, que implican fractura, ocurren para

valores negativos de n y positivos de W. Asi por ejemplo, para

1
U=— : n = —0.0340 (10.31)
1400
se obtiene
K —1/2 -1
R = —————————————(0.0689 —0.21344r=Y2 1 0.14016r )

6r2 (r1/2 _ 3)?
(10.32)
Esta dltima expresion cambia de signo positivo a negativo
(fractura) en r /2 0.893.
La aparicion de una fractura en este ejemplo, se confirma por
el hecho de que la funcién F', que en este caso toma la forma

(L604938r”/4(9-+7a_.6TU2)1/2
(r1/2 —3) (107"1/2 —18)
x (0.0689 — 0.21344r7"/2 +0.14016r ") (10.33)
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presenta un maximo en r & 0.5519, satisfaciendo de esta ma-
nera la condicion necesaria para la aparicion de una fractura,
deducida a partir de (10.22) y (10.25).

Antes de pasar a los ejemplos siguientes, vale la pena observar
que en el ejemplo considerado, la condicién de regularidad
no es satisfecha debido a la singularidad en la distribuciéon
(10.29).

Notese también, que la fractura ocurre en este ejemplo, sélo
si se perturba la anisotropia local (n # 0). Lo que sugiere una
relacion entre esta ultima y la existencia de fracturas. Esta

relacion se pondra de manifiesto en los ejemplos siguientes.

10.3 Fractura en el modelo de Bowers y
Liang

En esta seccion vamos a considerar una solucién encontrada
por Bowers y Liang en 1974 [34], que representa la primera
solucion exacta conocida, para materia anisétropa en el con-
texto de la relatividad general.

Dicha solucion corresponde a una distribucion estatica y es-
férica, cuya densidad de energia es homogénea.

= <r<
p= { po = constante 0 <r <ry (10.34)

0 r>Try

y con una ecuacion de estado para las tensiones de la forma

Cpo+ Pr)(po+3P,) (47 /3) r?
1 —(87/3) r?po

PL—P = (10.35)

Con (10.34) y (10.35) podemos, sin dificultad, integrar (10.10)
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y a continuacién (9.4). Obtenemos asi

1—2m/m"?* — (1 —aM/re)?
P= po |- /7) W( /E)m (10.36)
3(1=2M/rg)""" — (1 —2m/r)
y
/h
1—oM/re)? — (1 =2 h2)?
o {3( Jrs) : (1—2m/r) (10.37)
con
4 4
m(r) = ?ﬁr?’po ; M = gr;’pg (10.38)
y
h=1-2C (10.39)

Obsérvese que en (10.36) y (10.37) hemos usado las condi-
ciones de acoplamiento (9.27), (9.28) y (9.53) para el caso en
que tenemos la métrica de Schwarzschild al exterior (M =
constante, @ = 0).

El pardmetro A mide la anisotropia de la distribucién, con
h =1 correspondiendo al fluido perfecto.

Introduzcamos ahora las siguientes variables adimensionales

(10.40)

=
Il
—_
|

<

3|
8
Il

<

4 |ﬁ

entonces, la expresion (10.36) para P, se puede escribir como

P. = pop(x) (10.41)

con

o) = L= (=@ o) =t

= 3uhl? —[1— (1 — p) xg]h/Q (10.42)
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Vamos ahora a proceder a perturbar el sistema, de acuerdo
con el esquema establecido, es decir, perturbaremos la densi-
dad y la anisotropia local, dejando la dependencia radial de
P. invariante.

O sea
h=h+dh (10.44)
P, = pop(z) = a P.(z) (10.45)
con N
Po
a=— ; 0po,d0h < 1 (10.46)
Po

y donde la tilde indica la cantidad perturbada.
A partir de (10.35) y (10.36) no es dificil ver que la expresion
para R toma, en este caso, la forma

I//

R=P. +h(po+ P) 5 (10.47)

que es idénticamente igual a cero antes de la perturbacion.
Para calcular R introduzcamos la funcion adimensional

R

S |

R (10.48)

Entonces, usando (10.43)-(10.47) y la expresién

o 2m + 47 P.r3

e (10.49)

facilmente derivable a partir de (9.3) y (9.4), obtenemos

% de  (I—p)s ya[l4+e@)][1+3p()]
R = adx + 5 ha 1= (1 = 1) az? (10.50)
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Formalmente podemos escribir

A A

SR = R(z,14+da,h+bh,pu)

, OR OR
= R(z,1,h — -0 = - 0h
(@ Lhp)+ 5oty et ol
h=nh h=nh
+0 (802, 6h2) (10.51)
Omitiendo los argumentos y la tilde sobre R, puesto que
R(z,1,h,u) =0 (10.52)
tenemos
. OR OR 2 o2
bh= " o1 et o oy +8h+ 0 (50?, 5h?)

(10.53)
Las dos derivadas en la ecuacién anterior se obtienen facilmente

de (10.50)

0k _de  (I—p)ha(1+¢)(1+3p)
daja=1 = @” L= (1 —p)a?
h=h
(1= p)*ha® (14 ) (1+3¢)
+ 21— (1= ) 7] (10.54)
oR (=g (14¢) (14 30)

Para que ocurra una fractura es necesario que § R tenga un
cero en el intervalo z € [0,1]. En ese punto de fractura

oh = —T'(z)da (10.56)
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donde R
AR
do| a =1
h=h
I'(z) = e (10.57)
ol a=1
h=h

Los valores posibles de p estan restringidos por la condicion
de que la presion radial en el centro siempre sea finita. De
manera que el valor critico g = 0 es posible sdlo si h = 0.
En otras palabras, si A = 0, entonces la superficie del objeto
podra acercarse al horizonte tanto como se quiera. Para otros
valores de h, los valores criticos de p son siempre positivos.
Obsérvese que para h = 0

oo (l—p)a
Sk = Iy Sh (10.58)

de donde se deduce que en esta caso (h = 0), las perturba-

ciones de densidad no sacan al sistema del equilibrio. Ademas,
habra fractura si y solo si dh cambia de signo positivo a ne-
gativo en el intervalo z € [0, 1].

Por otra parte, aunque presiones radiales negativas pueden
existir en estados inestables o metaestables [35], vamos a res-
tringirnos a situaciones donde P, > 0, por lo tanto exigiremos
h > 0.

En este modelo se producen fracturas bajo una muy variada
gama de circunstancias [36]. Por ejemplo, la figura 10.1 mues-
tra la aparicion de fracturas para diferentes valores de p para
una configuracién inicialmente (antes de la perturbacion) lo-
calmente isotropa. Es interesante notar que la fuerza resul-
tante R sera mayor para objetos mds compactos (menores
valores de ). Se observa también que la fractura ocurre mas
profundamente en la esfera para valores menores de p.
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Ri=)
0.0054

0.004-r]
0.0634
0. 0B2+

U.001-

0.2 0.4 [ e — H
R ‘\
-G.901-

Figura 10.1: R (para el modelo de Bowers y Liang) como
funcién de z, para una configuracién inicialmente isétropa
(h=1),con T =1.2; da = —1075; h = 1.0000012. Las curvas
a, b, ¢, y d corresponden a = 0.11122; 0.1122; 0.122 y 0.22,
respectivamente. Las curvas b, ¢ y d estan multiplicadas por
los factores de escala 24, 608 y 12.674 respectivamente.

Si cambiamos los signos de dh y da, entonces las fracturas se
transforman en inversiones.

Se puede demostrar sin dificultad que las fracturas ocurren
para un amplio rango de valores de I' y para configuraciones
que son inicialmente anisétropas [36].

Finalmente evaluaremos la derivada absoluta temporal de la
expansién. Para ello usaremos (10.22), tomando en cuenta
que todas las cantidades que alli aparecen han de ser evaluadas
justo después de que el sistema salga del equilibrio.
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A partir de (10.9), se tiene

3 1
by
= 10.
e = (1= 1) ad? (10.59)
Usando (10.41)
po+ Pr = apo (1+ () (10.60)
y a partir de (10.49) y (10.37) obtenemos
dzx I—(1—p)az? '
y
e = 1= (1—p)a]'”?
(1 — 1 1
exp _a( ) z[l +3p(x)] dz[10.62)
2 = 1 —(1—p)ax?
Definiendo ahora las variables adimensionales
. F
F=— (10.63)
b3
dé d
49 _ 249 (10.64)
ds s
podemos escribir (10.22) como
a6  —1 dF
@ 10.
ds x2e?/? dg (10.65)

donde hemos omitido la tilde por simplicidad.

En la figura 10.2 hemos graficado % como funcion de x para
diferentes valores de p. La tendencia a la agregacion % <0
en las zonas mas interiores se aprecia claramente.
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9,003+
a9

9.00053

-G 0085

Figura 10.2: % para el mismo modelo de la figura 10.1. Los
factores de escala correspondientes a las figuras a, b, ¢y d son

ahora 1, 7, 55, 363.

10.4 Fractura en el modelo de Di Prisco

La solucion estatica de Di Prisco et al. [36] corresponde a
una distribuciéon homogénea de densidad de energia, con una
ecuacion de estado para las tensiones de la forma

Spor? (1 _ 8%,007‘%) 1/2 (1 B 8?“,001‘2)1/2

(1= Srt) "~ (1 08— r) (1- Fr) |
(10.66)

donde é es una constante que mide la anisotropia del modelo.

PP, =
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La integracion de (9.56) da para la presién radial

50— ) (= ) - (1= )
T ) () (- )
(10.67)

Para establecer el rango de valores de los diferentes parametros,

para los cuales el cociente P/pg es positivo y finito en toda la
esfera, consideraremos la siguiente expresion adimensional

& . (1 + 6(1 — ,1:2)) (1 _ n$2)1/2 _ (1 . n)1/2

= 10.68
po 3(1—n)"* = (14+c(1 —22)(1 — na?)*/? (10.68)
donde
2M )
r=— ; n=— ; €= —r& (10.69)
ry ry 2

El valor critico de e, para el cual P, es singular en el origen,
esta dado por

e=—14+3/1—n (10.70)

Por otra parte, como se observa facilmente de (10.68), para
n = 1 la presion radial es negativa. De manera que, a diferen-
cia del modelo precedente, no es posible acercarse continua-
mente al limite n = 1.

El nimero de combinaciones de € y n que conducen a valores
positivos de la presion radial es muy grande. Sin embargo, los
objetos mas compactos se obtienen para ¢ ~ —0.7; que ex-
hiben potenciales gravitacionales en la superficie tan grandes
como n ~ 0.97.

Utilizando las variables = y p ya definidas y el parametro ¢,
podemos reescribir (10.67) como

P. = ((z)p (10.71)
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/2 M1/2
) x2]1/2 (10.72)

donde
() = [1+e(l—a?)][t = (1 —p)a?]
3/~ [1+e(1—a2)][1 - (1

Perturbaremos ahora nuestro sistema siguiendo el esquema ya

establecido. Asi,
P = pC(x) = apol(z) = aP, (10.73)
A partir de (10.49) se obtiene
(10.74)

7 4m rgaper (14 3¢(z))
2 3 1—(1—p)az?

y perturbando (10.66)
- 28por® [1 — (1— ) o]/ [1 = (1 - ) aa?]"/
(BU-(=mal =142 - D)1~ (1= ) 0r?)'/?)
(10.75)

A partir de (10.73)—(10.75), obtenemos la siguiente expresién

para 6 2
s_p_ el dC(@)  (1-p) oz (14(2)) (1 +3¢(2))
OR =R = ,io -« dz + 2 1—(1—p)azx? +
déazx 1 — (1 — p) a]'/? [1—(1—p) am2]1/2
(3= (1 =p) o]/ =1+ - a1 - (1 - p) aa?]'/?
(10.76)

donde
a=1+4da ; E=c+de (10.77)
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Como en el modelo precedente, el rango de los valores de
estd restringido por la condicién de que P, sea finita en el
centro. En cuyo caso tendremos

(1+¢)

9 <p<l ; —l<e<? (10.78)

Para asegurar la positividad de P,(0) debemos exigir adi-
cionalmente

cel0,2) (10.79)

En este modelo, igual que en el de Bowers y Liang, se producen
fracturas bajo un amplio espectro de condiciones. La figura
10.3 muestra fracturas en un sistema inicialmente (antes de la
perturbacion) isétropo, para diferentes valores de u. Ndtese
que para el objeto mas compacto (u = 0.11122), R tiene dos
ceros, el mas interno de los cuales corresponde a una inversion.
Como en el modelo anterior, pueden ocurrir fracturas para
un amplio rango de valores de I' y para configuraciones que
inicialmente no son isétropas [36].

Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre con Bowers y Liang,
en este modelo pueden ocurrir fracturas para da > 0, en cuyo
caso, las fracturas en los objetos mas compactos ocurren mas
lejos del centro, contrariamente a lo que ocurre para da < 0
(ver figura 10.4).

Finalmente, la derivada absoluta temporal de la expansién se
muestra en la figura 10.5. El doble cambio de signo para p =
0.11122 esta claramente relacionado con la inversion senalada
en la figura 10.3.

Quisiéramos concluir este capitulo enfatizando lo que creemos
es el punto esencial: la aparicién de fracturas solo es posible
si se perturba la anisotropia local. En el caso especifico de
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R()

0.0000 6+

0.80004+

0.008¢2+

/
—a.occnz‘l\j

~0.98604

Figura 10.3: R (para el modelo de Di Prisco) como funcién
de z, para una configuracién inicialmente isétropa (¢ = 0).
Con da = —107%; & = 0.45 x 107%. Las curvas a, b, ¢, y
d corresponden a p = 0.11122; 0.1122; 0.122 y 0.22. Los
correspondientes factores de escala son 1, 6, 107, 140.

sistemas localmente isotropos, la fractura ocurriria sélo si se
permiten desviaciones de esa condicion.
En otras palabras, cualquier resultado dinamico obtenido so-
bre la base de isotropia local (absoluta) puede ser inestable
ante perturbaciones de dicha condicion.
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Figura 10.4: R como funcién de z para el modelo de Di Prisco.
El sistema es inicialmente anisétropo con ¢ = 1.6; I' = 0.3;
da = 107% y & = 1.59999970. Las curvas a—k corresponden

a i = 0.852; 0.842; 0.832; 0.822; 0.812; 0.802; 0.792; 0.782;
0.772; 0.762; 0.752.
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Figura 10.5: % para la misma configuracion de la figura 10.3.
Los factores de escala correspondientes a las curvas a—d, son

1; 1.49; 5.43; 5.65



Capitulo

11

La masa de
Tolman-Whittaker, la funcion
masa y el tensor de Weyl

Para una distribucion de materia estatica o en régimen de
evolucion lenta (ver més adelante), el concepto de energia
(masa) total esta bien definido.

En efecto, sabemos que en el exterior de dicha distribucion, el
espacio tiempo esta descrito por la métrica de Schwarzschild,
y por lo tanto, como consecuencia de las condiciones de aco-
plamiento, la energia total del sistema es igual al parametro
M de la métrica de Schwarzschild [37].

Sin embargo, la definicién de distribucion de energia o del
contenido de energia de una parte del fluido no es unica.
Esta ambigiedad en la localizacién de la energia, que esta
presente incluso en la electrodinamica clésica [38], ha sido
el objeto de largas discusiones en las cuales se han generado
diferentes definiciones de energia ([39]-[47]).

En este capitulo vamos a contrastar dos diferentes defini-
ciones de energia para distribuciones de materia esféricamente
simétricas, estaticas o evolucionando lentamente, sin disipa-
cién. Ambas definiciones coinciden cuando se evalian en la
frontera de la distribucion material, pero dan diferentes va-
lores para regiones del interior del fluido (excepto en el caso
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particular de la solucién interior de Schwarzschild).

Las definiciones que estudiaremos son la funciéon masa [37, 39]
y la masa de Tolman-Whittaker [40, 42].

Esta eleccion ha sido motivada, por una parte, por el hecho
de que desde los trabajos de May y White [48], la funcién
masa ha sido usada de manera recurrente en la mayoria de
los célculos numéricos de colapso gravitacional relativista (ver
[49]-[52] y las referencias que alli se incluyen). Por otra parte,
la definicion de Tolman-Whittaker es interesante ya que juega
el papel de la masa gravitacional activa [53, 54].

Como veremos mas adelante, la masa de Tolman-Whittaker
parece describir mejor el concepto de masa que la funcién
masa, al menos para el caso de fluidos anisétropos.

Como subproducto del estudio que aqui presentaremos, vamos
a encontrar algunas expresiones que relacionan el tensor de
Weyl con las variables fisicas y con las dos definiciones de
energia ya mencionadas. Dichas expresiones sugeriran una
interpretacion fisica para el tensor de Weyl.

11.1 El régimen de evolucién lenta

Como ya mencionamos, los resultados de este capitulo se apli-
can no sélo al caso estatico sino también al caso de evolucion
lenta.

Decimos que nuestra esfera evoluciona lentamente, si cambia
muy poco en una escala de tiempo que es muy grande com-
parada con el tiempo tipico en el cual el sistema reacciona
a una perturbacion del equilibrio hidrostéatico (este tiempo
caracteristico se llama tiempo hidrostatico). De esta ma-
nera, a pesar de que las variables fisicas y la métrica depen-
den del tiempo, nuestro sistema estara siempre en equilibrio
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hidrostatico (muy cerca de él) y su evolucién se puede visua-
lizar como una secuencia de modelos estaticos ligados por la
ecuacion (9.6).

Esta suposicion de evolucién lenta no es tan restrictiva como
parece, ya que la escala de tiempo hidrostatico es muy pequena
para casi cualquier fase de la evolucién estelar. Asi, vemos
que es del orden de 27 minutos para el sol, 4.5 segundos para
una enana blanca y 107 segundos para una estrella de neu-
trones de una masa solar y 10 Km de radio [2, 55]. Es bien
conocido que cualquiera de las configuraciones estelares men-
cionadas cambia muy poco en escalas de tiempo muy grandes
comparadas con sus respectivos tiempos hidrostaticos.
Veamos ahora qué condiciones sobre w y la métrica impone la
suposicién de contraccion lenta sin disipacion.

Primero que nada, evolucién lenta significa que la velocidad
radial w, medida por el observador Minkowskiano, es siempre
mucho menor que la velocidad de la luz (w < 1). De manera
que vamos a despreciar términos de orden O(w?). Entonces

se tiene de (9.55) y (9.13)—(9.16) con w?* ~ 0y @ =0

D ) ' pPL—P
/\—I———V—:87Tre” P;—I—(,o—I—PT)Z—Z;

11.1
2 2 2 r ( )

Pero de acuerdo con (9.56), la expresion dentro del corchete
en (11.1) debe ser cero si queremos que nuestro sistema, como
lo exige la suposicién de evolucién lenta, esté siempre en equi-
librio hidrostatico. De manera que debemos exigir

Arvdr A a0 (11.2)
A partir de (10.16) se deduce también que

G0 (11.3)
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lo que implica que vamos a despreciar términos lineales en
la aceleracion. Esto ultimo resulta mas o menos evidente si
exigimos que el sistema esté permanentemente en equilibrio
hidrostatico.

Notese que las derivadas temporales de cualquier orden del
lado izquierdo de la ecuacion de equilibrio hidrostatico deben
ser cero, ya que de otra forma, el sistema se alejaria del equi-
librio. Esto implica en particular que

a0 (11.4)

Podemos ahora escribir las componentes del tensor de Weyl
en la aproximacion de evolucion lenta.

Despreciando términos de orden )\1), }\2, U2, A y I/, encontramos
que todas las componentes diferentes de cero pueden expre-
sarse por medio de C3,,. Se tiene

5 7“36_)‘ (eA v\ 1 2 4 A — I/’)

T
W = 50232 = 6

2T T T T o
(11.5)

Finalmente, tenemos que la expresion para la unica compo-

nente relevante del tensor de deformacion oy se transforma,
a partir de (9.60) y usando las ecuaciones de campo, en

!
o1y = gem (—w/ +2 4 M) (11.6)

r 2

11.2 La funciéon masa y la masa de Tolman-
Whittaker

Como consecuencia de las condiciones de acoplamiento, pode-
mos escribir (9.28) en la forma

M = % (rR3,) (11.7)

b
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donde M es el parametro de Schwarzschild y la componente
R3,, del tensor de Riemann estd dada por

Riy,=1—¢ (11.8)

La interpretacion de M como la energia total dentro de la
superficie ¥ sugiere que la energia interior a una esfera de
radio r, dentro de ¥, pueda definirse como [37, 39]

1
m(r,t) = 57“]%”;’32 (11.9)

0, como en la ecuacién (10.11), introducida en el capitulo 9
m(r,t) = 47‘[‘/ Tor*dr (11.10)
0

De ahora en adelante nos referiremos a esta cantidad como la
funciéon masa.
A partir de la definicién del tensor de Weyl

@ o1 1 %o 1 o 1 o
Cﬁ% = Rﬁ% - §ngl35 + §Rﬁ755 - 535557
1., 1 N .
T 5ty T gﬁ’ (%ggs - 95755) (11.11)

y usando las ecuaciones (9.3), (9.4), (11.5) y (11.9) se obtiene
sin dificultad

4
m = g’ (19 + 1) —17) + W (11.12)
Derivando (11.12) con respecto a r, y usando (11.10), tenemos
4 14 '
r_ 3 (0 3 (2 1
W= —ar (79) + 57 (12 -1 (11.13)

e integrando

W = —%W/OTTS (Tg)ldr—l—gwr?’ (T;—Tll) (11.14)
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sustituyendo (11.14) en (11.12), tenemos para m

4 4 r '
m = §7TT3T(§) 37, 3 (T(?) dr (11.15)
Mas adelante volveremos sobre estas expresiones.
Una definicion alternativa para la energia total dentro de la
superficie Y fue propuesta por Tolman [40] y Whittaker [42],

Mmoo = 47T/ T2tV (T8 - 272 dr (11.16)

0
Tomando en cuenta que en el integral de (11.16) se utiliza el
elemento de volumen propio 4rr2e*+/2dr resulta razonable
identificar la cantidad en el paréntesis como la densidad de
masa, y por lo tanto, definir la masa interior a una esfera de
radio r < rg, como

mrw(r,t) = 47r/ rlelvth)/2 (Tg ~T! - 2T22) dr (11.17)

0

Antes de seguir adelante quisiéramos hacer dos comentarios:

1. La definicién (11.16) fue propuesta por Tolman para sis-
temas estaticos y cuasi-estaticos, donde la condicién de
cuasi-estaticidad coincide totalmente con nuestra condi-
cién de evolucién lenta [56].

2. La definicién (11.16) presenta algunos problemas, como
por ejemplo, que no es invariante bajo transformaciones
de escala de tiempo [57] t — ¢ = C't donde C' es cons-
tante, que dejan invariante las ecuaciones de las geodé-
sicas. Sin embargo, el sentido fisico de (11.17), puesto
en evidencia mas adelante, justifica su estudio
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Volvamos ahora a (11.17), integrando por partes, tenemos
mpw = etV/2 /T 47T7“2T0d?“
B / [ (v+)) /2 / 47Tr2T0d7“]
— §7TT (Tl —|—2T2) (+2)/2
+ %w /0 (1) 4 212) e 2

4 g Y
+ gn/O r? (1) +217) et/ (V T )dr

2
(11.18)

o, utilizando (11.10)

4
mrw = eVtI/2 [m(r,t) - gwrg (Tll + ZT;)]

_ /r v tA)/2 VX
0 2

4
X [mrt —§7T7“ (T1—|—2T2]

4
+ / a2 (1) o1) e (11.19)
o 3
En nuestro caso (9.13)—(9.15) implican
) =p : T! =—P, ; T; = —P,  (11.20)
Por otra parte, usando (10.49), la expresion
8mprd — 2
N o= P ST (11.21)
r(r—2m)

facilmente derivable de (9.3), y la ecuacién de equilibrio hi-
drostatico (9.56), podemos escribir (11.19) como

myy = eWt/2 (m -+ 47TP7»7“3) (11.22)
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Obsérvese que como consecuencia de las condiciones de aco-
plamiento

(P)g =+ Ny =0 (11.23)

se deduce que
(mTW)E =my = M (1124)

como cabria esperar.

Una expresion que relacione mpw con el tensor de Weyl se
puede deducir inmediatamente por simple sustitucién de (11.12)
en (11.22). Sin embargo, una relacién mucho mas interesante
entre ambas cantidades se puede deducir de la siguiente ma-
nera.

Sustituyendo T3, T} y T3 en (11.17) por sus expresiones a
través de las ecuaciones de campo (9.3)—(9.5), se obtiene

1
mrw = 56(11_/\)/21//?“2 (11.25)

derivando (11.25) con respecto a r y usando las ecuaciones
(9.4), (9.5) y (11.5) se llega a la siguiente ecuacién diferencial

para mrw
rmlpy — 3maw = eVtV/2 (4 (P — P)r® —3W]  (11.26)

de cuya integracion se obtiene

r 4 3
mrw = Cr + 7“3/ elrtN)/2 [Tﬂ (PL—PF,)— N—4W] dr
0 T T
(11.27)
o, lo que es lo mismo
rs 4 3
mrw = Cr® + 7“3/ ev+A)/2 [Tﬂ (PL—P,)— N—4W] dr
0 T T
b 4
_ TS/ e(l/+/\)/2 I:Tﬂ- (PJ_ . Pr) %W] dr
r r
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donde €' es una constante de integracion.
A partir de la condicion de borde

(mrw)g = M (11.29)
obtenemos para C'
M > 47 3
oM [_ PP —W] i (11.30
2 Jo € g (P )= mWdr (11.30)

Sustituyendo (11.30) en (11.28) se obtiene la expresion bus-
cada

3 3 4

mrw = M <i) + r3/ e N/2 [N—4W ~ (P - Pr)] d
s r T r

(11.31)

Reemplazando W por su expresion en (11.14), podemos tam-
bién escribir

mrw = M )

+ r3/ ”+\/2[ (PT—PL)—%/OTF’(TS)/dF] dF

(11.32)

Obsérvese que de acuerdo con (11.12), (11.15), (11.31) y (11.32),
tanto m como mprw se pueden descomponer en dos partes.
Una de ellas, el primer término en (11.12), (11.15), (11.31)
y (11.32), corresponde a la contribucién incompresible del
fluido localmente is6tropo. Es decir, es la energia asociada
a un fluido con distribucién de energia homogénea y local-
mente isétropa. Los otros términos contienen contribuciones
del tensor de Weyl, la inhomogeneidad en la distribucion de
energia y la anisotropia local.
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Es interesante notar que la anisotropia local no contribuye
explicitamente a la funciéon masa (11.15), mientras que si lo
hace en mpw (11.32).

En el caso homogéneo y localmente isétropo (solucién interior
de Schwarzschild) tenemos

pP=W=P —P.=0 (11.33)

se obtiene entonces, de (11.31) o (11.32)

3 4I
mrw = M <L) = iprg =m (11.34)
ry 3

En general, por supuesto

Antes de concluir esta seccion, calcularemos la derivada con-
vectiva (comévil) de la funcién masa. Dicha derivada se define
como

Dm_-_l_ ,dr
TR

y mide la variaciéon temporal de m para un elemento dado de
fluido.

Derivando (10.9) con respecto a ¢ se obtiene

(11.36)

2m

de™ = (11.37)
r
y usando (9.6) con (9.16) y (9.18)
m = —4rr? (P, + p) % (11.38)

Por otra parte, derivando (11.10) con respecto a r, obtenemos

m' = 4nr’p (11.39)
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De manera que, combinando (11.38) y (11.39) como en (11.36),
tendremos finalmente

%—T = —4wr2PT% (11.40)
Esta ecuacion muestra como la presion radial realiza un tra-
bajo sobre una esfera comdvil con el fluido, cambiando su
funcién masa. Obsérvese que en el caso de un fluido anisétropo,
el trabajo de las tensiones tangenciales no aparece en (11.40).
Finalmente, si evaluamos (11.40) en la frontera del fluido,

tendremos, por las condiciones de acoplamiento

(%—T)E — 0 (11.41)

como debe ser, puesto que estamos considerando sistemas sin
disipacion y por lo tanto la energia total debe ser constante.
En las dos secciones siguientes ilustraremos la discusion con
dos ejemplos.

11.3 Contraccién lenta de una esfera de den-
sidad homogénea y localmente is6tropa

Consideremos una esfera fluida homogénea (p = p(t)) y lo-
calmente isétropa (P, = P, = P), evolucionando lentamente.
Puesto que las ecuaciones de campo (9.3)—(9.5) son las mismas
que en el caso estatico, la ecuacién (9.56) debe satisfacerse,
lo que por otra parte es obvio, ya que debemos exigir en el
contexto de la aproximacién lenta que el sistema esté siempre
en equilibrio dinamico.

La integracion de (9.56) con p = p(t) es muy simple, y da

(1-%o)" — (1= 2pr3)""

3(1—5prg)"" — (1 5pr)

(11.42)
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que es, como habria que esperar, la misma expresion que se
tiene para la solucion interior de Schwarzschild.
Las siguientes relaciones también se obtienen simplemente

4
m = ?ﬂ-prg (11.43)
4I
M= ?’Tlor% (11.44)
8
e =1- %prQ (11.45)
e 1 8 ,\'/? 8 ,\'/?

Como es evidente de (11.14), (11.15) y (11.32), para este mo-
delo

W=20 ) m = mrw (1147)
Vayamos ahora a la ecuaciéon (11.40), usando (11.43), obtene-
mos
Dm . ,dr Am g o dr o dr
— = —_— = — 4 — = —4nP.r°— (114
TN T mbrg 1148)
o bien | J
r
—pr = — P)— 11.4
Lir=—(p+P) (11.49)

Por otra parte, derivando (11.44) con respecto a t y recor-
dando que la masa total M es constante, tenemos

) = —3 Ldr (11.50)
P==P\va 5 '

Igualando (11.49) y (11.50) encontramos una expresion para

dr/dt
dr pr 1dr
— = —— 11.51
dt— (p+P) (rdt)z (1
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la cual, usando (9.18), (9.27), (9.28) y (11.42) se transforma
en

w=wget )2l (11.52)
rs

Podemos ahora calcular las componentes del tensor de de-
formacién. Sustituyendo (11.52) en (11.6), encontramos en
nuestra aproximacion de evolucion lenta

J11 :0 (1153)

lo que implica

Top =0 (11.54)

Asi pues, la evolucion lenta de nuestra esfera homogénea y
localmente isétropa ocurre sin deformacion (shear-free).

No es dificil ver que lo inverso también es cierto. En efecto,
si 011 = 0 entonces, la ecuacién (11.52) se obtiene sin dificul-
tad, y tenemos asi cinco ecuaciones ((9.3)—(9.6), (11.52)) para
cinco incognitas (p, P,w, v, A).

En el limite Newtoniano (11.52) se transforma en

w= (“i)zr (11.55)

r

que no es otra cosa que la bien conocida ley de contraccién
homoéloga.

Finalmente, es instructivo calcular la derivada convectiva de
la masa. Un calculo simple a partir de (11.40), usando (9.18),
(11.42) y (11.52) da

Dm DmTW
Dt Dt
3
= qwsn (1—n)'/?a8 [(1 —n)'/? - <1 — nwz)l/Z]
(11.56)
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con
2 r

— <1 : = —
rs rs

n <1

Obsérvese que en el caso de contraccion (wy < 0), Dm/Dt > 0
para todo r < ry.

11.4 Esfera homogénea sostenida sélo por
tensiones tangenciales

Vamos ahora a considerar una esfera homogénea (p = p(t))
sostenida exclusivamente por tensiones tangenciales (P, = 0)
(la version estética de este problema ha sido estudiada por
Florides [58]).

Dicha solucién corresponde al modelo de Bowers y Liang (ver
seccién 10.3 capitulo 12) con h = 0. Se obtiene entonces, a

partir de (10.35) y (10.49)

(1 — %’rpr%)g/z

¢ = (11.57)
( ERe )
et =1-— 8%,07“2 (11.58)
2 2,.2
p=—"rr (11.59)
8m 2
3(1-5pr2)

Y a partir de (11.10), (11.22) y (11.12)
4

m = §7Tp7"3 (11.60)
8 2\ 3/4
— 3Py
= — 3 = 11.61
mrw m(l—%”pr?) ( )
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8722
9 (1 — 8?“,07“2)
Ademas, usando (11.49) y (11.50) con P = 0, obtenemos para
la velocidad

W= — (11.62)

_ 8r 2\ /4
w = wy (#) - (11.63)

81 2
— ?pr s

o, en coordenadas (¢,r,0,¢)

dr 81 r
(18 2) r 11.64
di wg< ?)'OTE s (11.64)

Podemos calcular la derivada convectiva de mpy sustituyendo
(11.61) en (11.40). Tomando en cuenta que Dm/Dt = 0 se
obtiene, después de un calculo simple pero largo

DmTW B § 2 3 (1 - n)3/4

= —— (1 -2’ 11.65
Dt 8w n-or (1—n12)7/4 CE) ( )
Como era de esperar
DmTW)
=0 11.66
(Z5). (1.66)

Obsérvese que a partir de (11.49) con P = 0y (11.50), se
obtiene

dr_g _dr(1)
ry r(t)

donde r(t) es la coordenada radial de un elemento dado del

(11.67)

fluido. De manera que

= constante 11.68
=) ( )
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Exactamente igual a como ocurre en la contraccién homdloga
Newtoniana. Sin embargo, es importante enfatizar la dife-
rencia entre este caso y el caso Newtoniano. En el primero,
r(t) y re(t) definen la coordenada radial de un elemento dado
de fluido y de la frontera de la distribucién, respectivamente.
En el caso Newtoniano, (11.68) se refiere al cociente de las
distancias radiales. Esta diferencia se pone también de ma-
nifiesto por el hecho de que la velocidad dr/dt es lineal en r,
mientras que w no lo es, excepto, por supuesto, en el limite
Newtoniano.

Notese que en este caso, la deformacion del flujo no es cero.
En efecto, sustituyendo (11.58) y (11.63) en (11.6) obtenemos

16 oy , (1—n)'*
= — — S —— 11.69
11 9 7TP<T)E7“ (1_n$2)7/4 ( )

Podemos ahora discutir las diferencias entre las dos defini-
ciones de masa consideradas, a la luz de los dos modelos estu-
diados, el homogéneo localmente isétropo (hli) y el homogéneo
con presiones tangenciales (hpt).

En ambos casos

m=M z> (11.70)

En el caso hli ambas masas coinciden
m=mrw = M 2> (11.71)

Sin embargo, en el caso htp, éstas se relacionan como en
(11.61), o equivalentemente

1—n 3/4

Consideremos en este caso (hpt) diferentes observadores co-
moviles con el fluido para diferentes valores de x. A medida
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que pasa el tiempo, m permanece constante para cada uno de
estos observadores, como es evidente de (11.40) o de (11.67) y
(11.70). Sin embargo, a medida que n aumenta (contraccién),
mow disminuye para todo x excepto x = 1 que define la
frontera y donde

(mrw)s = my = M = constante (11.73)

ver figura 11.1).
g

mrw

08
0.6

G.4

0.2

Figura 11.1: ™% funcion de z para la esfera sin presion ra-

dial.

Esta disminucién también queda evidenciada en (11.65) como
lo indica la figura 11.2. En otras palabras, a medida que la
esfera se vuelve mas compacta, cualquier observador interior
a X y comovil con el fluido, no detectara ningiin cambio en
m, sin embargo, observara un decrecimiento de mpy .

Por el contrario, en el caso hli, un observador comévil con el
fluido observard cambios tanto en m como en myw (puesto

que son iguales en este caso). Mas ain, dicho observador
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Figura 11.2: 22w &,01=1 funcién de z para la esfera sin

presion radial.

detectara incrementos en la masa para r < rg, en el proceso
de contraccion, a diferencia del caso hpt.

Volvamos ahora a la expresion para la presion radial en el
caso hli, (ver ecuacién (11.42)). Obsérvese que para n =
8/9, dicha expresion es singular en r = 0. Es decir, hay un
valor limite en el grado de compactacion, mas alla del cual, el
sistema no satisface la ecuacion de equilibrio hidrostatico. Es
sabido que para cualquier fluido esféricamente simétrico, con
presiones isotropas, y una distribucion de densidad de energia
arbitraria, existe un limite en el grado de compactacion de
la esfera, de acuerdo con el cual, no es posible acercar ry de
manera continua a 2M [33].

Sin embargo, en el caso hpt tal limitacion no existe y el limite
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continuo de ry a 2M es posible.

Para entender esta importante diferencia de comportamiento
en ambos casos, vayamos por un momento a la ecuacion (9.56).
El término gravitacional en dicha ecuacién (el primero del lado
derecho) se puede escribir, de acuerdo con (11.25), como

—(p+ B) W 002 (11.74)
r
Por otra parte, podemos escribir la ecuacion (9.54) (en el caso
de evolucién lenta localmente isétropo) como

a*(p+P)=—P"P,, (11.75)

por lo que es razonable considerar el término (p+ P,) como la
densidad de masa inercial, o en virtud del principio de equi-
valencia, como la densidad de masa gravitacional pasiva. En
ese caso (11.74) nos indica que mrw debe ser proporcional a
la masa gravitacional activa. Entonces, para cualquier obser-
vador comovil con el fluido, e interior a ¥, la disminucion de
mrw a medida que el sistema se compacta, en el caso hpt, ex-
plicaria la mayor estabilidad de dicho modelo en comparacién
con el caso hli, para el cual mpw(m) aumenta en el proceso
de contraccién.

Por todo lo anterior, parece que myw es una definicion mas
adecuada que m para definir la energia interior a un cierto
radio r, al menos para un fluido anisétropo. Esto también
se evidencia del hecho de que para la misma distribuciéon de
densidad de energia, m es igual, independientemente de la
anisotropia local. También, como ya mencionamos, los cam-
bios en m de una esfera comovil con el fluido no incluyen el
trabajo realizado por las presiones tangenciales (ver ecuacion

(11.36)).
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Otra diferencia importante entre mpw y m aparece cuando se
introducen fenémenos de superficie [59]. En efecto, la tension
superficial aparece explicitamente en mpw (ver ecuacion (11.22))
mientras que en la definicion de m (ver ecuacién (11.10))
los efectos de superficie se manifiestan a través del compor-
tamiento tipo funcion delta en la densidad de energia sobre .
Es claro que ambas definiciones no coinciden, en este caso, al
evaluarlas en Y. Evidentemente, los fenomenos de superficie
no aparecen cuando evaluamos m desde el lado interior de ¥
mientras que si lo hacen en mpy.

Finalmente, nétese que el tensor de Weyl se expresa a través
de la inhomogeneidad en la distribucién de la energia y de
la anisotropia local (ver ecuaciéon (11.14)). Lo que sugiere
que dicho tensor, de alguna manera, mide la deformacién del
fluido [56].

Esta asociacién entre W y la deformacion del fluido viene
dada por el andlisis de un sélido eldstico autogravitante (New-
toniano) para el cual, el tensor de deformaciones desaparece
idénticamente si la densidad es homogénea y las tensiones son

iguales [56, 60].



Capitulo

12

Conduccion térmica en la
aproximacion de evolucién
lenta

En este capitulo estudiaremos algunos efectos que se producen
durante la evolucion lenta de sistemas autogravitantes que
disipan energia a través de un flujo radial de calor.

Asi pues, vamos a seguir considerando como vélidas las rela-
ciones (11.2), (11.3) y (11.4). Adicionalmente, se deduce in-
mediatamente de (9.6) y (9.16) que

Q ~ Ow) (12.1)

de manera que términos de orden Q% 6 @), son despreciables.
A partir de (9.60) y las ecuaciones de campo, encontramos
para la componente oq; de la deformaciéon

o a _20’226A _ 20’33 e/\
e r?  r2sin?4
4 N
— —gem (u — % — %" — 47er@3/\/2) (12.2)

Podemos integrar formalmente (12.2), y obtener

w = wy <L) eQA=A0)/2 _ gy e/? /TE <QeA — —3011 e_)‘> dr
ry r 167r
(12.3)
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12.1 Sistemas sin deformacion

El primer modelo que consideraremos corresponde al caso sin
deformacién (o7 = 0). De manera que de acuerdo con (12.3)

w = [ﬂe_AE/Q - /TE 47TQ6’\dr] My (12.4)
rys r

El flujo de calor ¢* se relaciona con el gradiente de tempe-
ratura a través de la ecuacién relativista de Maxwell-Fourier

61, 62]

¢ =rP" (T, -Ta,) (12.5)
cuya componente radial es
T !
¢=0Q=—re? (T’ + 2’/ ) (12.6)

donde T' es la temperatura y « denota el coeficiente de con-

duccién.
Introduciendo (12.6) en (12.4) y usando (9.28) obtenemos

w = [‘E (1— M)1/2+4m(T2—T)

rs rs

+ 27k /TZ Tz/dr] M2 (12.7)

En el limite Newtoniano, tenemos que M(u) ~ A ~ v ~ 0y

por lo tanto se obtiene la siguiente expresién para w
wy
WNewt = —r +4mc (Ty = T)r (12.8)
rs

Asi pues, en este caso, a diferencia del caso no disipativo [56],
el colapso sin deformacion no esta descrito por una ecuacién

lineal en r, tipica de la contraccion homdloga.
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Por otra parte, el signo de w, para cualquier valor de r, no
tiene que ser necesariamente el mismo de wy (como ocurre
en la evolucién lenta no disipativa). En particular, para gra-
dientes de temperatura suficientemente grandes (negativos)
podemos tener wy > 0, wWyewr < 0.

En otras palabras, el sistema puede evolucionar de tal ma-
nera que las capas interiores colapsan mientras las externas
se expanden.

Este efecto, que llamaremos “peeling” térmico, también esta
presente en el régimen relativista, siempre y cuando el tercer
término a la derecha de (12.7) no sea muy grande.

Si el campo gravitacional es muy fuerte (siempre en la aproxi-
macion de evolucién lenta) entonces el tercer término en (12.7)
prevalecera sobre los otros dos. Puesto que dicho término es
siempre positivo definido, esto implica que w, para cualquier
valor de r < ry y cualquier valor de wy, sera positivo. FEs
decir, el fluido estara en expansion.

A la misma conclusién se llega a partir de (12.4) y (12.6).
En efecto, si el campo gravitacional es muy intenso entonces
el flujo de calor se hace negativo (dirigido hacia el centro),
de manera que el segundo término a la derecha en (12.4) se
hace positivo. Puesto que e *2/2 es pequefio en el limite de
campo fuerte, esta claro que w sera positivo para cualquier
valor de r < ry. Todo esto sera valido, por supuesto, siempre
y cuando el régimen de evolucion lenta sea compatible con la
presencia de campos gravitacionales intensos.

Aunque en el ejemplo que acabamos de analizar la defor-
macién es nula, mostraremos en los dos casos que siguen, que
los efectos arriba mencionados no dependen de esa condicion.
Mas atin, en el segundo ejemplo, el radio de la configuracion
puede aproximarse arbitrariamente a 2M sin que el sistema
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abandone el régimen de evolucion lenta.

12.2 El fluido homogéneo y localmente is6-
tropo

Consideremos ahora una esfera fluida homogénea (p = p(1))
y localmente isétropa (P, = P, = P) disipando energia en
evolucién lenta.

Es facil darse cuenta de que las ecuaciones (11.43)—(11.46) del
caso no disipativo se aplican aqui.

Por otra parte, un célculo similar al que conduce a (11.40),
nos da para la derivada convectiva en este caso

D
7’? = —4mr? (P—r + Qe”/Z) (12.9)

El cambio de la masa total viene entonces dado por

DM

oM 1/2
5 = —4mriQs (1 - —) +0 (w?) (12.10)

rs

donde hemos usado las condiciones de acoplamiento.

Otra expresion equivalente a (12.9) se puede obtener a partir
de la definicién de derivada convectiva (11.36).

Derivando (11.43) con respecto a ¢t y r e igualando con (12.9)
podemos obtener

3 |dr
= —~|—(p+P v/2 12.11
p=-2|Geereer] a2
o, evaluando en r = ry
. 3.
p=——"1ic(p+ Py + Que/?] (12.12)

rs
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La presion debe satisfacer una ecuacién igual a (9.56) con
(PL = P,) con la condicién (9.53).

Es inmediato verificar que
P=PQ=0)+0(w) (12.13)

donde P(Q = 0) estd dada por la expresién (11.42).

Puesto que P aparece en (12.11) y (12.12) multiplicando términos
de orden O(w), podemos despreciar el dltimo término de la
derecha en (12.13).

En efecto, introduciendo (11.42) en (12.11) y (12.12), obtene-
mos (usando (9.18))

W= ws (L) Oz Q2T v Qo oz (1914
ry rs p p

Asi pues, vemos que el iltimo término en (12.14) prevalecera
sobre los otros dos en el caso de campos gravitacionales muy
intensos. Sin embargo, hay que notar que en este modelo no
podemos considerar campos gravitacionales arbitrariamente
intensos, ya que para valores 2M/ry = 8/9 la presién se hace
singular en el centro.

Evidentemente, para este valor del potencial en la superficie,
no podemos afirmar que el flujo de calor para cualquier r sea
necesariamente negativo; ni por lo tanto, que la velocidad de
cualquier elemento de fluido sea positiva para el valor critico
de 8/9.

Por otra parte, es posible exhibir el efecto de “peeling” térmico
en este modelo. Para ello supondremos la siguiente funciéon
de prueba para el flujo de calor

4rr?Qe”* = ¢m (12.15)
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donde el “factor de opacidad” ¢ esta dado por

—r/ry
ne
- 12.16

y n es un factor numérico de orden w. Sustituyendo (12.15)
en (12.14) se obtiene

T \ 1
oo (D) _
rs (1 —=2M/rs)

MY nTs (g (o)

Las figuras 12.1 y 12.2 muestran w como funcién de r/ry para
diferentes valores del potencial gravitacional en la superficie.
Notese que a medida que este ultimo crece, el “peeling” in-
volucra mas capas de la esfera, hasta que el potencial alcanza

el valor 5/18. A partir de alli, la tendencia se revierte.

Figura 12.1: w como funciéon de z para el modelo localmente
isétropo y n = 1072, Las curvas a—e corresponden a M/ry =

1/90; 1/60; 1/45; 1/30; 1/18; respectivamente.
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/]
0.1 0.2 3 0.4 0.5
-0.00002
w bC
-0.00004
a
-0.000C6 d

Figura 12.2: Igual que la figura 12.1, pero ahora las curvas
a—d corresponden a M/ry = 3/18; 5/18; 6/18; 7/18.

12.3 El modelo de Florides con disipaciéon

Consideremos ahora el modelo estudiado en la secciéon 11.4,
con la inclusion de disipacion.

Es evidente que las ecuaciones (11.57)—(11.60) siguen siendo
validas. Entonces, las ecuaciones (12.11) y (12.12) también lo
son para este modelo (con P = 0).

Obtenemos asi, para w

w = [%61’2/2 <L) _ Qel’/Q + ws (L) e(l’E—AE)/Q] eA—v)/2

p rs p rs
(12.18)
Sin embargo, como la presion radial es nula en toda la esfera,
las condiciones de acoplamiento implican

Q

por lo que podemos escribir (12.18) como

(
w = ws <é) L QM/TEEIM . 1 (12.20)

(1—2m/r)"*  p (1 —2m/r)"?

=0 (12.19)

[\l




152 L.. Herrera

Como ya observamos en el capitulo anterior, en este modelo,
ry puede tomar valores arbitrariamente cercanos a 2M sin
que el sistema abandone el régimen de evolucién lenta.

Por otra parte, estd claro a partir de (10.49), que el término
“gravitacional” prevalecerd en (12.6) sobre el gradiente de
temperatura en alguin momento de la contraccion, lo que con-
ducira a un flujo de calor negativo. Esto a su vez, implicara
que w sera positivo para cualquier elemento de fluido, ya que
el segundo término a la derecha en (12.20) prevalecera sobre
el primero en el limite ry — 2M.

Finalmente, para exhibir el “peeling” térmico en este modelo,
consideremos la siguiente funcién de prueba

4ar?Qe’? = ia

7 (e'=0/m) —1) (12.21)

donde, como en el ejemplo anterior,  es un factor numérico
de orden w.

Entonces obtenemos para w
r/rs
(1=2m/r)"* (1 = 2M/rg)*/*

2M n 1-
1— 1 — e =0/r=)) (12,22
. [w2< Tg)—l_gM/Tg ( ‘ )} )

La figura 12.3 muestra el “peeling” para diferentes potenciales
gravitacionales en la superficie. Al igual que en el ejemplo
anterior, el “peeling” va desplazandose al interior a medida
que aumenta 2M /ry, sin embargo, a partir de un cierto valor
de este parametro, dicha tendencia se revierte.

Quisiéramos concluir este capitulo con las siguientes observa-

ciones:
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-0.0005

-3.001¢

~0.0015

-0.0020

-0.0025

Figura 12.3: w como funciéon de z para el modelo sin presion

radial y n = 107%. Las curvas a—d corresponden a M/rs =

1/20; 6,/20; 8/20; 9/20.

1. El mecanismo fisico detras de la aparicién del “peeling”

térmico es, basicamente, el mismo invocado por Renzini
et al. [63] para explicar la formacién de gigantes rojas.

En ese caso hay un incremento de la opacidad con la
coordenada radial, que conduce a una disminucién de la
luminosidad. Como consecuencia de ello, parte del flujo
de energia radiada es atrapada por las capas externas,
causando la expansion de estas tltimas.

Aunque esta claro que se trata del mismo mecanismo
responsable del “peeling”, como se puede ver de (12.14)
y (12.20), esta explicacién sobre el origen de las gigantes
rojas ha sido cuestionada [64]. Por lo tanto, es pre-
maturo afirmar que es el “peeling” térmico la respuesta
al problema del origen de las gigantes rojas. (Para

mayor informacion sobre el tema ver [65], [66] y las re-
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ferencias que alli se citan.)

2. Debemos enfatizar el hecho de que los efectos descritos
en este capitulo se predicen bajo el estricto cumpli-
miento de la aproximaciéon de evolucién lenta.

3. La aparicion de flujos negativos de calor ha sido puesta
en evidencia en algunos modelos obtenidos en el caso
dindmico (fuera del equilibrio hidrostatico) [67].

4. Notese que los términos de relajacion son de orden O(Q)

O(w) y por lo tanto han desaparecido en el contexto de
la presente aproximacion (ver préximo capitulo).

~
~D



Capitulo
13

Evolucién térmica y tiempos
de relajacion

Como mencionamos en el capitulo 9, en la teoria de los nicleos
estelares es usual suponer que el flujo de radiacién (y de con-
duccién térmica) es proporcional al gradiente de temperatura
(Ley de Maxwell-Fourier, o Eckart-Landau en relatividad ge-
neral).

Sin embargo, es bien conocido que la Ley de Maxwell-Fourier
conduce a una ecuacién parabdlica para la temperatura (e-
cuacién de difusién) que predice la propagacién de perturba-
ciones con velocidad infinita [68]. Este hecho se encuentra
en el origen de las patologias que presentan los enfoques de
Eckart [61] y Landau [62], basados en extensiones de la Ley
de Maxwell-Fourier a la relatividad.

Para superar estas dificultades, diferentes teorias, con tiem-
pos de relajacion distintos de cero, han sido propuestas en el
pasado [69]-[72]. Todas estas teorias proveen una ecuacion
para el transporte de calor que no es del tipo Maxwell-Fourier
y que conduce a una ecuacién de tipo hiperbdlico para la
propagacion de la perturbacion térmica.

En este capitulo vamos a comentar diferentes resultados ob-
tenidos en el estudio de sistemas autogravitantes disipando
energia, utilizando como ecuacion de transporte una ecuacion

que incluye tiempos de relajacion.

155
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13.1 Ondas de calor y la ecuacién de Cat-
taneo

Consideremos primero la situacién puramente clasica.

A partir de la ley de Maxwell-Fourier
= —kVT, (13.1)

una ecuacion constitutiva entre densidad de energia interna e
y temperatura

de = ~dT (13.2)

y la ecuacion de continuidad

de -

—=-V.q 13.
se obtiene sin dificultad

ol «k

— = -V’T 13.4

donde 7 es la capacidad caldrica por unidad de volumen.

El origen del comportamiento acausal de (13.4) se encuentra
en (13.1), donde se ha supuesto que el flujo de calor y el
gradiente de temperatura aparecen simultaneamente.

Sin embargo, esta claro que una vez aparecido el gradiente
de temperatura, es necesario un cierto tiempo (tiempo de re-
lajacién) para el establecimiento del flujo de calor. Resulta
también evidente, que dicho tiempo debe ser proporcional al
camino libre medio de las particulas responsables de la con-
duccién.

A pesar de esto, despreciar el tiempo de relajacion es, en mu-
chos casos, bastante razonable, por cuanto para la mayoria
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de los materiales en condiciones usuales, dicho tiempo de re-
lajacién es muy pequenio (& 10~''s para interacciones fonén-
electrén y ~ 107135 para interacciones fonén-fonén a tempe-
ratura ambiente) [73].
Existen sin embargo, situaciones en las cuales los tiempos de
relajacién no son despreciables. Asi por ejemplo, para He?
superfluido, el tiempo de relajacién es del orden de 10735 para
1.2K [74].
Por otra parte, en regiones estelares muy densas y degenera-
das, la conductividad térmica esta dominada por electrones,
cuyo camino libre medio es bastante grande, debido al he-
cho de que después de cada colision, la energia y el momento
de dichos electrones tienen que estar por encima del nivel de
Fermi, lo que hace que dichas colisiones sean poco probables,
en cuyo caso los tiempos de relajacién pueden no ser despre-
ciables (ver mas adelante).
El problema de la propagacion de calor para tiempos del orden
del tiempo de relajacion ha sido objeto de intensas y largas
discusiones a partir del trabajo de Maxwell [75] (ver [68] y las
referencias alli presentadas).
Una ecuacién para el flujo de calor, que conduce a una ecuacion
hiperbdlica para la propagacién de la perturbacion térmica,
es
dq

"o
donde 7 es el tiempo de relajacion, y a partir de la cual se
obtiene sin dificultad

+§=—rVT (13.5)

K T 10T

— VT = ——+4-— 13.6

T ot? + T Ot ( )
que es la bien conocida ecuacion del telégrafo, y que da buena
cuenta de los resultados experimentales sobre propagacion de
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pulsos de calor en He? [76].

La ecuacién (13.5) fue derivada por primera vez por Cattaneo
[77] a partir de la teorfa cinética de los gases, y reobtenida
posteriormente por muchos investigadores (ver [68]).
Obsérvese, que desde un punto de vista “naif” se puede de-
ducir (13.5) a partir de (13.1), suponiendo que ¢ aparece un
tiempo 7 después de la aparicién del gradiente de tempera-
tura, y desarrollando ¢ en serie de potencias de 7. El orden
cero de este desarrollo, corresponde a Maxwell-Fourier, mien-
tras que el primer orden nos da la ecuacién de Cattaneo.

La ecuacién (13.5) también se puede escribir como un integral
sobre la “historia” del gradiente de temperatura

qg= _r /_too exp (—M) 6T(i’”,t')dt’ (13.7)

T

En general, si escribimos
t —
= —/ S(t—)yVT(&', ") dt! (13.8)

diferentes elecciones de S, conducen a diferentes modelos cons-
titutivos. Asi por ejemplo, si

S=ré(t—1) (13.9)

recuperamos Maxwell-Fourier, mientras que si

S = gexp (—(t — t/)) (13.10)

T

obtenemos Cattaneo.
De lo anterior queda claro que S mide la “memoria” del ma-
terial con respecto a la historia del gradiente de temperatura.
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En un extremo tenemos la ley de Maxwell-Fourier, que co-
rresponde a la completa ausencia de memoria (ver ecuacién
(13.9)), v que conduce a la ecuacién de difusién (ver ecuacién
(13.4)), mientras que en el otro extremo (S = constante),
tenemos un material con memoria infinita, para el cual se
obtiene la ecuacién de onda usual, sin atenuacion.

Entre estos dos extremos esta la ecuacion de Cattaneo, que
describe sistemas cuya historia térmica esta caracterizada por
(13.10), y que conduce a la ecuacion del telégrafo (13.6).

13.2 Tiempo de relajacion para una estrella
de neutrones

Como mencionamos anteriormente, es de esperar que el tiempo
de relajacién para materia degenerada pueda alcanzar valo-
res no despreciables, debido al incremento en el camino libre
medio de los electrones.

A continuaciéon presentaremos una estimacion de 7 que con-
firma nuestras sospechas.

En efecto, a partir de la ecuacién (13.6) se obtiene

K

(13.11)

T = ——
vy

donde v es la velocidad de la onda térmica.
Si la conductividad estd dominada por electrones, entonces
podemos adoptar para s la expresién [78]

k~10%[p/10"gem ™| [10°K /T)ergs™ em™ K~' (13.12)
y para la capacidad caldrica

cy =4V =aT (13.13)
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donde V' denota el volumen, y para el coeficiente o (que es
modelo dependiente), tomaremos el valor [79]

a =~ 10%erg K2 (13.14)
Sustituyendo (13.12)—(13.14) en (13.11) obtenemos

10%°
7] [v7]

T =~

s (13.15)

donde [T] y [v] son los valores niimericos de la temperatura
y la velocidad de la onda térmica, medidos en K y ems™!.
Ademés hemos supuesto p ~ 104gem™ y para el radio del
nucleo degenerado tomamos R =~ 10Km. FEn ese caso, to-

mando para v su limite superior
v 3 x100ems™! (13.16)

tendremos

T 107ts (13.17)

para temperaturas del orden de [T'] & 102, lo que posiblemente
sea un valor muy bajo, y corresponderia a las ultimas fases de
la evolucién de una estrella de neutrones (ver [79]).

Sin embargo, para un valor mas razonable de v, tal como

v 10%ems™! (13.18)

que corresponde a la velocidad del segundo sonido en helio su-
perfluido, observamos que para temperaturas tan altas como
T ~ 10°K, se obtiene

T 107%s (13.19)

Para T' ~ 10°K, los tiempos de relajacién pueden ser tan altos
como

T 10%s (13.20)
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Por otra parte, un estimado presentado por Harwit para ma-
teria degenerada a T ~ 107K, da tiempos de relajacién del
orden del segundo [80].

En vista de que existe un buen nimero de procesos astrofisicos
con tiempos caracteristicos iguales o incluso menores que los
estimados anteriores para el tiempo de relajaciéon, esta claro
que los fenédmenos previos a la relajacion seran determinantes
y no podran ser excluidos en la descripcion de esos procesos.
Algunos ejemplos no-relativistas han sido ya presentados en
la literatura [81].

13.3 Ecuacion de Cattaneo relativista

La ecuacién relativista de Maxwell-Fourier (12.5) se puede
generalizar de manera que incluya el tiempo de relajacion.
En cuyo caso toma la forma [82]

Tcili: +¢* = kP’ (T — Tag) — Tu*qza” (13.21)
En nuestro caso (esféricamente simétrico), las componentes
de la cuadriaceleracién estan dadas por (9.65) y (9.66).
Las dos componentes de (13.21) (que no son independientes)
se obtienen después de un calculo largo pero muy simple. Se
tiene para a = 0

Te /2 (Qw + Qu + Qw)\)

Quw?X Qv
2 + 2

47 (Q’wQ + Quuw' +

1/2

—I—QQJ@A/2 (1 — w2)
kw?Tev/? kwT'e= 2

C(1—)? (- W)
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_l,/g .
A\—p) /2 ffTwe

kTwe A/Q w
o ) e

y para a =
. \ 2y / /
red=02 (¢ 4 @—I- QuwA O+ Q/\ QV
2 2 2
+Qe? (1 2)1/2
rwTev/? kT =2

- (1 —w)?

—v/2 /\ :
(mwypz_ KT N fwA - w
-I-(TQwe (1—w2)1/2) ( 5 + =2
kT e M? v ww'
- — 4 — 13.23
+(TQw (1—w2)1/2) (2 +1—w2) ( )

En la aproximacion de evolucién lenta considerada en el capitulo

12, la ecuacién (13.22) deviene

T !
w (T’ 2” ) ~0 (13.24)

y (13.23)

T !
Q= —ke (T’ + 2” ) (13.25)

que es simplemente (12.6)
Evidentemente, (13.24) es una identidad, tomando en cuenta
(13.25) y despreciando términos de orden O(w?).

Es interesante notar que la aproximacion de evolucién lenta
implica, implicitamente, tiempos de relajacion nulos, puesto
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que concibe la evolucién como una secuencia continua de sis-
temas en equilibrio, despreciando los tiempos requeridos para
establecer dicho equilibrio.

En la proxima seccién comentaremos las consecuencias de uti-
lizar una ecuacion tipo Cattaneo en la descripcion del colapso
gravitacional relativista.

13.4 Colapso gravitacional y procesos de re-
lajacion

La versién relativista de la ecuacién de Cattaneo (ver ecuacion
(13.21)) ha sido utilizada en el estudio del colapso gravitacio-
nal [83, 84].

En la primera de estas referencias ([83]), se modela el colapso
esférico radiante para diferentes ecuaciones de estado, y se
compara la evolucién del sistema para diferentes valores de
7 y el mismo gradiente de temperatura en la superficie del
objeto.

El resultado, en todos los modelos, es que la luminosidad del
objeto depende de 7 de una manera importante y practica-
mente invariante: a mayor 7 los pulsos de emision se suavizan
y se hacen mas largos. Esto trae consigo cambios importantes
en la evolucién del sistema y en las posibles configuraciones
finales, que van a depender del valor de 7 de manera critica.
En el proximo capitulo veremos como el tiempo de relajacion,
afecta la salida del equilibrio dinamico.
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Capitulo

14

Conduccion térmica fuera del
equilibrio dinamico

En el capitulo 12 estudiamos los efectos del flujo de calor en
la evolucién lenta de sistemas autogravitantes.

En este capitulo vamos a prescindir de la hipotesis de evolucion
lenta, pero vamos a limitar nuestro estudio al instante inme-
diato posterior a la salida del sistema del equilibrio dinamico.
En ese sentido, este capitulo representa una generalizacion del
estudio hecho en el capitulo 10 a sistemas disipativos.

Asi pues, al igual que en el capitulo 10, vamos a suponer que
nuestro sistema esta originalmente en equilibrio (dindmico) y
es perturbado de manera que abandona dicho equilibrio.

En este caso, sin embargo, una vez salido del equilibrio, el
sistema comienza a disipar energia a través de un flujo radial
de calor.

Vamos a evaluar las diferentes ecuaciones dinamicas en un
tiempo posterior a la salida del equilibrio, y que es mucho
menor que el tiempo de relajacion y que el tiempo hidrostatico.
Dos posibles estados iniciales pueden ser considerados:

1. El sistema inicialmente esta en equilibrio dinamico y
térmico, es decir, antes de la perturbaciéon

w=Q=w=Q=0 (14.1)

165



166 L.. Herrera

2. Kl sistema inicialmente estd evolucionando lentamente
con disipacién. Entonces, antes de la perturbacion

Q~Ow)#0 (pequeno) (14.2)
WrorQ=0 (14.3)

En el primer caso, inmediatamente después de la perturbacion,
tenemos

w=0=0Q (14.4)
W Q #0 (pequeno) (14.5)

Mientras que en el segundo tendremos
Q~Ow)#0 (pequeno) (14.6)

Q =~ w #0 (pequeno) (14.7)

Como veremos mas adelante, ambos casos conducen a las mis-

mas ecuaciones.

14.1 Fracturas en sistemas disipativos

Nuestro primer problema consistira en deducir un criterio in-
tegral, similar a (10.25), para la aparicién de fracturas en
sistemas con disipacion.

Evaluando (10.12) inmediatamente después de la salida del
equilibrio, obtenemos, en los dos casos mencionados anterior-
mente

de 2w A
hahed —(w+N)/2 | oy o —-v {7
o e (w + . + 5 ) +e (2) (14.8)
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Por otra parte, sustituyendo (9.13)—(9.16) en (9.55), obtene-

mos
P! N plw? 2ww'p 2w’ P, 2w3w'p
l—w? " 1-w? " 1-w? ' (1-w?)? (1 -w?)

QQ/we/\/Z QQw/e/\/Z QQUJZUJIGA/Z

R TR R TR U TR
2T ) (2
¢ 2 ((162_w22;i/2)2+<p+3> -
B e T
n Que? m
(1—w?)/2r —2m
+ 7«2_72; (Pr + pr) (p+P) %
* i ()
t Qe P (ff%)/]
= ;;r (A + %2 E 2—”) (14.9)

Una vez mas, evaluando en el instante posterior a la salida

del equilibrio, se obtiene

P (p+ P )m 47y
r2 (1 =2m/r) (1 —=2m/r)
2(P, — Pp) eV .
Pp+ P 4+~ =2 = A (14.10
><( p+ r)+ . Al )
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resultado este que es el mismo para las dos configuraciones
iniciales consideradas anteriormente.

Una expresién para ) se obtiene directamente, derivando la
ecuacion (9.6), con ayuda de la ecuacion (9.16)

T ) 14w v
—  _SurelvtN/2 Y Mo TW
)\ - 87TT€ [(p—I_PT) 1 _w22 —I_Qe (1—(,()2)1/22
(p—l—Pﬁw)\ A2 14+ w? . ) . w
T g T m”(ﬁﬂ)m
14w T 1+ w?
+ +P)o——s 4+ QM ———
(p ) (1—@2)2 Q (1—w2)1/2
< a2
+ Q@ﬂM] (14.11)

(1—w?)?/?

Evaluando esta expresiéon en el instante posterior a la salida
del equilibrio, obtenemos para cualquiera de las dos configu-
raciones iniciales

A = —8mrelv /2 [(,O + P)w+ QeA/Z} (14.12)
sustituyendo (14.12) en (14.10), tenemos
"R = (p+ P) i+ QeM? (14.13)

con R definido por la ecuacién (10.10).
Como era de esperar, si = 0, (14.13) se convierte en (10.16).
Comparando (14.12) y (14.13) tenemos también

A =87rre’R (14.14)

igual que en (10.15).
Procederemos ahora a transformar (14.8), de manera idéntica

a como se hizo en la seccion 10.1.
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Sustituyendo (14.12) en (14.8), tenemos

dO :
e(l/—}—)\)/Zd_ + 47'['7"63/\/2@ — u-)/ ‘I’wf (1415)
S
donde
2 N
f=-+ 3 drre” (p+ Py) (14.16)
r

Evidentemente, podemos escribir (14.15) como

d .
d_® + 47Tre’\e_”/2Q — N2 [ far (u')effd’")/ (14.17)
s

Utilizando (10.21) y evaluando los integrales en (14.17), ob-
tenemos

d@ A . e—u/? !
ao —v/2/ _ s 2 —A/2
- + 4mrete Q= (CUT e ) (14.18)
07
dO A —v/27° 1 dr
g—l—éhrre e Q) = i g (14.19)
donde se ha usado (14.13), y
r2€u/2 i
F=—2"" (R Aemvl? 14.20
e’\(,O-I-Pr)( + Qe’e ) ( )

Integrando (14.19) en el intervalo (0,7), con la condicién de
regularidad (10.24), encontramos

e p+FB)

r2ev/2

. T de .
]i’—l—QeAe_l’/2 = — / r2ev/? [d— + 47Tre/\e_”/2Q] dr
0 s
(14.21)
la cual se reduce a (10.25) si Q = 0.
Obsérvese que, como consecuencia de (14.13), a diferencia del
caso no disipativo, los signos de —R y w no necesariamente

coinciden.
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Por razones fisicas elementales, esta claro que la fractura esta
asociada a un cambio de signo en w. Por lo tanto, vamos a
reescribir (14.21) en términos de w. Despejando R de (14.13)
y sustituyendo en (14.21) obtenemos

M2 o de .
w= £ rler/? |22 4 47TTQ€/\€_V/2 dr (14.22)
r? Jo ds
Tendremos fractura para algin valor de r (digamos r = 7), si
W< 0 parar<fyw>0parar > r, obviamente w(7) = 0.

14.2 Tiempos de relajacion y salida del equi-
librio

Es importante notar que al evaluar las ecuaciones dinamicas
en tiempos menores que el tiempo de relajacién, estamos su-
poniendo implicitamente que este ultimo no puede ser igual a
cero.

Vamos por lo tanto a utilizar la ecuacion relativista de Catta-
neo presentada en el capitulo anterior, para evaluar el término
Q en (14.22).

Evaluando (13.22) para la primera configuracién inicial, en-

contramos una identidad.
En el segundo caso, (13.22) da

!
w (T’ + T%) =0 (14.23)

Lo que indica que la cantidad en el paréntesis es de orden
O(w). Lo que es de esperar, ya que dicha cantidad es propor-
cional a ().

Evaluando (13.23), encontramos en el primer caso

7
Te(/\_”)/zQ = —kT'e M2 _ gTe V% — /iTe_A/Q% (14.24)
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Sin embargo, como en este caso el sistema estaba inicialmente
en equilibrio térmico (@ = 0), se verificaba antes de la per-

turbacién
!

T = —T% (14.25)

Esta condicién, que se puede obtener directamente de (12.6),
fue obtenida por Tolman [85], sin invocar la version relativista
de la ley de Maxwell-Fourier.

Asi pues, (14.24) se transforma en

Qe = —kTwe=(rHN)/2 (14.26)

En el segundo caso, la evaluacién de (13.23) en el instante
posterior a la perturbacion, nos da

7
TQG_D/Z +Q = —kT'e™ — KT%G_A — KToe /2 (14.27)

pero, hasta primer orden

!
Q = —re (T’ + T%) (14.28)

de manera que (14.27) se reduce a (14.26).
Asi pues, despejando @) de (14.26) y sustituyendo en (14.22),
tenemos

W=7

A2
© 2 (eu/2@ — Mg/%&) dr (14.29)
ds T

r 0

Una expresion mas interesante se obtiene a partir de (14.26)
y (14.13)
v=N/2p 1
= X (14.30)

(p+ F) (1 B T(pHJrTPT))
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Obsérvese que para el valor critico
kT

TorP) 1 (14.31)

R =0, pero w # 0.

Es decir, el sistema sale del equilibrio dinamico a pesar de
que el término de fuerzas (gravitacionales + hidrodinamicas)
es nulo. Mas atn, si

gT

entonces w > 0, si B > 0.

Recuérdese que R > 0 implica que la resultante de la com-
posicion de la fuerza gravitacional y las fuerzas hidrodinami-
cas, apunta hacia el centro.

Para evaluar el término % (vamos a despreciar P, en relacion
a p en esta estimaciéon) debemos pasar de unidades geometri-
zadas a unidades c.g.s. Para ello observemos que

kKT = ¢ &) [T] (14.33)

5
donde (G es la constante gravitacional (G' = 6.67107%g~'em?
s7%), y [k] y [T] denotan el valor numérico de x y T en

1

ergs tem™' K~!' y K respectivamente.

De igual manera

T =c|7] (14.34)
o= 20 (14.35)

donde [7] y [p] denota el valor numéricode 7y pen sy gcm™

respectivamente.
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Entonces

KT _ 1 [A][T]
rp 81 [l

Si utilizamos para & la expresién (13.12), encontramos

x 107% (14.36)

&T 1 1

— == 107% 14.
p 81 [7] <10 (14.37)

o, usando (13.15)

T 1
B [T x 1078 (14.38)
Tp 81

Valores de % del orden de 1, se tendran para temperaturas
del orden de 103K y v ~ 10%m s,

Otro escenario que parece mas razonable, lo provee el colapso
del nicleo estelar en los instantes iniciales de la supernova,
cuando se produce el proceso de neutronizacion.

En este caso las temperaturas estdn entre 10102 K, la den-

sidad en el centro es del orden de 10'°g em ™ y 103g em ™ en

la superficie. La conductividad es del orden de 1037 erg s~tem ™!
K~'. Para estas condiciones 7 puede estar entre 107-107*s
[84].

Encontramos entonces que % puede estar en el rango 10%-

rT

107*. Es decir, es posible que L, supere el valor critico 1, en

cuyo caso podremos tener una explosion del sistema ain si

R>0.
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Capitulo

15

Conclusiones

En este ultimo capitulo vamos a subrayar aquellos aspectos
de la discusion que consideramos mas relevantes y/o con mas
potencial de desarrollo.

En primer lugar, en lo que concierne a la anisotropia local,
hemos visto que existe, no sélo un buen nimero de fenémenos
fisicos a partir de los cuales dicha anisotropia puede ser gene-
rada, sino, y esto es quizas lo mas importante, que pequenas
desviaciones en la isotropia local, pueden producir fracturas
en el sistema, afectando de esta manera la subsecuente evolu-
cién del objeto autogravitante.

Asi pues, es preciso ser muy ciudadosos con aquellas conclu-
siones generales que exijan (explicita o implicitamente) una
total isotropia local del fluido.

Los procesos disipativos afectan de una forma aiun mas radical
la evolucién del sistema.

En el caso de evolucién lenta vimos, por un lado, la posible
aparicion del “peeling” térmico y por otro, la inevitabilidad
de la expansion en objetos lo suficientemente cercanos al ho-
rizonte, como para que el flujo de calor sea necesariamente
negativo.

En el caso dinamico, encontramos un nuevo régimen de ines-

tabilidad cuando
gT

A
T(p+ F)

3

175
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en cuyo caso tendremos w # 0 atin cuando R = 0.
Es decir, un sistema en equilibrio dindmico (R = 0;w = 0)

saldra de él si adquiere el valor critico, aun cuando R

&T
. . T(P+Pr)
continte siendo nulo.
Mas aun, si el sistema es lo suficientemente compactoy R > 0,

excede el valor critico.

w podra ser positiva si r(pH+TPT)
Los dos ejemplos presentados en el capitulo anterior (en par-
ticular el segundo) ilustran claramente la viabilidad de dicha
inestabilidad.

Todo lo anterior refleja bastante bien la importancia que tienen
los procesos previos a la relajacion térmica en la evolucién del
sistema, incluso cuando el valor del tiempo de relajacién es
relativamente pequeno.

Finalmente quisiéramos enfatizar el sentido fisico inherente
a la definicién de masa de Tolman-Whittaker. Este punto

requiere sin duda, ser investigado en mayor profundidad.
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