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Capitulo

1

Introducciéon

A pesar de que haya sido recalcada tantas veces, la impor-
tancia de las simetrias en todos los aspectos de la fisica no
puede ser sobreestimada. La fisica de particulas moderna esta
basada completamente en las simetrias, mas precisamente en
las simetrias de calibre tanto exactas como espontaneamente
rotas. Aqui vamos a hablar exclusivamente sobre la ruptura
espontanea, no solo porque casi todos los esfuerzos de unificar
las distintas interacciones de la naturaleza siguen esta di-
reccion, sino porque esa idea trae consigo (casi siempre) la
existencia de los asi llamados defectos topologicos. Estos ob-
jetos juegan un papel determinante en la fenomenologia y la
cosmologia:

e las paredes de dominio son incompatibles con el universo
que conocemos: homogéneo e isotrdpico a gran escala;

e las cuerdas cosmicas ofrecen la posibilidad de entender
la falta de isotropia a pequena escala;

e los monopolos explicarian uno de los hechos mas fun-
damentales y misteriosos en la fisica de particulas, la
cuantizacion de la carga eléctrica, pero al mismo tiempo
amenazarian el futuro tranquilo de nuestro Universo.
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Estas lecciones estan dedicadas principalmente al estudio de
los defectos topologicos y la conexion entre su existencia y
las distintas simetrias espontanemante rotas. La produccién
de estos objetos es posible un contexto cosmoldgico: hablare-
mos entonces también del universo temprano y de las transi-
ciones de fase que una teoria con rompimiento espontaneo de
simetrias implica.

Las lecciones estan organizadas en la siguiente manera. En
el capitulo 2 vamos a hablar de la ruptura espontanea de
simetrias, tanto discretas como continuas y de los mecanis-
mos de Goldstone y de Higgs. Luego, los capitulos 3, 4 y
5 son nuestros capitulos principales, donde se discuten los
defectos topoldgicos como consecuencia de la ruptura de las
simetrias tratada en el capitulo 2. Para que el material pueda
ser seguido de manera mas facil y coherente, de nuevo alli se
discuten algunos aspectos de la ruptura espontanea, por lo
que un lector ya familiarizado con los mecanismos de Gold-
stone y de Higgs podria saltarse el capitulo 2. En el capitulo 6
vamos a dedicar nuestra atencion a la aplicacion cosmolégica
en el universo temprano y las consecuencias para hoy en dia.
Finalmente, en el capitulo 7 hablamos un poco de las perspec-
tivas de solucion de los problemas presentados por la existen-
cia de defectos topoldgicos en nuestro Universo.



Capitulo

2

Simetrias y como romperlas
espontaneamente

2.1 Simetrias discretas

El prototipo de un sistema con ruptura espontanea de simetria
es también el ejemplo més simple. Tomemos un campo escalar

real ¢ con una simetria discreta
D: ¢ — —¢ (2.1)

con el lagrangeano escogido como

L= S0:0)0°9) - V()
V= %(952 —v?)? (2.2)

aqui A > 0 para que la energia tenga un minimo, y si no fuera
por el signo de v? este seria el lagrangeano renormalizable mas
general que se pueda escribir.

Tenemos dos posibilidades:

a) v> <0  Claramente V(¢) > 0y el minimo del potencial
estd en (@) = 0. La simetria es exacta y ¢ es un campo

fisico con (masa)2 = \v?.

5
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V()

Figura 2.1: Potencial para un campo escalar real con ruptura
espontanea

b) v? > 0 El caso de nuestro interés. Como V(¢) > 0,

ahora el minimo se encuentra en (¢)? = v? es de-
cir (¢) = +v y (¢) = —v Mejor dicho, (¢) = +v
o (¢) = —v, pues no hay “tunneling” entre estos dos

vacios en la teoria de campos, como si lo habria en la
mecanica cuantica. En cierto sentido, es como si todo el
espacio tuviera que cambiar de vacio, y para hacer esto

claramente la probabilidad es cero.

Asi, en el caso b) tenemos la situacién del diagrama 2.1, o
vivimos en el vacio (¢) = —v o en (¢) = +v; en cualquier
caso la simetria se rompe. Esto se llama ruptura espontanea
porque el lagrangeano original tiene la simetria, sélo que el
minimo de la energia no esta en la posicién simétrica.

La ruptura puede verse mas claramente si uno escoge uno de
los dos vacios posibles, digamos (¢) = 4v y escribe

¢(z) = v +n(z) (2.3)
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donde 7 designa las fluctuaciones cuanticas alrededor del mi-
nimo n = 0. En términos de 7 el potencial V' es

A
Vn) = 70" +xo'n’ + Aoy’ (2.4)

No hay mas simetria n — —n, pero el campo fisico n ahora
tiene una masa bien definida

mf7 = 2)\v? (2.5)

En cambio, el campo original ¢ tenia una masa imaginaria:
mi = —Xv? y no podia ser un campo realistico. Solo la rup-
tura espontanea da un significado a la teorfa definida en (2.2).
El aspecto mas interesante de la ruptura espontanea de una
simetria discreta es la existencia de paredes de dominio, el
argumento del capitulo préximo. Ahora quisiéramos hablar
mas de las simetrias continuas que juegan un papel mas im-
portante en la fenomenologia de la fisica de particulas.

2.2 Simetrias continuas

Caso global: el mecanismo de Goldstone

Tomemos ahora un campo complejo ¢ = ¢; + i, con una
simetria global U(1)

b — €7 (2.6)
y el Lagrangeano que imita el caso (2.2)
1 o ,
L = 500.9)(9"¢) —V(4)

V= 2ge )’ (2.7)
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De nuevo A > 0 para que el potencial tenga un minimo. Como
quisiéramos estudiar el caso de la ruptura espontanea, ya

2

sabemos que hay que escoger v* > 0. Como en el caso de

la simetria discreta, el minimo del potencial se encuentra en
(¢"¢) = v? (2.8)
Como en el ejemplo anterior, escojamos un vacio fijo, digamos

(¢) =v (2.9)

lo que nos dice que la simetria U(1) esta rota. Nada nuevo,
diran ustedes, pero aqui hay una novedad importante: la exis-
tencia del boson de Goldstone. Escribamos

() = [+ p(x)]e /D" (2.10)

de modo que p(x) y G(x) representen las componentes fisicas
radiales y axiales respectivamente. En seguida podemos es-
cribir el potencial (2.2) como

V(o) = 20" + 0% +40p?) (2.11)
La componente G ha desaparecido del potencial completa-
mente y claramente tiene la masa cero - esto es la mani-
festacion del teorema de Goldstone que dice: la ruptura es-
pontdnea de una simetria U(1) global implica la existencia de
un boson con masa cero, el boson de Goldstone, G(x)
A pesar de que existan modelos con bosones de Goldstone,
todavia no se ha encontrado uno en la naturaleza. En las
teorfas realistas, como el modelo estandar SU(2);, xU(1)ep, la
respuesta es el mecanismo de Higgs, o mejor dicho, la simetria
local de calibre y su ruptura espontanea.
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Caso local: mecanismo de Higgs

Imaginen entonces una simetria local U(1) con el mismo campo
complejo ¢(x):
p(z) — €@ () (2.12)

Para que sea invariante, el Lagrangeano toma ahora la forma
1 el 1 » ,
L= S(Dud)(D"¢) = 7Fu ™ = V(9)
A
v=2(ge -y 2.13)

donde
Dy = (9, — igA,)¢ (2.14)

es la derivada covariante y
F,.,=0,A,—0,A, (2.15)

donde A es el campo de calibre.

En analogia completa con el caso global, la simetria de cali-
bre UU(1) se rompe espontaneamente, pero sin el problematico
boson de Goldstone, como veremos.

Simplemente, si uno escribe la férmula (2.10), usando la si-

metria de calibre U(1) se puede eliminar el campo G(x)
Ha) = () 1ol CO = o) 1u (2.16)

Parece como si hubiéramos perdido un grado de libertad -
Jalgo anda mal? No, pues la derivada covariante

1 1
SIDAD — g4, 402 (2.17)

Se ve que el boson de calibre A ahora tiene una masa: my =
gv. Esto quiere decir un grado de libertad mas, todo esta
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bien. Este es el celebrado mecanismo de Higgs, y la masa del
campo de calibre es la manifestacion clasica de la ruptura de
la simetria U(1).

Con todo el respeto que merece esto, ustedes van a pregun-
tar: jy entonces? Despues de todo, no tenemos en la natu-
raleza un ejemplo de “fotén” con masa, y tal vez mas im-
portante, habriamos podido simplemente romper la simetria
U(1) explicitamente con un término de masa para el “fotén”:
%mzA#A“. Esto preserva la renormalizabilidad de la teoria
como ya sabemos. La importancia del mecanismo de Higgs
yace enteramnete en los casos de las simetrias no abelianas,
cuando la masa explicita de los bosones de calibre destruye
la renormalizabilidad. Ademas, en el caso realista del modelo
estandar, uno tiene que dar masas a los bosones W+ W~ y
Z, es decir romper la simetria SU(2).

2.3 Simetrias no abelianas

Tomemos precisamente el ejemplo de una simetria SU(2) con
una representacion escalar, el doblete

O(z) — e_i&(r)'E/QCI)(:z:) (2.18)

donde o; (1 = 1,2,3) son las matrices de Pauli. Si uno escoge

un potencial como siempre

A
V= Z(cb*cp —v?)? (2.19)
con A > 0, v? > 0, el minimo se encuentra fuera del origen,
(01®) = v? y la simetria se rompe espontaneamente. La
escogencia

v

(@) = ( 0 ) (2.20)
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muestra claramente que ningin generador del grupo SU(2)
anula el vacio

(@) #0 (2.21)

Se dice por esto que la simetria SU(2) esta completamente
rota.

El caso global

Podemos escribir

Gi(2)o: 0
$ = /Gilr)i/2 2.22
‘ v+ p(x) (2:22)

que nos dice que los tres campos (G; tienen masa cero, puesto
que V(®) no depende de (G;. Esta es la version general del
teorema de Goldstone: a cada generador del grupo que no
anule el vacio, corresponde un boson de Goldstone con masa

CETO.

El caso local

Para nosotros la version de calibre es obviamente mas intere-
sante. En este caso uno simplemente elimina los asi llamados
campos “que hubieran sido bosones de Goldstone 7 con una
transformacién local de calibre

d — ¢TI/ 2g (2.23)

pero a la vez, como en el caso U(1) antes, los bosones de
calibre se ponen masivos a través del término

1 1
SIDUB — ST AR AT (224)
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Los tres bosones de calibre consiguen la masa m4 = gv, son
los tres grados de libertad que corresponden a los tres “desa-
parecidos”, los campos (7;. La misma situacion encontramos
en el caso U(1), solo que ahora el mecanismo de Higgs es la
unica manera de romper la simetria y de preservar la renor-
malizabilidad de la teoria. Esto ha sido el paso crucial en la
construcccion del modelo estandar de las interacciones electro-
débiles y las predicciones de la teoria dependen fuertemente
de este fenomeno.

El modelo estandar: SU(2);, x U(1)

Aqui vamos a decir unas pocas palabras sobre este tema tan
importante, pues para nosotros el éxito del modelo estandar
solo sirve como una motivacion para tomar en serio la idea de
la ruptura espontanea.
El modelo estandar estd basado en el grupo SU(2);, x U(1),
con el campo de Higgs transformando como un doblete bajo
el grupo SU(2)y,

b = ( f; ) — il (2.25)
(los generadores de SU(2)r, son 1;;, = 0,;/2), y con una carga

Y =1 bajo U(1)

YO =0 (2.26)
El potencial de costumbre (A > 0,v? > 0)
A
V(®) = Z(<I>Tc1> — v?)? (2.27)

garantiza la ruptura espontanea de la simetria, pues de los
posibles minimos que satisfacen (®1®) = v? podemos escoger

(@) ( 0 ) (2.28)

v
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y es claro que entonces
o) £ 0, V(D) £0 (2.29)

pero

Y
El grupo SU(2)r, x U(1) se rompe espontaneamente a U(1).,,,
la simetria U(1) del electromagnetismo con la carga Q. =
Is1, + Y/2. Esto puede también verse manifiestamente en el
espectro de los bosones de calibre. Del término (D, (®))* se

puede probar facilmente que hay tres bosones de calibre con

masa
1 2..2
W* = —2(A1 + ZAQ) ) m%/V = g4v
_ §JAs—gB s (g*+ g*)?

donde A; son los bosones de calibre de SU(2)r, B el de U(1),
y gy ¢ son las correspondientes constantes de acoplamiento.
Finalmente, hay un bosén atin sin masa, el foton

_gAs+4¢'B

En el sector de calibre, con un sélo parametro sin?fy =

A m?% =0 (2.32)

g% /(g% +¢"*) ~ 0.23, esta teoria ha conseguido un éxito espec-
tacular, desde la prediccién de las masas de W* y Z, hasta
el acuerdo con todos los experimentos con fermiones. A pe-
sar de que no hayamos todavia encontrado la particula de
Higgs (muchos de nosotros creen profundamente que es sélo
cuestién de tiempo), aqui vamos a tomar este éxito como la
confirmacién de la idea de la ruptura espontanea de simetrias.
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Sin buscar mas excusas, en lo que sigue vamos a asumir que
las simetrias se rompen de esta manera y vamos a estudiar las
consecuencias de este fendomeno tanto para las simetrias dis-
cretas como para aquellas locales o de calibre. Nuestro interés
estard principalmente dedicado a una consecuencia dinamica,
la existencia de los defectos topoldgicos, y su profundo im-
pacto en la cosmologia y en la fisica de particulas.

2.4 Problemas Propuestos

1. Considere un campo en la representacion fundamental

de SU(3) global y el potencial de costumbre V = %(Q;Z —

(a) ;Cudl es el minimo del potencial? ;jqué simetria
queda después de la ruptura?

(b) {Cuéntos bosones de Goldstone hay?

(c¢) Para el vacio (¢) = (0,0,v), pruebe explicitamente
el teorema de Goldstone.

2. Tomemos el mismo ejemplo de 1) , pero ahora con la

simetria de calibre

(a) Para el vacio (¢) = (0,0,v), encuentre los autova-
lores y los autoestados de la matriz de masa de los

campos de calibre.
(b) Discuta el mecanismo de Higgs. ;Qué sucede con

los bosones de Goldstone que teniamos antes?

3. Dificil - para arriesgados: Tome una simetria global
SU(3) y el Higgs en la representaciéon adjunta con el
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potencial
V=X (TrH*?*+ X\ TrH* — *TrH? (2.33)

donde p? >0y H =33_, ’\2—1<I)a y AQ—“ son los generadores

(matrices 3x3) del grupo SU(3).

(a) ;Quésimetria queda después de la ruptura? ;Cudn-
tos bosones de Goldstone?
(b) Analice la matriz de masas de los campos ¢,(a =

1,...,8) y muestre que hay 7 particulas con masa

cero. (Por qué? ;Es valido aqui el teorema de
Goldstone?

(c) SU(3) se pone local (de calibre). ;Qué pasa con
las siete particulas sin la masa?
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Capitulo

3

Paredes de Dominio

3.1 Simetrias discretas y paredes de dominio

Imaginen el ejemplo simple de un unico campo escalar real ¢
con una simetria discreta
D: b — —¢
cuyo lagrangeano es
1
L=—
5

El potencial es elegido con v

2y (3.1)

> 0, A > 0, lo cual implica
ruptura espontanea de simetria de D, puesto que el minimo

0,$)(9"9)

2

del potencial esta en

<¢p>P=0v® or < ¢>=+v (3.2)
Tenemos entonces el escenario usual en el cual o elegimos el
vacio < ¢ >= 4v 0 < ¢ >= —wv, y nuestro sistema vive en uno
de ellos. Esto significa la ruptura espontanea de la simetria

discreta D. Para ver esto elijamos < ¢ >= +v; entonces

podemos ecribir

p=v+n (3.3)

{(v +n)* - 02}2 = % [21)77 + 772}2

e I I

[774 + 4v*n? + 4v773} (3.4)

17
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La presencia del término cubico en 1 claramente rompe la
simetria n — —n. Por otra parte, pudimos también haber
elegido < ¢ >= —v, y podemos imaginar otro dominio con ese
estado base. Puesto que estos estados bases no estan conecta-
dos por ninguna simetria continua, nos deberia costar energia
ir de uno al otro, o en otras palabras, debe haber una “pared”
entre estos dos dominios diferentes.

Asi, creemos que debe haber una solucién clasica (estdtica)
que conecte estos dos dominios, i.e., la solucion que interpola
entre los dos vacios: < ¢ >= 4vy < ¢ >= —v. Tal solucion
¢ debe satisfacer

lim ¢u(z)=v ; lim ¢uq(z) = —v (3.5)

z—r+00 Z——00
0 viceversa.
Pero entonces, ¢.(z) debe anularse en algin punto y debido
a la simetria ¢ — —¢ ocurrird en z = 0. La solucién debe
lucir como la figura 3.1.

.

- -V

Figura 3.1: Una pared de dominio en el eje equis
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Por supuesto, la forma debe ser determinada por la construc-
cion de la solucién real. Sin embargo, aun antes de hacerlo
podemos decir algo acerca de sus propiedades. Supongamos
que queremos definir el “espesor” de nuestra solucion, i.e. la
distancia en la cual el campo porta energia. Esto es, en z =0
sabemos que ¢ = 0 que es el méaximo local de V(¢) y V(0) =
%v‘l > 0. Aproximemos nuestra solucién en la figura 3.1 por

una simple funcién escalén, asi

v, z > )
o(z) = 0, -5 <z< 4 (3.6)
—v z< =4

Partiendo de (3.1), obtenemos para la energia por unidad de

o= [ @ [y0er 4 j@er+vie)] G

y como buscamos soluciones estaticas

E o 1 /86’ ,
== /_Oo dz [5 (%) +V(9) (3.8)
Usando (3.6) podemos escribir
E A 1 [v?
0 E ) 4 2
== 7”5 + % (3.10)

El espesor de la pared se determina minimizando la energia
por unidad de area

0 (FE vt v
5(5)= % 5= (3.11)
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§= \/gv_l (3.12)

En lo que sigue construiremos una solucion concreta y vere-

y asi

mos que la aproximacién de arriba de pared delgada funciona
perfectamente bien. Mas precisamente, encontraremos que el
espesor de un pared de dominio es extremadamente pequeno
en escalas macroscopicas.

3.2 La solucién pared de dominio

De nuevo, estamos buscando una solucién estatica en el plano
r —y, i.e. Suponemos que ¢(Z,t) sélo depende de z. Asi, a
partir de la ecuacion de Euler-Lagrange

0* 0? 0* 9%\ av
0= (2 _ % 9 I ),__9
¢ (a# 922 Oy az2> 0=—%5 B3
Obtenemos
d*¢ OV
multiplicando (3.14) por d¢/dz obtenemos
d |1 [(do\*| dav

N\ 2
% (fl—f) _v-c (3.16)

donde C es una constante.
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Por otra parte, de (3.8) la energia por unidad de drea para
nuestra solucion es

E e 1[0\’ ,
g=/. & [5 (a_) V)

Puesto que E£/S debe ser finito (buscamos una solucién con

(3.17)

una energia finita bien definida), debemos exigir que

dz
z — +oo z — +oo

Vig) — 0 ; (@)2 — 0

Esto implica C' = 0 en la ecuacién (3.16) y por tanto

d

dé = +V2V (3.18)
dz

Obtenemos una tunica ecuacién diferencial de primer orden

que puede ser inmediatamente integrada. De (3.18) podemos

escribir para la energia por unidad de area

B /¢<+oo> dz blkoo)
Z do LoV = i/ A2V 3.19
S Jo(-e0)  do $(—c0) (3.19)

Las formulas (3.18) y (3.19) son esenciales para lo que sigue;
para un V' dado, dan la forma y la energia de la solucion.
Note que la discusiéon precedente ofrece una analogia mecéanica
util con una particula moviéndose en un potencial U = —V.
Esto es, tomemos

o & x

@ dz
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Puesto que

d*z dU

— = —— 3.21

dt? dx ( )
la analogia con (3.14) da U = —V. asi, para nuestro potencial
V = )/4($* — v?)? que puede ser representado como la figura

3.2.

V(¢)

Figura 3.2: Potencial con ruptura espontanea de simetria

El potencial invertido para la analogia mecanica es el de la
figura 3.3.

La soluciéon que buscamos con ¢(—o0) = —v, ¢(+00) = +v,
%(:I:oo) = 0, corresponde al movimiento de una particula que
comienza con velocidad cero en x(—o0) = —v y obviamente
llega a x(+00) = v de nuevo con velocidad cero. Esta ana-
logia hace plausible la existencia de la solucién.
Introduciendo la forma de V' en (3.18) obtenemos

dp _ . [A 2 oy
£ = iﬁ@ —v?) (3.22)
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U(z)

/ -V 0 v \ x

Figura 3.3: Analogia mecanica: la particula se mueve en el
potencial invertido

Si elegimos ¢(+00) = +v, obtenemos facilmente la solucién
de una pared de dominio

. z
¢ = wvtanh —

§ = \/gv_l (3.23)

Noétese que § resulta cercana a nuestra expresion aproximada
para una pared delgada en la aproximacién de una funciéon
escalon. Llamaremos a § el espesor de la pared debido a la
naturaleza exponencial de la solucién (3.23); para todos los
propositos practicos esta en la region —§ < z < § donde el
campo clasico ¢, se asienta fuera de sus valores de frontera
+v. Noétese también que existe una solucion clasica

¢y = —bu (3.24)
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que obviamente satisface las condiciones de frontera invertidas
' (£o00) = Fv. Més atin, a partir de (3.19) podemos calcular
la energia por unidad de area de nuestra soluciéon

E 22\,
= —v

S 3

Claramente, como v es el unico parametro dimensional de la

(3.25)

teoria, su valor determina tanto el espesor como la energia de
la solucién. Para tener idea de las escalas, imaginemos que v
es del orden de la fisica de las interacciones débiles v ~ vy ~

100GeV. Tomando A ~ 1 por simplicidad, encontramos

§ ~ 1072GeV=t ~107%em

E
7 = 10°GeV? (3.26)

El espesor de la pared de dominio esta dado por escalas mi-
croscopicas como preveiamos, y podemos visualizar la pared
como si estuviera en el origen, para todos los propodsitos prac-
ticos macroscopicos.

La pared en el Modelo Estandar y sus extensiones

Una pregunta importante es si las paredes existen en el Mo-
delo Estandar de las interacciones electrodébiles, que sabe-
mos que es una teoria correcta. Después de todo, el Modelo

Estandar se basa en la teoria de calibre SU(2) x U(1) y el
doblete de Higgs ® con el potencial

A
V= Z(cb*cb —v?)? (3.27)

de modo que claramente posee una simetria discreta ® —
—®. jAparentemente deberia haber soluciones de paredes de
dominio!
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El problema es que & — —® es realmente una transformacion

de calibre SU(2) en general
d — ™0 (3.28)

de modo que los vacios v y —v estan conectados por una
transformacién de calibre local. No se puede formar una pared
de dominio en este caso.

Es posible sin embargo conseguir paredes de dominio en algu-
nas extensiones simples del Modelo Estandar. Por ejemplo,
un candidato perfecto es una teoria SU(2) x U(1) con dos
dobletes y violacién espontanea de CP a través de un valor de
expectacién en el vacio (vev) complejo de uno de los dobletes

(@) = ( 1?1 ) (@) = € ( 1?2 ) (3.29)

El minimo del potencial se puede encontrar para un par de
valores 6, y —0y, y como CP es una simetria discreta esto
conduce a la existencia de paredes de dominio.

Similarmente, uno puede romper paridad espontaneamente en
teorfas basadas en invariancia de calibre SU(2);, x SU(2)r X
U(1)p—r. Aqui de nuevo conseguimos paredes. Debemos en-
fatizar que hay muchos otros ejemplos en teoria de particulas.

3.3 Topologia y estabilidad de las paredes
de dominio

Hemos demostrado la existencia de la solucion de pared de
dominio, (también llamada “kink” en la literatura), pero no
hemos probado su estabilidad. En otras palabras, deberiamos
mostrar que para ¢(z) = ¢u(z)+e, la energia de ¢(z) es mayor
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o igual que la correspondiente para ¢ (z) independientemente
de lo que sea e. En lugar de emprender este tedioso calculo,
ofreceremos mas bien un argumento topoldogico para su esta-
bilidad.

Si ¢ es solo una funcion de z, podemos ver esto como un
problema 141 dimensional con coordenadas t y z. Es facil
ver que la corriente

=00 (3.30)

sS€ conserva

0, J" = €"0,0,0 =10 (3.31)
La ley de conservacion de arriba no es el producto de una
simetria como en el caso de Noether; es llamada mas bien
una ley de conservacién topologica.
A partir de (3.31), sabemos que la carga correspondiente es

dQ
=0 (3.32)

conservada

donde

Q= [y = [T a2 = glro0) — g—o0) (339)

— 00

para el vacio puro, caracterizado por ¢(z) = v, 0 ¢(+00) =
¢(—o0) la carga se anula

Qvac =0 (334)

y para nuestra soluciéon de pared de dominio con ¢ (+o0) =
+v
Qpared = 2v (335)

mientras que para la solucién invertida (antipared) ¢ (+o00) =
Fuv, obtenemos

Qantipared = —2v (336)
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Esto prueba la estabilidad de la solucion a pared de dominio.
Es decir, aunque el vacio cuantico porte menor energia, la
pared no puede “decaer” en él, puesto que QQpareda = 2v se
conserva. En otras palabras, las condiciones de frontera que
hemos elegido prohiben que la pared se desenvuelva y tome
los valores +v (0 —v) en todas partes, como seria preferible
desde el punto de vista energético.

Discutamos con alguna extension el origen y los criterios para
la existencia de nuestra solucién. Note que era crucial elegir
condiciones de frontera no triviales ¢(—o0) # ¢(400) para
su existencia, pero también era necesario que el potencial V'
permitiera tal eleccion no trivial. Para apreciar esto, tomemos
un potencial que no rompa la simetria D: ¢ — —¢, i.e. el
potencial con un término de masa positivo

Vi(¢) = %(qﬁ? +v?)? (3.37)

Ahora, < ¢ >= 0 y la simetria D permanece sin romperse.
Puesto que en el infinito debemos exigir V' (¢(oc)) — 0, esto
implica ¢(+o00) — 0, y por consiguiente, no puede haber
solucién no trivial tal como ¢.(z) (3.23).

De nuevo es tutil usar nuestra analogia mecanica de una par-
ticula moviéndose en un potencial U = —V' (ver figura 3.4).

Obviamente ahora una particula que comienza del maximo de
—V" en & = 0 con velocidad cero, nunca regresa, continuara
cayendo por siempre. Debemos tener un potencial —V’ con
al menos dos maximos diferentes.

Fisicamente, debemos tener una simetria discreta rota espon-
taneamente, puesto que una pared de dominio es simplemente
reflejo del hecho de que cuesta energia ir de un vacio a otro. Su
estabilidad esta conectada con el hecho de que las condiciones
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U(x)

. -

Figura 3.4: El inverso de un potencial sin ruptura espontanea
de simetria

de frontera proporcionan una aplicaciéon no trivial ¢ (+o0) =

+v.

Denotemos por M, la variedad a los ceros de V(¢), i.e. los
minimos de la energia, y por M, la variedad de los puntos
en infinito. En nuestro caso

M, = {z—= —0; 2=t}
./Mo = {qbo V(qbo) =0= ¢0 = :|:’U} (338)

Tanto Mg como M, consisten en dos puntos. Asi, las condi-
ciones de frontera ¢(+00) proveen una aplicacién bien definida
de M, a My. Una solucién no trivial requiere de al menos
dos puntos discretos en M.

Como un ejemplo adicional, pudimos elegir

V(g) = (6" —v") (3.39)



Paredes de Dominio 29

En este caso tenemos una simetria discreta D, Z; ¢ — +1¢,
¢ — +¢. La variedad Mg contiene 4 puntos

/\/lo = {Qbo V(Qbo) =0= qbo = :tiU, ZEU} (340)

. ., . . +
y otra vez tenemos una aplicacion bien definida M, ¢(—>OO)

M. Es de esperarse paredes de dominio estables que conecten
los diferentes vacios. Tenga presente, sin embargo, que el
ejemplo (3.39) no es realista, porque implicaria una teorfa no
renormanizable.

Veamos todavia otro ejemplo, esta vez de una simetria con-
tinua U(1) con un campo escalar complejo ¢ y el potencial

A,
V(¢) = (676 —v*)’ (3.41)
Ahora la variedad Mg es un circulo
Mo = {¢o - V(o) = 0= do = ve'} (3.42)

y la aplicacion M, a My no puede garantizar la estabilidad
de la solucion ¢ (o0). Es decir, los puntos —v y +v pueden ser
simplemente conectados por un cambio de fase continuo en «
de 7 a cero. La solucién ya no es estable y se puede demostrar
que ¢(z) = ¢.(z) + i€ puede conducir a una energia menor
que Q.

Claramente, para obtener una solucion estable deberiamos
aplicar un circulo en un circulo. Esto nos dara la asi llamada
solucion de cuerdas, pero mas de esto, luego.

3.4 El campo gravitacional de una pared de
dominio

Cerraremos esta secciéon con un ejemplo asombroso de qué
clase de campo gravitacional produciria una gran pared de
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dominio estatica. Lo estudiaremos en la aproximacién new-
toniana de un campo débil ejercido sobre objetos moviéndose
lentamente.

Las ecuaciones de Einstein

1
R, — 59#1,]% = —8nGT,, (3.43)
° 1
R,, = —8nG <TW — §QWT) (3.44)

donde R = R, T'=T}; en el limite newtoniano se reducen a
ROO - _vzvgrav7 Yy por tanto

1
VQVgrav = 8 <T00 - §QOOT) (345)

Arriba, Veray es el potencial gravitacional. El tensor de ener-
gia-impulso de un campo ¢ es facilmente calculable a partir

de

oL
TIW = _ﬁg#y + a;mbm (346)
y por consiguiente
Ty = —LGgu + 0,00,¢ (3.47)

para el lagrangeano dado en (3.1). Como tinicamente d¢/dz #
0, podemos calcular facilmente (para ¢.(z)) las componentes
no nulas de 7},

Too = —L=

Tll =

T33 = (
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donde p(¢.) denota la densidad de energia de la solucién
clasica en (3.19): p(¢a) = 2V(¢pa). Observe que es una
cantidad positiva perfectamente bien definida. Puesto que
T} = =Ty, T} = —Ty,, obtenemos

Esto a su vez conduce a un signo negativo en (3.45)
VVgav = —41Gp(pa) < 0 (3.49)

El campo gravitacional de una pared de dominio es repulsivo a
pesar de su masa positiva o su densidad de energia - tenemos
un notable fenomeno de antigravitacion.

La fuente de este hecho extraordinario yace en las cantidades
no nulas (y negativas) 711 y Ta2. En la gravitacion newtoniana
(no en un limite newtoniano de la gravitacién de Einstein) uno
escribe

VVnewt = 47Gp(¢) > 0 (3.50)

que es manifiestamente positivo e implica una fuerza gravita-
cional atractiva.

Por analogia con un fluido perfecto, las T? se llaman —p;, la
presion en la direccién ¢ , y por tanto Ty = Ty < 0, implican
T} =T > 0or pp = p» < 0. La pared de dominio se
comporta como si portara presion negativa. Esta es la virtud
de la teoria de campo relativista. Por ejemplo, si imaginamos

una energia del vacio, no nula, entonces obviamente
T, (vacio) = g, V(vacio) (3.51)
yasi T =4V = 4T = 4Tyo y tenemos una fuerza repulsiva

V2Vgrav = —87GTho = —8n GV (vacio) < 0 (3.52)
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Este es el principio de la asi llamada cosmologia inflacionaria,
que logra que el universo crezca haciendo que la energia del
vacio domine sobre la energia de la materia y de la radiacion.
Pero esa es una historia diferente que debemos dejar de lado.

3.5 Problemas Propuestos

1. Estabilidad de una pared de dominio.
Pruebe explicitamente que la pared es estable. Suge-
rencia: escriba ¢(z) = ¢uan(z) + €(z) y pruebe que la
energia F[¢] > E[dyaul.
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4

Cuerdas

Es intuitivamente claro que la forma de la solucion, i.e. su
simetria, corresponde al tipo de simetria que esta esponta-
neamente rota. Aprendimos recientemente que la ruptura
espontanea de simetrias discretas conduce a la existencia de
paredes de dominio, defectos topoldgicos con una simetria
discreta. No debe resultar una sorpresa que la ruptura espon-
tanea de una simetria /(1) permita soluciones cilindricamente
simétricas, las asi llamadas cuerdas. Recordemos que la exis-
tencia de paredes de dominios estaba ligada a la eleccién de
condiciones de frontera; exigiendo que las soluciones portaran
energia finita, exigimos que el campo escalar ¢ pertenezca a un
conjunto de ceros del potencial, i.e. exigimos ¢(+o0) € My,
donde M es la variedad del vacio. Esto proporciona, como
dijimos antes, una aplicacién de M, en My, y la no triviali-
dad de la aplicacién conduce a la no trivialidad de la solucion.
Ahora queremos construir soluciones cilindricamente simétri-
cas, y por tanto pediremos que (en coordenadas cilindricas p,
¢, z) que para p — 00, el campo escalar de nuevo pertenezca a
un M apropiado. Pero ahora M, es circulo y por tanto para
tener una aplicacion no trivial M., — Mg, necesitamos que
M sea un circulo. Esto sugiere obviamente elegir el grupo
G =U(1), y ¢ un campo complejo, cargado bajo U(1).

33
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Figura 4.1: El potencial de sombrero mexicano para un campo
con simetria U(1).

G = U(1)
El lagrangeano en este caso es
1 1
L= R LDy re) - vie) @)

donde
F., = 0,A,—0,A,
Du¢ = (aM - igA#)¢ (4-2)

y elegimos que el potencial tenga la forma usual de sombrero
mexicano (ver figura 4.1)

V=g o) (4.3)

Claramente la variedad del vacio es un circulo, puesto que el
minimo de V' estd en V = 0 para ¢y que satisface

|¢0|2 = v’
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by = wve™ (4.4)

Asi My = S'. Luego, como hemos dicho, en coordenadas
cilindricas p, #, z buscamos una solucién estatica cilindrica-
mente simétrica, que define M., = p=R, R — oco. Asi
M, = 51, también.

Busquemos una solucién con energia finita, o mejor dicho, una
solucion con energia finita por unidad de longitud.

De (4.1), se encuentra facilmente que

T = [ pdp [0y (Wi + LB+ B 4 V(9)] (45)

donde
by = Fy
1 ,
Bi = §6iij]k (46)

Como cada término en (4.5) es no negativo, pedimos que para
R — o

Vig) —
Di¢p — 0
EZ' — 0, B¢—>0 (47)
Asi
é(R — o0) € My (4.8)

que proporciona una aplicaciéon M., — M. Puede demos-
trarse que tales aplicaciones estan caracterizadas por enteros,
i.e. podemos escribir

(R — 00) — ve™ (4.9)
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La exigencia crucial es que ¢ sea monovaluado. Estaremos
interesados en la soluciéon “minima” con n = 1.

Observemos que la forma (4.9) luce como un “calibre puro”,
puesto que bajo U(1) ¢ se transforma como ¢ — €¢~"*¢ y uno
podria arguir que eligiendo @ = nf podemos poner ¢ en la
forma ¢(R — o0) = v.Sin embargo, tal transformacién no
estd definida en el origen; alternativamente, se podria decir
que (4.9) no puede valer en todas partes. Mds precisamente,
si buscamos una solucion con la forma

b= f(p) e (4.10)

entonces f(p) — 1 cuando R — oo,y f(p) debe anularse en el
origen. En ese punto ¢ esta en el maximo local del potencial
(4.3), y habra energia almacenada en el campo de Higgs. Esto
es reminiscente de la situacién encontrada previamente con
paredes de dominios, donde las condiciones de frontera no
triviales forzaban a ¢ a anularse en z = 0. En la figura 4.2
hemos dibujado esquematicamente la situacion: las flechas
representan la direccion del campo en el espacio U(1) en cada
punto. En el origen, esta direccion estd indeterminada, de
modo que el campo se ve forzado a abandonar el minimo y su
valor de expectacion se anula, formando la cuerda.

A partir de D;¢p — 0 en M, obtenemos

A, — 20,0 (4.11)
g

De nuevo, a primera vista A, aparece como un calibre puro,
pero esta apariencia es enganosa por la misma razén que ¢(o0)
no es un calibre puro.

Ahora, puesto que el flujo magnético esta dado por

/é -dS :f Ayder =" 9,0dr" = "A0 (4.12)
R—oo g

g JR—
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Figura 4.2: Una cuerda U(1)

obtenemos
2mn

Flux = — 4.13
p (4.13)

Esto significa que hay (para n # 0) un flujo magnético no
nulo “adentro” de nuestra solucion, y mas aun, que este flujo
esta cuantizado. Puede mostrarse también que este flujo se
conserva en el tiempo. Para la solucién minima, n = 1, ob-
tenemos que el fluyjo = 27 /g. La simetria del problema dicta
B = B,, y para n = 1 obtenemos

oo 2
27r/ Bpdp =" (4.14)
0 g

Resumamos la situacion. Por analogia con la solucion para
las paredes de dominios, esperamos una caida exponencial de
o(p) y B(p), i.e. esperamos que el espesor sea § ~ 1/v (1/v
es la tnica escala de longitud en la teorfa), lo que caracteriza
al nucleo de la cuerda. En otras palabras, para

r<d : ¢=0,B=const
r>6 1 ¢—wve’ B—0 (4.15)
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Si tomamos B = const, (4.14) resulta

; 1
B/ pdp = - (4.16)
0 g
? 2
_ 4.1
- (.17

Entonces, a partir de (4.5), en la aproximacién (4.15)

FE §1 4 LI 4
la cual da
E 1 A
T =2 [9252 + gv‘&s?] (4.19)

Podemos ver por qué hay un nicleo finito: la energia en el
campo magnético prefiere § — oo (debido a (4.17)), mientras
que la energia en el campo de Higgs prefiere 6 — 0. Mini-
mizando la energia respecto a §

okl 1 Ay
95 W[ 9253+4v 5] 0 (4.20)

da el espesor de la cuerda

3 1/4
5:(927) v (4.21)

y la energia por unidad de longitud resulta

E 1/4 | /\ 2

donde no deberiamos fiarnos del factor numérico.
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4.1 La estabilidad de la solucion de cuerdas

Hemos enfatizado antes que puede demostrarse que el flujo
de la cuerda se conserva en el tiempo. Asi, para la cuerda
miniman = 1 esto implica la estabilidad, puesto que el estado
con energia mas baja que la cuerda, i.e. el vacio, tiene n = 0
y n no puede cambiar en el tiempo. El lector interesado debe
consultar el trabajo original de Nielsen y Olesen. Nosotros,
por otra parte discutiremos en detalle el punto andlogo de la
estabilidad de los monopolos, mas adelante.

4.2 Modelos realistas de cuerdas

Hemos conseguido que las paredes de dominios no existen en el
modelo estandar, pero que algunas de sus extensiones simples
que rompen P o C'P espontaneamente las contienen. ;Cual
es la situacién analoga con cuerdas? ;Qué es de las cuerdas
en el modelo estandar?

Bien, el mensaje de la ultima seccion es que necesitamos una
simetria U(1) espontaneamente rota para poder tener una
cuerda, puesto que entonces My = S! y la aplicacién ¢(R —
o) € M, resulta una aplicacién bien definida M., — M,
caracterizada por un entero n. Ahora, en el modelo estandar
SU2);, x U(1)y estd roto a U(1)., a través del valor espe-
rado en el vacio del doblete @, lo que significa que realmente
es SU(2) la simetria rota; U(1) sdlo estd redefinido. Pero
Mo(®) = S? (ver la seccién sobre monopolos), y alli no hay
aplicacién no trivial S' — 5% (un circulo en una esfera S*
siempre se puede encoger hasta un punto, si usted quiere).
Esto, por supuesto, puede sonar demasiado formal o dema-
siado complicado. Después de todo uno siempre puede buscar
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una solucion a cuerdas embebida tal que para R — oo el
doblete ® tenga la forma

o — ( e ) (4.23)
Uno podria decir que esto luce bastante como una cuerda. El
problema es que ahora podemos hacer una transformacion de
calibre completa SU(2);, x U(1) sobre ® y no es claro que
no podamos rotar la fase y desaparecer 8 (en el caso U(1) tal
tarnsformacion no tiene sentido en p — 0). No entraremos
en las sutilezas de esa interesante cuestién aqui. Baste decir
que podemos construir la misma soluciéon (4.23) en el caso
U(1), pero que esa solucién no es estable; la inestabilidad se
encuentra en la otra direccién del espacio SU(2). Asi en el
Modelo Estandar, no hay soluciones estables a cuerdas.

Se puede demostrar que lo mismo es cierto para una teoria
minima SU(5). En la primera etapa de la ruptura de simetria
rompemos SU(5) a U(1)ey x SU(2), x SU(3). y no se forma
ninguna cuerda (sin embargo, vea la discusién sobre monopo-
los més adelante). Para obtener cuerdas uno debe recurrir a
teorfas gran unificadas mas complicadas, tales como SO(10),
que nosotros no discutiremos. Nos dedicaremos mas bien al
punto mas prometedor y para nosotros mds importante, de
los monopolos.
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Monopolos

La maquinaria para construir soluciones clasicas que hemos
aprendido hasta ahora, nos sirven esencialmente para dis-
cutir los importantes defectos topologicos que portan carga
monopolar magnética. Uno espera que tales objetos existan
en teorias gran-unificadas (GUTs) basadas en grupos simples,
porque estas teorias implican la cuantizacién de la carga. La
conexion entre la cuantizacion de la carga y la existencia de
monopolos magnéticos fue establecida hace mucho tiempo por
Dirac, quien estudio la consistencia de la teoria cuantica de
monopolos.

Ofreceremos aqui un argumento semiclasico y simplificado a
favor de esta conexion. Supongamos que en el universo existe
un monopolo con carga monopolar ¢g,,. Su campo magnético
esta dado por

T dmr?
.

donde 7 es el vector unitario en la direccién 7 (7 r = ). Note-

(5.1)

mos que en el caso de los monopolos magnéticos no podemos
escribir B = V x A, puesto que V - (V_" X /Y) = 0, pero ahora
V-B= 9m6°(0). No podemos por tanto pretender en general
que F,, = 0,A, — 0, A,. Estaremos en capacidad de decir
mas sobre esto cuando construyamos una solucién a monopo-
los, mas abajo.

41
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Mas ain, imaginemos una particula de carga eléctrica arbi-
traria ¢ y masa m moviéndose en el campo de un monopolo;
la particula sentira una fuerza
F=q—xB 5.2
I (5.2)
Calculemos la tasa de cambio del momento angular de dicha

’ =g o — @“
particula. De L = mr x &

L . &7
%:mTXﬁ:TXF (53)
y por tanto
dL  guq . dF .
dt  4nr? a "’
_ gmq | dF [(dr
T e |Ta T T \a T
gmq | dr _dF
= — = 5.4
4mrr? lr dt rdt] (54)
Ahora, de
d . d (7 r(i—f) -
i0=a () =" >

conseguiremos que el momento angular no se conserva en el

tiempo, su tasa de cambio es
— = =——(7) (5.6)

o
Podemos definir el momento angular “total” .J que se conserva

en el tiempo

J =12 (5.7)
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-
con d.J/dt = 0.
Hasta ahora nuestra discusion ha sido puramente clasica, pero
eventualmente necesitaremos cuantizar la teoria. Obviamente
la consistencia con la cuantizacion del momento angular re-
quiere que

9mdq _

T—=n

Am

donde n es un entero: n = 0,1,2,.... Pero esto es un ha-

(5.8)

llazgo notable: un solo monopolo en el universo exigiria la
cuantizacion de la carga puesto que g = ;—Zn. Por supuesto,
la unidad basica no es predecible, pero el fenémeno obser-
vado, que las cargas son un multiplo entero de la carga del
quark “abajo”, seria reproducido. No es sorprendente que la
busqueda de tales objetos se haya convertido en un suero,
tanto de los tedricos como de los experimentales.

Quiero enfatizar aqui que el trabajo de Dirac trataba sobre la
mecanica cuantica completa de los monopolos, no sélo nuestro
ingenuo argumento. FExigiendo que la funcién de onda del
electrén fuese monovaluada, Dirac proporcionaba una versién
mecanico-cuantica de (5.8). Por otra parte, la motivaciéon
para estudiar estos objetos, esta inspirada en la posibilidad
de hacer a la teoria de Maxwell, simétrica respecto de las
cargas eléctricas y magnéticas.

Ahora, observemos que las teorias unificadas basadas en un
grupo simple G implican la cuantizacién de la carga, puesto

que ahora
donde T; son los generadores de GG con T'rT; = 0. Pero en-
tonces TrQ., = 0, y por tanto )., solo puede venir en

unidades enteras. ;Deberiamos esperar la existencia de mo-
nopolos magnéticos en estas teorias? La respuesta es si, como
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demostraremos ahora.

5.1 La Solucién Monopolo

Un prototipo para una teoria unificada simple es el grupo
S0(3), la minima y mas simple de tales teorfas. El tnico
generador neutro es T5 y por tanto ()., = T3, y los autovalores
de T3 estan cuantizados, como sabemos. Ignorando por los
momentos si la teoria es realista o no, imagine simplemente
una teoria de calibre local SO(3) con un triplete de escalares
de Higgs. Entonces su lagrangeano es

L= —(FLF™" 4 (D)D) + V(6 (5.10)

4 #
donde
F;Tl/ = aﬂAi - &IAZ + gﬁabcAiAi
Du¢a = aﬂ¢a + 6abcAZ h°©
A
V(g) = (66" —v)’ a=1,2,3 (5.11)

La teoria consiste en el triplete de bosones de calibre en la
representacion adjunta y el triplete similar de escalares de
Higgs. En nuestra notacion los generadores SO(3) estan da-
dos por

(T,)" = —ie™ (5.12)
Por supuesto, uno de ellos digamos T3, puede ser diagonali-

zado (SO(3) tiene rango 1), y para un triplete, los autovalores
son 1, 0, -1. En esta representacion

1
Qem = (13)diag. = 0 (5.13)
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que no es sino el reflejo del hecho de que la carga esta cuan-
tizada.

Es sencillo encontrar la variedad del vacio Mg a partir de
(5.11): V > 0 impone en el minimo

Gy = v* (5.14)

Mo ={(63) + ()" + ()" =’} =5*  (5.15)
que muestra que M es la superficie de la esfera tridimensional
S2.

Por ahora el procedimiento para construir una solucién estatica
clasica es directo: para tener una aplicaciéon no trivial M, —
My, elegimos las condiciones de frontera tales que tengamos
M., = 52, también. Esto implica simetria esférica, y en co-
ordenadas esféricas r, 0, ¢ definimos una esfera en el “infinito”
r=~R-—o0,0

M, = {fijor=R, R— o} =5 (5.16)

Luego, como antes con las paredes de dominio y las cuerdas,
pedimos que la energia de la solucién sea finita. De (5.10) y
(5.11) la energia de una configuracién estéatica es

| |
P / e [§B“B“ BB+ D D + V(¢)]
(5.17)
donde esperariamos que E* = 0, pero mas de esto luego. Cada
uno de los términos en (5.17) es no-negativo y por tanto en

M, debemos tener

B* — 0 ) E*—0
D;¢* — 0 | V(e) — 0 (5.18)
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la dltima condicion implica
¢ (Ms) € My (5.19)

que es una aplicacién de S? sobre S? y puede ser caracterizada
por un entero. Mas precisamente, la aplicacion de este tipo
mas general tiene la forma

by = sinfcosnp
b = sinfsinng
s = cosb (5.20)

que cubre a la esfera n veces. Nosotros estamos interesados
en el caso minimo n = 1, que también puede ser escrito

o5 =v-" (5.21)

Asi, de ahora en adelante exigiremos que ¢* — ¢3 en (5.21).
Ahora, antes de estudiar las propiedades de la solucion que
satisface (5.21), deberiamos construir la carga y el campo ten-
sorial que le corresponde. Recordemos que para el vacio, el
estado de energia cero, el campo debera apuntar en una y sélo
en una direccion. Si elegimos

< o >"= vd,3 (5.22)
entonces la carga ()., esta dada por Ts, puesto que

(Qem < qu >)a — (Qem)ab < qu >b: (TS)ab < 950 >b
= —ie®"wd® =0 (5.23)

Esto significa que ()., aniquila el vacio, como debe ser.
Es igualmente facil ver que Ty < ¢g ># 0 # Ty < ¢g >, y por
tanto la simetria de calibre SO(3) esta rota hasta U(1), que
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deseamos identificar con U(1).,,. Los mismo puede ser visto

usando (5.10) y (5.11), que dan

1 \a 1 c
§(DM <¢p>)"(D,<d>)" = 5921)26&536@63%12/1“
1
— 5921)2([4;[4“1 + AZA“Q)

(5.24)

Por tanto, dos bosones de calibre adquieren masa y el tercero
Ai permanece sin masa. Identificaremos Ai con el foton y
podemos escribir Wf = %(AL F A7) para los bosones de
calibre masivos de carga fija, con mj, = g?v?.

Para el caso (5.21), obviamente necesitamos una expresion

analoga para (.. Una ligera reflexion sugiere
T4
Qem =T1"— (525)
r
puesto que ahora

(Qund)” = “H(T)ud’
T-Th

- _abc
v 2

= —1c

=0 (5.26)

r
donde hemos introducido (5.21) para ¢”.
Similarmente, podemos demostrar que el fotéon esta ahora
dado por
Ty .,
A, = TA“ (5.27)
puesto que la matriz de masa del bosén de calibre, usando

(5.21) resulta

1 T,
592v26abceade 7"2 AZA#d
1
= 592’02[55,;1 - —$ifd]AiA“d (5.28)
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2
9 9T 0ah — Ty

M2,(A) = g*v - (5.29)

r
Pero entonces M2 (A)xy/r = 0, que muestra que A, en (5.27)
permanece sin masa y puede por tanto ser identificado con el
foton.

Finalmente, necesitamos el tensor electromagnético U(1)epm,
el andlogo del F,,(vac) = 0,43 — al,Ai. Pudiéramos decir
que tomamos F,, = d,A, — J,A, en (5.27), pero debemos
ser mas cuidadosos en este punto, porque como dijimos antes,
esto es cierto cuando no hay monopolos magnéticos. Nece-
sitamos una forma de F},, que satisfaga las siguientes dos
condiciones: 1) que sea invariante de calibre, i.e. que no de-
penda de ninguna direccion en el espacio del grupo SO(3);
y 2) que se reduzca a F,, = 0,A) — 0,A° para la confi-
guracién del vacio < ¢, >= vd,3 (mdas precisamente, para
cualquier configuracion < ¢, >= vd,;, deberiamos obtener
P, =0,A, —0,A)).

Luego de meditarlo, puede verse que tomara la forma

o= o & L e (Dud) (Dog)e

"ol g |#[°

donde |¢| es la magnitud de gg p]F = ¢

Esta forma en (5.30) estd dictada por las condiciones 1. y 2.

(5.30)

de arriba, y el requerimiento de que sea lineal en las derivadas
de A}, y a lo sumo cuadratico en A}. Para la configuracién
del vacio < ¢* >= v§*?,
F [ o FS 1 3be 2Ab Ac
%“‘(< QD >) - uy 56 g ui

= 0,A%—09,A% + g(AL A2 — A2AL)
—g(A} AL — A2A))
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= 9.4, — DA, (5.31)

Asi 2. es satisfecha al igual que 1. al ser obviamente inva-
riante.

Ahora, para nuestra eleccién (5.21), i.e. D;¢" — 0y ¢* —
vz, /r, obtenemos

Lq

F — F2 (5.32)

r
una forma que pudimos haber supuesto por analogia con (5.27).
Mas ain, a partir de (5.27), i.e. de D;¢" = 0, obtenemos

01" 4 g™ A2p* =0 (5.33)
la cual (5.21) resulta

A2y ea“;% (5.34)

Es sencillo calcular F,, en (5.32) para la forma de arriba de

(5.34)

a

Fy "2 (A7 — 9,47 4 get A AT =
.

_ aji va abc bik cjltkvila
= 2¢ — + %" —

gr gr
Ty, g LEL T
= 26042_3 - (5ai50k - 5(119502')6‘4]1%
gr gr
_ 26@'& . ekjl$i$k$l _I_ez'jl:'fl(%%)
gre gr’ gr’
T,
= —en (5.35)
gr
Partiendo de Fj; = €1 Bk, conseguimos que (5.35) corres-
ponde al campo de un monopolo magnético
r o0 X
B, =% £ (5.36)



50 Goran Senjanovic¢

con una carga magnética
47
g
Esta es la solucién prometida para un monopolo magnético,

I (5.37)

y explicitamente tenemos F,, # 9,A, — 0, A,, puesto que de
(5.27) para A? que satisface (5.34) uno obtiene A, — 0. Por
supuesto, ahora no es una sorpresa lo de arriba, porque el
hecho de que haya un monopolo magnético, significa precisa-
mente que B # V x A.

Ahora deberiamos estudiar la estabilidad de nuestra solucion
cuya forma asintética esta dada por (5.36), y lo haremos, de-
mostrando que la carga magnética se conserva en el tiempo.
Es facil ver que la siguiente corriente

1 a o b A0 )
k, = geﬂypgeabca”qsa P 07 &° (5.38)
se conserva (qAba es el vector unitario: ¢* = o*/|o|)
9"k, = 0 (5.39)

debido a la antisimetria de €,,,, y la simetria de las derivadas

parciales. Asi, la carga correspondiente

Q= / Pk (5.40)
se conserva en el tiempo

dQ
=0 (5.41)

Un célculo simple da
1 n 3 I
Q = g/dgxéijkéabcaiﬁbaaj(ﬁb Opo°
1 SR
= S—W/daflqukéabc@i(gba D; 0" Og°)

1 o
= S_W/dsi(eijkeabc¢a @gbb 8kqbc) (542)
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donde la ultima integral es de superficie. La podemos conver-
tir en una integral sobre las variables 0, ¢ llamadas «; (o = 0,
ay = ), usando
dx™ 0z”
dSs = dfd 5.43
° w22 day, Doy (5:43)

mmn pq

A su vez, esto da la carga conservada @)

1 o (00205 9P D .
Q= 87r/ dbdy l% (ae 96 00 9g ) Tevelic
(5.44)

que para la aplicacién (5.20) resulta
n ™ 2m
Q = —/ dH/ dp [sin30(c082 ny + sin® ne) +
Am Jo 0
cos? @ sin O(cos® nyp + sz'nch,o)}
™ 2m
= %/a d&sin&/o dp=n (5.45)

De modo que la carga () es un entero que cuenta cuantas veces
se aplica ¢*( R — oo) alrededor de la esfera Mg = 52

El significado fisico de la carga @) resulta claro si uno prueba
(y no lo haremos) la siguiente expresién

€ppe 0" FP7 = 4%]6# (5.46)
Para B; = %eiijjk, esto quiere decir
V.-B= %ko (5.47)
y usando el teorema de Stokes

go=§  BdS= [V A= 70 (5.48)
R—oo e
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De modo que la carga conservada () es proporcional a la carga
magnética y (5.45) junto con (5.46) implica que dg,,/dt = 0,
i.e. la carga del monopolo se conserva.

Note que g,, esta cuantizada

4
G = il (5.49)

e
La importancia de este hecho debe ser clara, puesto que im-
plica inmediatamente la estabilidad de la solucién para un
monopolo con n = 1, simplemente no tiene estado en el cual
decaer. Por supuesto una solucion con n = 2 puede en prin-
cipio decaer en dos estados n = 1 y por consiguiente las solu-
ciones con n mayores pudieran no ser estables.

La férmula (5.49) pudiera lucir como una sorpresa. Corres-
ponde con (5.8) que propusimos con argumentos semiclasicos,
pidiendo la cuantizacién del momento angular total del sis-
tema carga eléctrica - monopolo magnético. Por otra parte,
(5.49) fue derivada con argumentos puramente clasicos. Pu-
diera ser algo mas claro si notamos que nuestra condicion
(5.21) es invariante bajo el momento angular total

J=ILu+T (5.50)

donde Z(A) es el momento angular orbital total en presencia
del campo electromagnéticoy T' es con isoespin interno SO(3).

Ahora
L(A) =7 x [p+ gA*T? (5.51)

usando la forma para A de (5.34), podemos escribir

.Ij:L'lTa
gr?

Leayi = Li + geijraj AT = Li + géijrcan (5.52)

Esto resulta
wixaTa

2

Layi=Li =T, + (5.53)

r
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y por tanto obtenemos a partir de (5.50)
T Ty

J=L++ =L+ #Qem (5.54)
r
Comparando con (5.7) da
q9m
em = ——— 5.9
Qun = 22 (5.55)

y puesto que los autovalores de ()., son enteros, obtenemos
de nuevo la condicién de cuantizacion (5.49).

En resumen, se sabe desde hace tiempo que la existencia de
monopolos implicaria la cuantizacion de la carga. Por otra
parte, una teorfa basada en un grupo simple como SO(3) tiene
la cuantificacién de la carga incluida, y predice la existencia
de monopolos como objetos extensos cuya carga magnética
resulta apropiadamente cuantizada. Dije objetos extensos
porque el tamano del monopolo es no nulo. Lo podemos deter-
minar a partir de la minimizacién de la energia o la masa del
monopolo, como hicimos con paredes de dominios o cuerdas.
Sabemos que en el origen ¢* — 0 y por tanto el esta en el
maximo del potencial; similarmente el campo magnético se
anula. Definamos de nuevo el interior del monopolo r < §
como la regién donde esto ocurre, i.e.

r<d; ¢"=0, B=0 A=0

En esta aproximacion (a ser justificada por la pequefiez del
espesor del monopolo §) la energia del monopolo esta dada
por

A4 1 o
Ey = ZU4§7T53—|-§47T/5 B*ridr
A4 3 2w
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Exactamente igual que en el caso de la cuerda, la energia
almacenada en el campo de Higgs prefiere § — 0, mientras
que la energia magnética crece con §. El minimo de la energia
se obtiene con el § que satisface

oL, 4 o 27
0 == W == )\U 7T(S — 9252 (557)
De este modo obtenemos
1
5~ (\g?)HA= (5.58)
v

como era de esperarse sobre bases puramente dimensionales.
Ahora, ;cual escala debemos asociar con v? ;la escala de
la ruptura de simetria en nuestro modelo O(3)? Mas precisa-
mente, ;puede v ser My, la escala de las interacciones débiles,
i.e., puede haber monopolos en el Modelo Estandar?

La respuesta desafortunadamente es no. Esto es, en el mo-
delo electrodébil estandar la ruptura de simetriaes SU(2)z, x
U(l)y = U(1)em, a través del valor esperado en el vacio del
doblete de Higgs @, lo cual es equivalente a una ruptura total
SU(2), en lugar de SU(2) — U(1) que necesitamos en nuestro
ejemplo de arriba. Mas precisamente, la variedad vacia en el
caso de un doblete es la 3-esfera

My = {0}, = v?} = 57 (5.59)

puesto que podemos escribir

(TN [ bt 5
¢_(¢0>_<¢3+i¢4>, éi € R (5.60)
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Asi

Mg = {(%1)2 + (G02)* + (d03)? + (P04)” = 7)2} (5.61)

que es precisamente la ecuacién de una esfera 3-dimensional
en un espacio euclideo 4-dimensional.

Puesto que M, = S?, la aplicacién M., — M por nuestras
condiciones de frontera ¢; — ¢g; cuando R — oo resulta una
aplicacién S? — S®. Puede demostrarse que no existe tal
aplicacion no trivial; si se quiere, en este caso el resultado es
equivalente al caso n = 0.

Otra manera de entender este resultado se sigue del hecho de
que la solucién a monopolos existe cuando la carga eléctrica
estd cuantizada o cuando un grupo simple se rompe a sub-
grupos que contienen un factor U(1). En el caso del Modelo
Estandar, U(1)y es el acusado responsable de la ausencia de

cuantizacion de la carga o de la ausencia de monopolos.
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Capitulo

6

Defectos y Cosmologia

Hasta ahora, hemos visto que algunas de las teorias con rom-
pimiento espontaneo de simetrias admiten soluciones de tipo
paredes, cuerdas o monopolos. La pregunta interesante es,
por supuesto, si estos objetos existen en la naturaleza, y si
es asl, como se manifestarian. Parece intuitivamente razona-
ble suponer que necesitamos disponer de grandes cantidades
de energia para crear, digamos, una pared de dominio. Esto
nos estimula a buscarlas en el Universo temprano, cuando esa
energia puede haber estado disponible.

En particular, como veremos, se espera que una transicion de
fase cosmologica pueda producir defectos topologicos. Esta
creencia se ve reforzada por la conocida formacion de defectos
en transiciones de fase en la fisica del estado sélido. Para en-
tender de qué modo una teoria con ruptura espontanea puede
dar lugar a una transicién de fase, vamos a estudiar en primer
lugar cémo se comporta una teoria de campos a alta tempe-
ratura.

6.1 Transiciones de fase a alta temperatura

Consideremos una caja como la de la figura 6.1, y asumamos
que las particulas estan en equilibrio, es decir que las interac-
ciones existen, aunque sean débiles, de modo que las particulas

57
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Figura 6.1: Una caja de particulas con volumen L3

pueden establecer contacto térmico pero podemos despreciar
sus interacciones. Consideremos tambien el limite en que la
temperatura es mucho mayor que las masas en cuestion - asi
podemos tener un gas de particulas relativistas que pueden
ser fotones, leptones, quarks, bosones de calibre masivos, etc.
Para una temperatura 7' > 100GeV , tendriamos interacciones
del tipo

ST — 2y
1% <L> et e etc.
(6.1)

donde f designa cualquier fermion con carga eléctrica, v el
foton y v neutrinos; por tanto podemos afirmar que todas las
particulas estarian en equilibrio y tendrian la misma tempe-
ratura 7.

Sabemos de los ejemplos de la vida diaria que las simetrias
pueden cambiar con la temperatura, y los sistemas fisicos
sufren transiciones de fase. Hielo, agua, vapor - una pro-
gresion con el incremento de temperatura que claramente au-
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menta la simetria del sistema, o la cantidad de desorden - la
entropia, en otras palabras. Estudiemos ahora las transiciones
de fase en el contexto de una teoria de campos.

Quisiéramos investigar qué sucede a alta temperatura con el
campo escalar real ¢ responsable de la ruptura de la simetria
discreta ¢ — —¢ y de la existencia de las paredes de dominio.
Claramente nuestro campo tiene que tener interacciones con
por lo menos uno de los fermiones f para estar en equilibrio
térmico con nuestra “sopa” de particulas. Entonces el posible
lagrangeano sera

NG hffe (62)

L= (@00)(0"9)

donde f podria ser cualquiera de los leptones o quarks. Una
vez establecido el equilibrio, podemos apagar h, es decir asumir
h < 1 (nétese que si A no fuera demasiado pequeno, ¢ podria
crear su propio bano térmico, pero con A = (0 su temperatura
no estarfa relacionada con 7', la temperatura de la sopa).
Ahora, para saber el destino del campo ¢ a T' > v, tenemos
que calcular la energia libre, o mejor dicho, la funcién de
particion

7 =Tre 1T (6.3)

La energia libre, F.es simplemente la energia del macrosis-
tema, definida a través de

7 = FIT (6.4)

y como un sistema macroscopico no tiene energia cinética a
T # 0, la energia libre corresponde al potencial efectivo. En
teoria de campos, uno busca el vacio de la teoria minimizando
este potencial efectivo. Nuestra tarea sera entonces calcular
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la energia libre y minimizarla, para determinar cémo cambian
los patrones de simetria con la temperatura.

Claramente basta calcular Z para conseguir la informacion
completa sobre el sistema termodinamico, pero hay que cono-
cer el Hamiltoniano H. Aqui vamos a hacer un célculo a nivel
de 1-loop (A es pequeno), de modo que podemos basarnos en
el trabajo de Coleman y Weinberg, quienes han encontrado
que el Hamiltoniano es el que corresponde a un campo libre,
pero con una masa efectiva

o
- 5

m*(9) (6.5)
Podriamos directamente calcular el potencial efectivoa 7' # 0
en teoria de campos, pero a este nivel es mucho mas simple
usar la termodinamica. Entonces vamos a calcular Z usando
el Hamiltoniano para un campo libre, o mejor dicho, el Hamil-
toniano para una coleccién de osciladores (bosénicos en este
caso)

o1
HB:ZF?ZEZ%@%+W@=§}MM+§)(MU

7

donde w es la energia w = VE2 + m?2, N; es el operador de
niimero de particulas N = a'a y la suma en (6.6) es en reali-
dad una integral continua sobre momentos

&Ep

;:v/@$ (6.7)

con V' el volumen de nuestra caja.
Esto nos da inmediatamente

Il

=
_|_
3{\')
=)
>*

d*p
InZ = V/ 2n)) InZ(w) , w
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Z(w) =Y e DT — mw/T o () _ gm/T)1 (6.9)

Usando (6.4), la energia libre por unidad de volumen f = F/V

es entonces
3
fo= | # [% +TIn(1 — e ¥IT) (6.10)

donde el subindice B denota que nos referimos al caso bosonico.
El lector experimentado va a notar que la parte T' = 0 de

(6.10) no es mas que el potencial efectivo de Coleman-Weinberg
a 1-loop

d*k - ,
V1(0) = ?/ o) In(—k2 4+ k* + m? — ie) (6.11)

que usando

—_i o dkq
2 —00 (27'(')

ln(—kg +w? — i€) = %w (6.12)

da precisamente el término de arriba.
Calculamos ahora fg(7') en la expansion a alta temperatura
(ignoremos por el momento fg(0))

,0fB(T)

B(T) = [B(T)|m2=0+m e lm2—o  (6.13)
- T/ p In(1 — e”7/T)
1

2
+ T/ 27T32|p|e|p|/T 1 (6.14)
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Integrando por partes la segunda linea de la ecuacion de arriba,

tenemos
T4 oo 1 m2T? oo 1
T) = ——/ 3d / d
I8(T) 672 Jo * xe””—1+47r2 0 xxe””—l
w2 T2
= ——T*+ —m? 1
o0° "™ (6.15)
donde de (6.2) y (6.5)
0’V
m? = m*(¢) = 97 = —Mv? 4 3)¢° (6.16)

y ¢ aqui denota la parte clasica del campo (¢)r que queremos
calcular.

Hemos dicho que fg(T) = V.4(T'), entonces

w2 T m
Vo (T) = V.;(0) — %T“ + ﬂ?,w + O(T) (6.17)

donde hemos usado 72 >> v?2, es decir

Av? A A m? m
Vi (T) = (= —=—4+=T*)*+ = (¢*+0) ——=T*+0(—=) (6.18
(1) = (22420054 26 o) - 0 (619
Obviamente para 7' > v, siendo A > 0, el término de masa
efectivo ¢? se vuelve positivo y la simetria se restaura, como
podria esperarse intuitivamente. La temperatura critica, para
la que ocurre la restauracién, definida como aquella para la

cual m2,(T) = 0 esta dada por
4Av?

TS~ —— =~ 4(d)g (6.19)

Aqui tenemos una analogia completa con la vida cotidiana
- la transicion de fase a alta temperatura nos lleva a una
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Figura 6.2: El potencial efectivo para distintos valores de T

situacion mas simétrica, menos ordenada (en el lenguaje de
la mecanica estadistica, (¢) es el parametro de orden). En
conclusion tenemos

0

v

T> V20 : (¢)
T < V20 : (¢)

Esta transicion de fase va a jugar un papel decisivo en la
creacion de defectos topoldgicos en los primeros momentos
del Universo. En la figura 6.2 hemos graficado el potencial
efectivo como funcién del campo para distintos valores de la
temperatura. Puede verse claramente que para temperaturas
mayores que la critica, el potencial solo tiene un minimo, a
(é) =0,

Es un ejercicio simple mostrar que tanto f como df/9T son
funciones continuas de 7" a T' = T,; sélo la segunda derivada
0% f/0t* es discontinua a T.. Por eso se dice que la transicién
de fase es de sequndo orden.



64 Goran Senjanovic¢

Nuestro calculo ha sido hecho para un campo bosonico. Exac-
tamente de la misma manera se puede mostrar que en el caso
de fermiones

fr = / (;ij)’s [—‘5" — Tln(1 4 e/T) (6.20)

Notese un hecho importante. Hemos encontrado en el caso
bosénico que la contribucién de 77 a la masa de ¢ es positiva,
lo que trajo como consecuencia la restauracion de la simetria
para 17" > v. Es facil ver que también en el caso fermiénico
el término de orden T2 en la expansién de fr a alta tempera-
tura tiene signo positivo, al contrario de la situacién a 7' = 0.
En otras palabras, la contribucion fermidénica también tiende
a restaurar la simetria, y lo mismo se puede probar para los
efectos de los campos de calibre. Podriamos concluir que la
restauracion de simetrias a alta temperatura es un hecho ine-
vitable que vale siempre !.

6.2 El Universo temprano

En esta seccion vamos a asumir que el lector estd familiarizado
con algunos conceptos basicos de cosmologia (y referirlo a la
bibliografia para una informacién mas detallada), y hacer sélo
un veloz resumen de los hechos mas importantes.

Los puntos fundamentales son:

e el Universo es homogéneo e isotropico a gran escala

e se expande con una velocidad proporcional a la distan-
cia v = Hd (ley de Hubble), donde H es llamado el
parametro de Hubble.

!; Siempre?
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La métrica mas general que puede escribirse es entonces

dr?

2 2 p2
ds® = dt R*(t) T

+ r2d* + r? sin? 0d¢* (6.21)

en coordenadas esféricas comoviles r, 0, ¢. La constante k es-
tablece la curvatura del 3-espacio

(6.22)

de modo que
k=0 universo plano
k >0 universo cerrado
k <0 universo abierto
Dada la métrica 6.22, la distancia a un objeto con coordenada

r se calcula como

r dr
=Rt [ =L 6.23
W i (629
de modo que su velocidad sera
dR(t) [ dr
= = Hd 6.24
YT /0 N (6.24)
donde dR(t)/dt
H= —+— 6.25
ed (6.25)

El parametro de Hubble nos dara la rata de expansion, y la
ley de Hubble se sigue directamente de (6.22).
La dinamica esta gobernada por las ecuaciones de Einstein

1
R, — 59#1,]% = 8nGT,, (6.26)

T =0 (6.27)
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Debido a la isotropia y homogeneidad, tenemos

I3=p; TP=0; T;=pd (6.28)

donde p es la densidad y p la presion. De (6.27) y (6.28)
tenemos

Lovy =" (6.20)
donde el volumen V' es (47 /3) R*. Para el Universo temprano,
a alta temperatura, podemos considerar a las particulas como
sin masa, asi que la ecuacion de estado sera la de un gas de
fotones, p = p/3, con p < T*. Obtenemos de (6.29)

RT = const. = C (6.30)

Mientras que para T pequeno podemos suponer p =0y p
7%, lo que una vez mas, usando (6.29), nos da (6.30). Como
en el Universo actual By > Ryisinie ~ 10%%anos~ 10'%sec ~

10%®em, y la temperatura es Ty = 2.7°K, el factor ' resulta
ser misteriosamente enorme

C >10% (6.31)

De las ecuaciones de Einstein, por otra parte, se obtiene

1., 4mg _, k
—R— — = —— .32
QR 3 pR 5 (6.32)

que, con (6.29), nos da otra ecuacién para la dindamica

. 4
= —%(,0 +3p)R (6.33)

Nos interesa el régimen de altas temperaturas, digamos T' >
100GeV . En este caso es facil demostrar que el Universo se



Defectos y Cosmologia 67

comporta efectivamente como si k fuera cero, un Universo
plano para efectos practicos. En este caso, usando la ecuacién
de estado para el gas de particulas relativistas, podemos re-
solver (6.32), (6.33) para R(t), y usando el hecho de que RT
es constante (6.30), llegamos a una relacién muy til entre la
edad del universo y su temperatura

t~ My/T? (6.34)

donde M, es la masa de Planck.

Por otro lado, podemos estimar facilmente el tamano del “ho-
rizonte”, o regién en contacto causal en nuestro Universo:
debe ser dy ~ t, aproximadamente la distancia que recorre un
foton en un tiempo ¢. Se sigue un hecho de suma importancia:
comparemos el “tamano” del Universo con el del horizonte a
un tiempo ¢

dH(t) ! —29
—t~—— ] M,/T < 1 .
")~ O/T 072 My /T < (6.35)

Es decir, en épocas tempranas, el universo consistia de mu-
chos, muchisimos horizontes

T~1MeV  dy/R~10"7
T ~100GeV  dy/R ~10""2

T ~10%GeV  dy/R ~107%
Este es el conocido problema del horizonte: jcémo puede todo
el Universo hoy en dia tener la misma temperatura si no ha
estado todo en contacto causal en el pasado? ;Puede ser ho-
mogéneo e isotropico? Los datos del satélite COBE demues-
tran que las variaciones de punto a punto de la temperatura
del fondo de microondas son del orden §7'/T < 107° - el Uni-
verso se comporta como si siempre hubiera estado en contacto

térmico!
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Es precisamente el hecho de que el Universo que vemos hoy
es mucho mas grande que el horizonte a altas temperaturas
(0 si se prefiere, el Universo que observamos estd formado por
una gran cantidad de distancias de horizonte a temperatura
T si T > 100GeV), el responsable de la posibilidad de exis-
tencia real de los defectos topoldgicos que la teoria de campos
predice, como veremos a continuacion.

6.3 Formacion de defectos topolégicos

Paredes de Dominio

Hemos visto al inicio de este capitulo que a alta temperatura
(al menos en el caso simple de un solo campo escalar) esper-
amos que ocurra una transicion de fase, cuando el sistema
pasa del estado simétrico a uno con la simetria espontanea-
mente rota. Para un potencial a temperatura cero

A
V() = 2 — v (6.36)
obtenemos un potencial efectivo
T s A
Ve(6) = V() — 0T+ 217 (6.37)

Asi, para T' > T. = 2v la simetria se restaura

(¢)r =0 (6.38)

A medida que el Universo se enfria y pasa por T' = T, el
campo tomara valores en el vacio (¢) = +v o (¢) = —v.
Pero como a esa temperatura R > dpy, el campo de Higgs no
consigue correlacionarse en todo el Universo. La causalidad
impone que la distancia de correlacion sea menor o del orden
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Figura 6.3: Mecanismo de Kibble en un Universo es-
quematico. Las regiones marcadas con + (-) indican que el
campo ha tomado alli un valor de expectacién +v(—v). La
linea gruesa representa una pared que separa los dominios

de dy. Esperamos para T' ~ T. una situacion como la de la
figura 6.3. So6lo dentro de regiones del tamano del horizonte,
el campo tomard valores uniformes +v o —v (el asi llamado
“mecanismo de Kibble”)

Uno espera asi que se forme una pared de dominio por hori-
zonte, aproximadamente. Se puede demostrar que las paredes
pequenas y cerradas no son estables, pero el conjunto formado
por las paredes grandes evoluciona hasta formar una pared
infinita, es decir, mas grande que nuestro horizonte actual.
Como hemos visto, la topologia protege esta pared, haciéndola
estable.

Ahora bien, el tamano del universo visible es su edad, como
hemos dicho, Ry ~ 10%%cm y la densidad de materia en ba-
riones es

pr ~ 107" GeV/em? (6.39)

podemos entonces calcular la relacion entre la energia de la
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pared y la energia de la materia en el universo

Froared 106GeV3R3 10" (GeVemn)? (6.40)
Ey — 1077GeV/emP Ry 1028 '

lo cual para GeVem ~ 10™ resulta

Epared ~ 13

B 10 (6.41)
La energia de una pared correspondiente a la fisica de las inter-
acciones débiles deberia ser alrededor de trece 6rdenes de mag-
nitud mayor que la observada, lo que afectaria dramaticamente
el escenario del big-bang. Aun cuando consideremos que la
materia no es toda barionica, y tomemos la densidad total
(incluyendo materia oscura) en el extremo superior permitido
por las observaciones, esto agregaria a lo sumo dos 6rdenes de
magnitud a py, disminuyendo correspondientemente el pro-
blema en dos ordenes de magnitud. Este hecho se conoce

como el problema de la pared de dominio.

Monopolos

De manera analoga, el mecanismo de Kibble predice la for-

macién de monopolos, en general, uno por horizonte al mo-

mento de su formacion. La densidad de numero sera entonces
1 1

"M Ty WP (642)

Usando (6.33), tenemos

Ts

pl
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La relacion nps/n., entre el nimero de monopolos y el de fo-
tones, es una constante en nuestro Universo. Usando n., ~ T2,

3
nar Tc
M 6.44
Ny (Mpl) ( )

En una teorfa de gran unificacién donde 7. ~ 10'° —10'6GeV/,

tenemos

esperamos
UM 10712 — 100 (6.45)
Ny
Puede demostrarse que la aniquilacion de monopolos en pro-
cesos de colision es practicamente despreciable. La relacion se
conserva hasta el momento actual. Para un monopolo GUT,

podemos calcular su masa
mar ~ 10"°GeV = 10"%mp (6.46)

donde mp es la masa de un barién. Es facil entonces comparar
la densidad de energia contribuida por estos monopolos con la
densidad de energia en bariones, que conocemos con suficiente
precision para ver que

PM. 1013 — 106 (6.47)

PB

Quiere decir que la contribucion de los monopolos a la den-
sidad del Universo excede en muchos 6rdenes de magnitud la
de los bariones. Una situacion inaceptable, conocida como el
problema de los monopolos.

Cuerdas

Hemos dejado las cuerdas para el final, porque son los unicos
defectos topoldgicos que no son indeseables desde el punto de

vista de la cosmologia. Como era de suponer, se producen
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igualmente a través del mecanismo de Kibble en una tran-
sicion de fase. Sin embargo, la evoluciéon de la “red” de cuer-
das asi formada es compleja. Las cuerdas intercommutan, se
“cortan” al colisionar, y tienden a formar lazos cerrados. Es-
tos lazos decaen radiando energia gravitacional (o bosones de
Goldstone en el caso de simetrias globales), de modo que el
largo total de las cuerdas se reduce. Al mismo tiempo, mas
cuerdas entran en el horizonte a medida que se expande el
Universo. El resultado es lo que se conoce como el régimen de
escala: se obtiene (tanto de calculos tedricos como de simula-
ciones numéricas) que siempre hay una cuerda por horizonte.
No es dificil calcular que la densidad de energia de la cuerda
no es importante comparada con la del Universo.

Ecuerda . BzUU2 10_31 < v )2 10_3 < % )2
Euniverso ~ puRY — 100GeV /) — 106GV

(6.48)

Vemos que atin para cuerdas muy pesadas producidas en la
transicion de fase GUT, la energia contribuida es despreciable
(sobre todo si recordamos que atin podemos aumentar py en
dos érdenes de magnitud). No existe, pues, un “problema de
cuerdas”.

Por el contrario, las cuerdas interaccionan con la materia os-
cura del universo de manera tal que es posible que hayan sido
precisamente ellas las responsables de producir inhomogéneidades
en el plasma que luego dieron lugar a la formacion de la es-
tructura a larga escala del Universo. Esta posibilidad esta
siendo objeto de febril estudio en estos momentos.
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6.4 Problemas Propuestos
1. Fermiones a alta temperatura:

(a) En analogia con el caso bosénico calcule la energia
libre del caso fermiénico (fr de la férmula (5.20))

(b) haga la expansion de fr(7T) a alta temperatura y
pruebe que el término T tiene el mismo signo que
en el caso bosonico

2. Pruebe que la transicion de fase discutida en 5.1 es de
segundo orden.

3. Para el Universo de Friedmann-Robertson-Walker definido
en 5.21, derive las expresiones para H(T), R(t) y t(T)
para la época dominada por la radiacion. Sugerencia:
use RT > 10%° y muestre que k ~ 0, o mejor dicho que
el término con k es muy pequeno.
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Capitulo

7

. Quo vadis, defectum?

A pesar de su belleza y de su dindmica interesante, los defectos
topoldgicos son raramente una bendicién (cuerdas) y tienden
a ser una catastrofe cosmoldgica. Los problemas de paredes de
dominio y monopolos son graves, y aparentemente genéricos.
. Qué hacer?

Una solucién, tal vez la mas popular, es la inflacion cos-
moldgica. Segun esta idea, durante una época muy breve
y remota el Universo ha crecido exponencialmente, de modo
que una pequena region causalmente conexa entonces, hubiera
podido crecer hasta llegar a ser al menos tan grande como el
Universo observable hoy. Si fuera asi, todo el universo tendria
un valor del campo (o campos) de Higgs, y no tendriamos
ninguna pared de dominio o monopolo. Naturalmente, eso
quiere decir que la inflacion tiene lugar después de la tran-
sicion de fase que produce los defectos topoldgicos, y esto es
muy dificil de conseguir: a cada escala en que se produce una
pared o monopolo hay qe invocar la inflacion de nuevo. Nos
gusta mucho la idea de la inflacion, y es muy natural que tarde
o temprano tenga lugar, pero no cada vez que la necesitamos
para eliminar esos bichos raros.

Hay otra posibilidad que tal vez valga la pena discutir un
poquito. Digamos que hubiera una inflaciéon en épocas muy
tempranas, y ahora todo el Universo tuviera el mismo valor

75
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del campo en cuestion, pero aun la temperatura es mayor
que la critica, es decir, el valor de expectacion del campo es
aun nulo. El problema es, como vimos, la transicion de fase
que creara los defectos. (Seria tal vez posible impedir que
ocurriera? La respuesta es, por suerte, afirmativa.
Imaginemos un ejemplo simple de dos campos de Higgs ¢, ¢
y un potencial simétrico bajo D:¢; — —¢1, pg = —

2 2
Vo1, ¢2) = Z (—%9922 + %#) —%qﬁfqb%ﬁ@l ¢?¢2—|—52 ¢§¢1 .
- (7.1)
Las constantes de acoplamiento ); deben ser positivas, si que-
remos que el potencial tenga una cota inferior, es decir que
tenga la posibilidad de tener minimos. Pero uno puede siem-
pre escoger a > 0, 31,32 > 0 en (7.1), y pedir que A\; Ay > o?.
Esto garantiza una cota inferior para V. Las correcciones a
alta temperatura para este potencial son
T2

A‘/l—loop(fr) = i

o7 3N —a)dl + (3% —a)¢} +

6(81 + 52)?51952}- (7.2)

Requiriendo, por ejemplo, & > 3X;, uno puede mantener uno
(y sélo uno) de los términos de masa negativos a cualquier
temperatura. La simetria permanece rota a cualquier tempe-
ratura. Sin restauracién de la simetria, no ocurrira la tran-
sicion de fase. El resultado puede en general extenderse a
simetrias y representaciones mas complejas.

Por otro lado, los defectos topoldgicos se encuentran en teorias
mas alla del modelo estandar, en las que casi siempre hay
por lo menos dos campos de Higgs, que pertenecen en ge-
neral a distintas representaciones del grupo. Por ejemplo,
estos campos pueden ser los dobletes de SU(2) x U(1) del
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modelo estandar, responsables de la ruptura espontanea de la
simetria CP (que mencionamos en el capitulo 2), o pueden ser
los campos que corresponden a las escalas grande y pequena
de las teorias de gran unificacién, o... De todos modos, como
puede verse, con mas de un campo de Higgs la restauracion
de simetrias no es automatica, sino una cuestiéon dinamica
que depende del espacio de parametros de la teoria. No tene-
mos espacio para hablar mucho de la posibilidad realista de
la no-restauracion. Basta saber que es una manera natural
de resolver el problema de paredes de dominio, y tal vez el
problema de los monopolos. En el caso de los monopolos el
tamano de la constante de calibre (que siempre quiere restau-
rar la simetria) pone en peligro la teoria de perturbaciones.
Sepan que no esta todo resuelto, y el problema de los mono-
polos todavia queda como un desafio, que esperamos alguno
de ustedes...?
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