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Capitulo

1

Introducciéon

En la teoria de gravitacion de Newton al calcular el potencial
Vi exterior a una esfera llena de materia, obtenemos

p—— (1.1)

donde M se interpreta como la masa de la esfera y r la dis-
tancia entre el punto de observacién y el centro de la esfera.
Abordando este mismo problema en la teoria de Einstein, ob-
tenemos la métrica dada por

dr?

14 2V;

Este resultado fue obtenido por Schwarzschild [33] en 1916.
Vemos de (1.2) que la teorfa de Einstein no introduce nuevos

ds® = —(1 +2V})dt* +

+ r2(d92 +sin% 6 dqﬁZ) (1.2)

aspectos respecto de la teoria de Newton al menos en lo que
concierne a las caracteristicas de la fuente. Esto quiere decir
que solo la masa total M es lo que se requiere para describir
la fuente. Pero notemos que este resultado esta intimamente
vinculado a la forma de la fuente. Si ahora calculamos el
potencial newtoniano exterior a un cilindro infinito lleno de
materia, obtenemos

Vo=20Inr (1.3)

donde o se interpreta como la masa por unidad de longitud
y r es la distancia radial al centro del cilindro. Calculando el
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campo producido por un cilindro infinitamente largo lleno de
materia estatica en la teoria de Einstein, obtenemos

1 1
ds? = —ae?V2dt* + —r40(20—1)(dr2 +d2*) + —p22o=1) g2 (1.4)
a

a

Este resultado fue obtenido por primera vez por Levi-Civita[23]
en 1919. Observemos que en (1.4) aparece el potencial newto-
niano pero también que ha aparecido un segundo parametro
a. De modo que en la teoria de Einstein necesitamos dos
parametros para describir a la fuente estatica, mientras que
solamente se requiere un parametro en la teoria de Newton.
En afos recientes la constante cosmoldgica A ha adquirido
gran importancia sugiriendo algunas especulaciones relacio-
nadas con su efecto a través de un valor muy pequeno, en la
evolucion del Universo. La constante cosmoldgica puede ser
interpretada hidrodinamicamente como un fluido con densi-
dad de masa p y presién p dadas por

A A
= — = ——. 1.5
P 81’ 8w (1.5)
Si en la teoria de Newton calculamos el potencial V5 afuera
de una esfera de masa M en una posicion r en un espacio con

constante cosmoldgica diferente de cero, obtenemos

M A
Va=——— —Ar? 1.6
’ r 3 (1.6)
La contraparte de este resultado en la teoria de Einstein arroja
la siguiente métrica:

2
1+2V;

Partiendo de (1.7) vemos que atiin no surgen nuevos aspectos

ds? = —(1+ 2\/3)dt2 + + TZ(dHQ +sin? 6 dqbQ) (1.7)

en la teoria de Einstein, comparada con los resultados newto-

nianos.
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El mismo cilindro que produce el potencial (1.3) en un espacio
con constante cosmoldgica A crea un potencial dado por

A
\/4:201nr—|—7rr2plnr:201nr—l—gr2plnr (1.8)

En la teoria de Einstein este resultado deviene para A > 0 en

ds* = —fdi® + dr® + edz® + 1dg? (1.9)

donde 0
1) = Soiy (1.10)
e30) = au(r)er®), (1.11)

I(ry = Cs {tan [% (\/S_Ar + arctan(g—;))”m éfw% )

{C’l cos(\/S_Ar) + Cy sin(\/i’)—/\r)} % ,
(1.12)
donde

p(r) =Cq cos(\/S_Ar) + Cy sin(\/i’)—/\r), (1.13)

) = mm In {tan [% <\/3_/\7" + arctan(%))] }‘|‘§7
(1.14)

y C1, Cq, C3, Cy, «, 6, vy £ son constantes que satisfacen

O(r

9C% + 487 + 6C46 = 36A (C7 + C3). (1.15)

Dificilmente esta solucion guarda algin parecido con el po-
tencial newtoniano (1.8). Aparecen incluso més parametros
comparado con el caso sin constante cosmoldgica (1.4).

Con estos ejemplos vemos que la simetria cilindrica en la
teoria de Einstein entrana una gran diferencia respecto de
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su contraparte newtoniana. Esta diferencia se refleja en el
numero de nuevos parametros que emergen después de la in-
tegracion de las ecuaciones de campo. El objetivo de los si-
guientes capitulos es arrojar algo de luz en sistemas cilindricos
en la teoria de Einstein dando posibles interpretaciones a sus

parametros.



Capitulo

2

El Espaciotiempo de
Levi-Civita

2.1 Introduccién

Levi-Civita obtuvo la solucién (2.1) en 1917, la solucién gene-
ral de las ecuaciones de campo de Einstein para la métrica de
un espaciotiempo vacio, estatico y cilindricamente simétrico.
Resulta que la métrica tiene dos parametros independien-
tes. Es en tiempos recientes que el significado fisico de estos
parametros ha sido gradualmente clarificado. La intencién
de este capitulo es estudiar las propiedades del espaciotiempo
de Levi-Civita. En primer lugar consideramos las geodésicas
seguidas por particulas de prueba prestandole atencion a los
efectos de ambos parametros en su trayectoria. Luego calcu-
lamos los escalares de Cartan para ver como estos escalares
curvan el espaciotiempo. Luego consideramos diferentes limites
del espaciotiempo y finalmente estudiaremos algunas fuentes
del espaciotiempo de Levi-Civita, de particular interés.
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2.2 Ecuaciones de Campo

El elemento de linea mas general correspondiente a un espa-
ciotiempo cilindricamente simétrico y estatico, esta dado por

d52 = —f dt2 + eu(dTZ + dzz) +1 d¢27 (21)

donde f, p y [ son funciones sélo de r, y los rangos de las
coordenadas ¢, z y ¢ son

—o0 < 1 < o0, —00 < z < 00, 0<o¢<2m, (22)

e identificaremos a las hipersuperficies ¢ = 0y ¢ = 2m. Las
coordenadas estan numeradas de acuerdo con el orden

2 =1, i =r z? =z, =g (2.3)
Las ecuaciones de campo de Einstein para el vacio, son

Ru, =0 (2.4)

y para la métrica (2.1) las componentes no idénticamente nu-

2e" DR = (lf/ ) (2.5)

las, resultan

D
1y
2e" DR3 = ( 5 ) (2.6)
D/ D// /l/
D/
2322 = —,u" — IM/E (28)

donde las primas denotan derivacion respecto de la coorde-
nada r,y

D* = fl (2.9)
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La solucién general de (2.4) para la métrica (2.1) se conoce
como la métrica estatica de Levi-Civita [23],

2 1
f=ar'™ et = p /2 [= 't (2.10)

donde n y a son constantes reales

2.3 Geodésicas

Las ecuaciones que gobiernan a las curvas geodésicas, pueden
derivarse del lagrangeano

dz* dzV

2L = 9w N

(2.11)

donde A es un parametro afin a lo largo de las geodésicas. Para
geodésicas tipo tiempo A es el tiempo propio. Del problema
extremal resultan las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (az) ”r_, 12

A\ \9i ) dz°
y de ellas obtenemos las geodésicas dadas por
4 15,2787 =0 (2.13)

donde el punto significa derivacion respecto de A. Para el es-
paciotiempo dado por la ecuacién (2.1), el lagrangeano (2.11)
es

W = —[ 12+ e (i + %)+ 147, (2.14)

y las ecuaciones de las geodésicas (2.13), resultan

. Lf
Di + %tﬁ =0 (2.15)
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2 + e H(fPP =)+ /(PP + %) =0 (2.16)
Ep'ri=0 (2.17)
D¢ = %f&ﬁ- (2.18)

Los correspondientes momentos candnicos a (2.14) son

= _‘2_? _ (2.19)
= _‘Z_’f = ', (2.20)
b, = _‘Z_g = ez, (2.21)
Py = _Z_g — 1. (2.22)

Las integrales de movimiento se obtienen de las ecuaciones de
Euler-Lagrange (2.12)

Do 0, (2.23)
dp, 0L
T 0, (2.24)
dp¢ oL
e _ 2 2.25
y las cantidades conservadas son
pr = F, p. = P, ps = L, (2.26)

donde las constantes E, P y L representan respectivamente la
energia total de la particula de prueba, su momento a lo largo
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del eje z y su momento angular a lo largo del eje z. Partiendo

de (2.19), (2.21), (2.22), (2.26), tenemos

. Kl
i= (2.27)
i = Pe", (2.28)
. L
=1 (2.29)

y en lugar de integrar (2.16) podemos usar el elemento de
linea (2.1) para obtener

—e=—f 4" (FP 422 + 147, (2.30)
donde € = 0,1 o —1 si las geodésicas son nulas, tipo tiempo o

tipo espacio respectivamente.

2.4 Geodésicas Circulares

Ahora nos restringiremos al estudio de geodésicas circulares
suponiendo que

F=%=0, i=0, $=0, (2.31)
de modo que (2.16) resulta;.
S =1 =o. (2.32)

La velocidad angular de la particula de prueba esta dada por

w= - (2.33)

N 1/2
w=+ (%) . (2.34)
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Para un espaciotiempo estatico la velocidad normal W* de la
particula definida como el cambio en el desplazamiento normal
a7 =(1,0,0,0) respecto a su desplazamiento paralelo a 7,
donde 7* es un vector de Killing tipo tiempo, es [2]

W = [(=go0)/? da®] " V2, (2.35)

donde
Vi = (0,da', da?, da?) . (2.36)

Considerando la métrica (2.1) y las expresiones para w, (2.33),
entonces (2.35), resulta

W =(0,0,0,, f7%w). (2.37)

El médulo de W*, definido por W? = W#W,,, y usando (2.37)

€8s

Dw
W= —. 2.38
7 (2.38)
Podemos escribir (2.30) considerando (2.33)
€
Sustituyendo (2.38) en (2.39) obtenemos
= —pr(1-w?) (2.40)
B ’ '

que muestra que las geodésicas circulares son tipo tiempo,
nulas o tipo espacio para W <1, W =1,0 W > 1, respecti-
vamente.
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2.5 Escalares de Cartan

Podemos hacer una caracterizacion local completa del espa-
ciotiempo a través de los escalares de Cartan, que son las
componentes del tensor de Riemann y de sus derivadas co-
variantes calculadas en un sistema constante (ver Apéndice
A).

Calculando las componentes de Cartan para la métrica de
Levi-Civita (2.10), obtenemos

1

Uy = (n? —1) p=C242/2 (2.41)
\IIO = \I}4 = —n\Ilg, (242)
91/2 . _3( 2+3)/4
V\IIOII = V\I}5OI = —Fn (n — 1) T 5 (243)
21/2 2
Viy = Vi = —=n (n? —1) P20 (2.44)
21/2 9 2) ,.-3(n243)/4 (5
VU, = VUsy = —33 " (n + 3) (nl) r . (2.45)

A partir de los escalares de Cartan nosotros vemos que so-
lamente n y no a, curva el espaciotiempo y que para r — 0
la curvatura se vuelve infinita para todos los valores de n ex-
cepto para n = £1. Por tanto, la métrica de Levi-Civita tiene
una singularidad a lo largo del eje r = 0, y podemos decir
que este espaciotiempo esta generado por una fuente lineal,
uniforme e infinita.

2.6 Limite newtoniano y el efecto Aharanov-
Bohm

Podemos escribir f dado por (2.10) como
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f=eU, (2.46)
entonces U es |
U=2clogr + §log a, (2.47)
donde o esta dada por
1
o= Z(l —n). (2.48)

En la teoria newtoniana, (2.47) es el potencial gravitacional de
una linea infinita y uniforme con una masa por unidad de lon-
gitud igual a 0. La constante (1/2)log a en (2.47) representa el
potencial arbitrario y constante que existe en la soluciéon new-
toniana. Existen geodésicas circulares tipo tiempo 0 < n < 1,
00 < o < 1/4, como era de esperarse en el andlogo newto-
niano. Cuando o = 1/4 las geodésicas circulares se vuelven
nulas.

El espaciotiempo de Levi-Civita (2.10) tiene curvatura infinita
de acuerdo a los escalares de Cartan (2.41), (2.42), (2.43),
(2.44), (2.45), a lo largo del eje z en r = 0 para todos los n
excepto n = =+1, implicando o = 0 y 1/2. Por consiguiente
nosotros podemos decir que este espaciotiempo esta generado
por una fuente lineal uniforme e infinita de densidad 0 < o <
1/4 si no queremos admitir geodésicas tipo espacio.

Cuando n = 1, implicando que ¢ = 0 nosotros tenemos a
partir de (2.10)

2
ds? = di* + dr® + d22 + —do?, (2.49)
a

dando lugar a un espaciotiempo localmente plano. En este
caso (2.49) representa el espaciotiempo generado por una cuerda
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a lo largo del eje de simetria con densidad de energia lineal ¢

dado por [26]

1 1

siendo @ > 1. Por consiguiente la constante a esta directa-
mente vinculada al analogo gravitacional del efecto Aharanov-
Bohm [12]. Este efecto muestra que la gravitacién depende
de la estructura topoldgica del espaciotiempo dando lugar a
un déficit angular § igual a

1

como en el efecto Aharanov-Bohm electromagnético, donde
una cantidad clasicamente no observable, el vector potencial,
resulta observable (parte de ella) a través de un efecto no local.
Su analogo gravitacional permite que una cantidad newtoni-
ana no observable (la constante adicional al potencial newto-
niano) resulte observable en la teoria relativista a través del
déficit angular en las cuerdas.

Con las interpretaciones de los dos parametros n y a que
aparecen en la métrica de Levi-Civita (2.10) podemos analizar
la velocidad angular (2.34) y la velocidad tangencial (2.38) de
las geodésicas circulares. Usando (2.10) podemos expresar
(2.34) como

2 L—n 4 4, B 20 2. 2(40—1) (2‘52)

Wy a’r~"t = a’r

C14n 1 — 20 ’

A partir de (2.51) podemos ver que cuando el defecto topolé-
gico decrece el angulo total alrededor del eje z, siendo a > 0,
se incrementa la velocidad angular. Esta situacién se revierte
para a < 1. Note que (2.38) resulta con (2.10)
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1—n 20
Wy = = 2.53
 1+n 1-20 (2.53)
que también puede ser reescrita como
T,TL
Wo = — Wy, (254)
a

mostrando claramente el limite newtoniano Wy = rwy. A par-
tir de (2.40) tenemos

€ 1—do , .,
—a—r" ", 2.55
21 =20 (2.55)
Asi, las geodésicas circulares son tipo tiempo, nulas o tipo
espacio cuando 0 < o,0 = 0y 1/4 < o < 1/2. El limite

o — 1/2 implica que W — oc.

2.7 Espaciotiempo interior

Se han estudiado muchas fuentes diferentes para el espacio-
tiempo de Levi-Civita. Aqui nosotros presentamos como un
ejemplo pero con propiedades interesantes un espaciotiempo
interior descrito por un cilindro lleno de un polvo rotacional-
mente simétrico y con momento angular neto igual a cero. El
tensor de energia-momento es

1
T = 5F (uptty + 0400 (2.56)
donde p es la densidad de energia y u* y v* son las cuadrive-
locidades
ut = (uO,O,O,w) , vt = (uO,O,O, —w) , (2.57)

que satisfacen
u'u, = vhv, = —1. (2.58)
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A partir de las ecuaciones de Einstein

R =k <TW _ %ng) , (2.59)
y usando (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) y (2.56)
fl=r? (2.60)

A R
W=7 (1 2f>’ (2.61)

kpret = — (ru'), (2.62)
2 , N -1
W? = (ﬂ) _ S (1 - i) , (2.63)
f 2f 2f
donde hemos computado en (2.63) la velocidad (2.38) de la
particula en el polvo. Note que aunque las particulas estan

rotando, esta fuente con momento angular igual a cero, genera
un espaciotiempo estatico.

2.7.1 Cudmulo de polvo homogéneo
Considerando una distribucién homogénea de polvo adentro

del cilindro 0 < r < R, tenemos

p = po = constant. (2.64)

La solucién (2.61) y (2.62) con (2.64), adecuada para acoplar
a la métrica de Levi-Civita, es

1/2 1/2

f= 21% [1 — b2+ (14 62)" (1 = 700?) ] " (265)

{71/2 , ( 3—|—7br2) , 3
><eXp7 TaI‘CSIH —T — arcsin <_Z)

e = (1+br%) ", (2.66)
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donde hemos impuesto que la geometria en el eje de rotacion
sea euclideana y

k‘po
—. 2.67
: (267)

A partir de (2.63) y (2.66), tenemos la velocidad de las parti-
culas de polvo

b

e (L br2)' = (1 = Tbr?)'? (268)
1+ ) (1= ) '

A partir de la ecuacién (2.66) podemos ver que hay una res-
triccion en el radio de la érbita del cimulo homogéneo de
particulas para una masa gravitacional por unidad de longitud
del cilindro dada. Mas especificamente necesitamos que

8
2

re < Thpa (2.69)
para que el potencial métrico f sea real. La ecuacién (2.68)
muestra que en este limite la velocidad de las particulas de
polvo es igual a la unidad. Un comportamiento similar se
encuentra también en la solucién de van Stockum (ver capitulo
(5)).
El espaciotiempo esta dividido en dos regiones: la interior con
0 < r < R, a una superficie cilindrica de radio r centrada a
lo largo de z; y la exterior, con R < r < oo. En la frontera
r = R la primera y la segunda forma fundamental deben ser
continuas [10]. Eligiendo las mismas coordenadas para los
espaciotiempo exterior e interior, estas condiciones son

90 — 9], =0, (2.70)

90 —ati), =0, (2.71)
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donde los indices — y + se refieren a los espaciotiempo inte-
riores y exteriores respectivamente.

Considerando el acoplamiento entre las métricas interior y
exterior dado por (2.70) y (2.71), obtenemos

1 1—7bR2\ '
0_111—(71%32) , (2.72)
6234(202—U+1> 9 ) )
a=t (1 n 532) ROF/(HBRY) (9 73)
0% (20 — 1)

La ecuacién (2.72) impone un limite superior al radio de la
frontera de la fuente. Este limite es idéntico al que impone la
ecuacion (2.69). Mas atin, (2.72) implicaque 0 < o < 1/4, con
po = 0 correspondiente a o = 0. El valor o = 1/4 corresponde
a W =1 de la ecuacién (2.68). Obsérvese que los limites im-
puestos por las ecuaciones (2.53) y (2.55) estan relacionados
con la existencia de geodésicas circulares para particulas de
prueba en el espaciotiempo de Levi-Civita, mientras que los
limites de arriba surgen de las condiciones de acoplamiento.
Aunque estas condiciones de acoplamiento (2.72) y (2.73) no
imponen ninguna restriccion sobre el valor o = 1/4, ecuacién
(2.68) como vimos muestra que cuando o = 1/4 lo que sig-
nifica R? = 8/(7xpo), la velocidad de las particulas es igual a
la unidad. Asi, las particulas de polvo viajan con la velocidad
de la luz y a modo de evitar ésto debemos excluir el valor

o=1/4.

2.7.2 Cumulo de polvo con rotacién constante

Consideremos ahora la soluciéon obtenida por Teixeira y Som
[36], donde

w = wy = constanin, (2.74)
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dada por

1 5 2\ 1/2
f=3 [1 + (1 + 4wir?) ] : (2.75)
e = (14 40?) ", (2.76)

k w?

ZIO = ! 1/2 29 (277)

1+ (1+ 4wpr2) /2]

4, 2,.2

W2 = il (2.78)

(14 (1 + dutrz)/?)”

Ahora considerando el acoplamiento (2.70) y (2.71), obtene-
mos

1 1
oc=-11- , 2.79
4 [ (1 —|—4wf]i’2)1/2] (2.79)

1/4

a= R (14 40 R?) (2.80)

Veremos ahora algunas de las propiedades de este acopla-
miento. Podemos notar que si o = 0 las ecuaciones (2.79)
y (2.80) dan Rw; = 0 y a = 0, produciendo el espacio de
Minkowski como es de esperarse. Note que la solucién se
comporta bien en R = 0 puesto que esto implica o = 0 (i.e.,
una densidad de energia por unidad de longitud finita para la
linea infinita de masa). Por otra parte, incluso cuando R = 0
de la ecuacién (2.77), la densidad de energia p de la fuente se
anula solo si tenemos w; = 0.

La ecuacion (2.79) muestra quelim

lim o = 1/4. (2.81)

De modo que 1/4 representa un limite superior para o para
que la solucion interior genere un espaciotiempo exterior de
Levi-Civita. Lathrop y Orsene [22] consiguieron el mismo
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limite para la densidad lineal de masa de la solucion de Teix-
eira y Som. FEllos usaron una definicién para este parametro
dada por Vishveshwara y Vinicour [38]. Esta fuente sin em-
bargo no presenta una limitacion en el radio de su frontera.
Como en el caso del cimulo homogéneo aqui el valor 1/4 para
el parametro o implica que las particulas del cumulo estan
viajando a la velocidad de la luz, como se puede ver de la
ecuacion (2.78). De modo que nosotros de nuevo necesita-
mos evitar el valor ¢ = 1/4 o de lo contrario considerar la
posibilidad de fotones rotando.
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Capitulo

3

El Espaciotiempo de Lewis

3.1 Introduccién

Lewis [25] en 1932 obtuvo la solucién general a las ecua-
ciones de campo de Einstein para el vacio, correspondiente
a la métrica de un espaciotiempo cilindricamente simétrico y
estacionario. M4ds tarde, en 1937, van Stockum [37] redes-
cubrié esta métrica. Dicha métrica tiene cuatro parametros
que pueden ser todos reales, representando la clase de Weyl,
o complejos representando la clase de Lewis. Apenas recien-
temente es cuando se le ha dado alguna interpretacion fisica
a estos pardmetros y aiin no se conoce si son o no indepen-
dientes. En este capitulo presentaremos la integracién gene-
ral de las geodésicas para un espaciotiempo estacionario y
cilindricamente simétrico. En el capitulo siguiente usaremos
las geodésicas integradas para estudiar los parametros de la
clase de Weyl; para la clase de Lewis esto ain no ha sido hecho.
Acoplaremos la métrica de Lewis a una fuente general sin im-
poner ninguna ecuacion de estado de un fluido estacionario y
anisotropo. Luego estudiaremos los escalares de Cartan para
determinar cémo los parametros influencian la curvatura del
espaciotiempo. Finalmente consideraremos diferentes limites
de la métrica de Lewis.

23
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3.2 Ecuaciones de Campo

El elemento de linea mas general correspondiente a un espa-
ciotiempo cilindricamente simétrico y estacionario, esta dado
por

= —fdt* + e““(er + dZQ) + 1 do?, (3.1)

donde f, k, p y [ son funciones sdlo de r, y los rangos de las
coordenadas ¢, z y ¢ son

—o0 < 1 < o0, —00 < z < 00, 0<o¢<2m, (3.2)

e identificaremos a las hipersuperficies ¢ = 0y ¢ = 27. Las
coordenadas estan numeradas de acuerdo con el orden

2’ =t, =, z? = 2, 5= ¢ (3.3)
Las ecuaciones de campo de Einstein para el vacio, son
R, =0 (3.4)

y para la métrica (3.1) las componentes no idénticamente nu-
las, en la notacién de van Stockum [37], resultan

L' +kk’)'

2e" DR = ( D

. - fk/ - ]Cf/ !
2" DR3 = (71) ) , (3.6)

kI — Ik
2e* DRY = ( ) (3.7)

D
z
2er DRE = f} ) (3.8)
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D! D" k/2—|-f/l/
D’
D

donde las primas denotan derivacion respecto de la coorde-

2322 = —ILLH — U (310)

nada r,y

D* =k + fL. (3.11)

Las cuatro ecuaciones (3.5),(3.6),(3.7),(3.8) no son todas inde-
pendientes; cualquiera de ellas puede ser expresada en términos
de las tres restantes. La solucién general de (3.4) para la
métrica (3.1) es la métrica estacionaria de Lewis.[25], dada en
la notacién de [19]

1—n C 1+n
f=ar ™" — pe + (3.12)
k=—Af (3.13)
et = p(* -1/ (3.14)

T2 2
I= - A (3.15)
con 1+

A= 4 (3.16)

naf

Las constantes n, a, b, y ¢ son reales o complejas y las solu-
ciones correspondientes pertenecen a la clase de Weyl o a la
de Lewis. Para la clase de Lewis estas constantes estan dadas
por

n =1im, (3.17)

1
a = 5(@% — b%) + ialbl, (318)
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a1a9 + blbg )

b= 3.19
21 adte (3.19)

1
c= §m(af + b7), (3.20)

donde m, aq, by, a; y by son constantes reales que satisfacen
a162 — Clgbl =1 (321)

Las ecuaciones (3.17)-(3.21) revelan que si los valores de los
parametros n y @ o n y b son conocidos, podemos obtener
el parametro ¢. Sin embargo, conociendo n y ¢ no podemos
obtener a y b. Los coeficientes métricos (3.12)-(3.15) tomando
en cuenta (3.18)-(3.21) resultan [25]

[ = (a} —b¥)rcos(mlogr) + 2a;birsen(mlogr), (3.22)

k= —(ajag — biby)r cos(mlogr) — (arby + azby)rsen(mlogr),

(3.23)
e’ =r—(1+m?)/2, (3.24)
[ = —(a; — b3)rcos(mlogr) — 2azbyrsen(mlogr), (3.25)

3.3 Geodésicas

Las ecuaciones que gobiernan a las curvas geodésicas, pueden
derivarse del lagrangeano
dz* dz”
=Qu——
AN dN

donde A es un parametro afin a lo largo de las geodésicas. Para

2L (3.26)

geodésicas tipo tiempo A es el tiempo propio. Del problema
extremal resultan las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (a,c) oL _, -

d\ \ i~ Oz~
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y de ellas obtenemos las geodésicas dadas por
P4 Tg,a0%8 = (3.28)

donde el punto significa derivacion respecto de A. Para el es-
paciotiempo dado por la ecuacién (3.1), el lagrangeano (3.26)
es

2 = —fi2+ et (P + ) +14?, (3.29)

y las ecuaciones de las geodésicas (3.28), resultan

lf’—l—kk’t-__l_ k' — K .

Di + 5 5 rp =0 (3.30)
% + e (f12 = 2o — "¢ + ' (P2 4+ %) =0 (3.31)
P plii=0 (3.32)
. fE —kf . I'+kk
D¢ + %fﬁ. + / z; rp=0 (3.33)

Los correspondientes momentos candnicos a (3.29) son

oL

R T fi—kd, (3.34)
pr = —aa—f = b, (3.35)
p. = —a@—f = "2, (3.36)

Py = _g—g = ki + 1. (3.37)

Las integrales de movimiento se obtienen de las ecuaciones de

Euler-Lagrange (3.27)

dpt . @/: .
=5 =0 (3.38)
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dp. 0L

D8, 0, (3.39)

dp¢ oL
e _ 2 3.40

y las cantidades conservadas son
pr = F, p, = P, ps = L, (3.41)

donde las constantes E, P y L representan respectivamente la
energia total de la particula de prueba, su momento a lo largo
del eje z y su momento angular a lo largo del eje z. Partiendo

de (3.34), (3.36), (3.37), (3.41), tenemos
. 1

i = =5 (Lk + EI), (3.42)
i = Pet, (3.43)

o1

¢ = 5 (Lf = ER), (3.44)

y en lugar de integrar (3.31) podemos usar el elemento de
linea (3.1) para obtener

—e=—f {2+ 2%i¢p+ (1 + %) + 1 §*, (3.45)

donde € = 0,1 o —1 si las geodésicas son nulas, tipo tiempo o
tipo espacio respectivamente.

3.4 Geodésicas Circulares

Ahora nos restringiremos al estudio de geodésicas circulares
suponiendo que

F=:=0, =0, ¢=0, (3.46)
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de modo que (3.31) resulta;.
12— 2k'id — I'd* = 0. (3.47)

La velocidad angular de la particula de prueba esta dada por

w= =, (3.48)
[
que usando (3.47) podemos reescribir como
1
w=7 (=K & (K + f1)'1?] (3.49)

Para un espaciotiempo estacionario la velocidad normal W*
de la particula definida como el cambio en el desplazamiento
normal a 7 = (1,0,0,0) respecto a su desplazamiento para-
lelo a 7, donde 7" es un vector de Killing tipo tiempo, es

[16]

-1
W = [(_900)1/2 (dmo + gﬂd%)] Ve (3.50)
Yoo
donde
VH = (—goadxa,d:vl,d:UQ,d:z:?’) . (3.51)
oo

y los indices latinos van de 1 a 3. Considerando la métrica
(3.1) y las expresiones para w, (3.48), entonces (3.50), resulta
W — (kw,(),(),fw).

FA(f = kw)

El médulo de W*, definido por W? = W#W,,, y usando (3.52)

€s

(3.52)

Dw

W=

(3.53)
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Podemos escribir (3.45) considerando (3.48)

€
i f— 2kw — lw°. (3.54)
Sustituyendo (3.53) en (3.54) obtenemos

€ D*f

—= (1 - W? 3.55

12 (D+kW)2( ) (3:55)
que muestra que las geodésicas circulares son tipo tiempo,
nulas o tipo espacio para W <1, W =1,0 W > 1, respecti-
vamente.

3.5 Espaciotiempo interior

Con el fin de comenzar a comprender el significado fisico de
los parametros que aparecen en el espaciotiempo de Lewis,
estudiaremos un espaciotiempo interior lleno de un fluido ani-
sotropo estacionario, que genera al de Lewis. Las ecuaciones
de Einstein que describen este fluido, estan dadas por

1
R, =k (TW — §QWT) ) (3.56)
donde el tensor de energia-momento 7, esta dado por

T = (p+P)uyuy+P.gu+(Ps—P)K,Ku,+(P,—P,)S,5,.

(3.57)
En (3.57) p es la densidad de energia, P, P, y Py son las
presiones principales y u,, K, y S, son cuadrivectores que
satisfacen

wout =—1  K,K'=8,8"=1, (3.58)

K, u*=S,u"=K,S" =0 (3.59)
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Considerando la fuente bajo rotacion rigida y eligiendo las
coordenadas en un sistema comovil, obtenemos para u*, K*

y S* usando (3.1) y (3.58),(3.59),

1
uh — (m,o,o,o) , (3.60)

; L f1/2
M:<Dfl/2,o,o, 5 (3.61)

s = (0,0,e7#/%,0), (3.62)

Calculando el tensor de energia-momento (3.57) usando (3.1)
y (3.60)-(3.62) conseguimos que las componentes no nulas son

k
T(?:—p Tf:PT T;:PZ T:)?:P(b T??:?(p‘l‘Pd,)
(3.63)

Observemos que T;; = 0, y que por tanto la componente co-
rrespondiente de las ecuaciones de campo de Einstein (3.56),

(5 = (3.61)

resulta

D

donde hemos usado (3.6). Integrando (3.64) obtenemos
fE —kf =¢D, (3.65)

donde ¢ es una constante de integracion.
El tensor de vorticidad w,g de la materia adentro del cilindro
esta dado por

1 1
Wap = 5(’&&;5 —Uga) + §(ua;yu”u5 —ug,u’uy).  (3.66)
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Con (3.1) y (3.60) obtenemos las componentes no nulas de
(3.66),

1 (K kf'
El vector de vorticidad w® es por definicion

1207

Ww® = 5917u5 Weys s (3.68)

y con (3.1) y (3.60) y (3.67) obtenemos
3010 /
W= L8 (k . ki) . (3.69)

" 2 Der f

Ahora, calculando la magnitud de w® a partir de (3.69) y
considerando (3.22), tenemos

(wo w)'/? = inp/z. (3.70)
Por consiguiente, vemos de (3.70) que ¢ mide la vorticidad del
cilindro.
Aunque no resolvimos todas las ecuaciones de campo interio-
res para la fuente general (3.57), puede demostrarse que la
solucién existe. En la referencia [20] por ejemplo, se da un
conjunto completo de soluciones de las ecuaciones de campo
para una fuente constituida por un fluido perfecto, acopladas
a las correspondiente soluciones exteriores. Otra solucién in-
terior es la de van Stockum [37], con presién nula. Debido a
su importancia, la solucion de van Stockum sera tratada en
un capitulo separado.
En la superficie de discontinuidad ¥, r = R, que separa el
interior del cilindro lleno con un fluido anisétropo estaciona-
rio, de su exterior descrito por el espaciotiempo de Lewis,
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las condiciones de acoplamiento son las de Darmois [10]. Es-
tas condiciones establecen que la primera y la segunda forma
fundamental deben ser continuas. Fligiendo las mismas coor-
denadas para los espaciotiempo interior y exterior, esta condi-
ciones resultan

90 — a5, =0, (3.71)

[ —gt] . =0, (3.72)

donde los indices — y + se refieren a los espaciotiempo inte-
riores y exteriores respectivamente.
En r = R considerando (3.12)-(3.15), (3.65) y (3.71),(3.72)

obtenemos

(3.73)

Por lo tanto, partiendo de (3.70) y (3.73) tenemos que la cons-
tante ¢ mide la vorticidad de la fuente descrita como un cilin-
dro lleno de un fluido anisétropo rotando rigidamente. Para
que la vorticidad de la fuente sea cero, £ = 0, necesitamos
para la clase de Weyl que ¢ = 0. Sin embargo, para la clase
de Lewis, gracias a que (3.20) se satisface, para esta misma
condicién necesitamos que m = 0 puesto que ai + b7 # 0.

3.6 Escalares de Cartan

Podemos hacer una caracterizacion local completa del espa-
ciotiempo a través de los escalares de Cartan, que son las
componentes del tensor de Riemann y de sus derivadas co-
variantes calculadas en un sistema de referencia constante (ver

Apéndice A).
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Calculando las componentes de Cartan para la métrica de
Weyl, obtenemos

1

Uy =2 (n2 ~ 1) p(n*+3)/2 Vo=, = —nl,, (3.74)
21/2 2
Vo = Ve = BT <n4 - 1) p=3(n +3)/4, (3.75)

1/2

VU = V) = —%n (n? —1) r=2 ) (3.76)

2!/ -3(n?+3)/4

VUy = VWsy = BETE (n2 + 3) (n2 - 1) r (n*+3)/ )
(3.77)
A partir de los escalares de Cartan nosotros vemos que sola-
mente n ayuda a curvar para la clase de métricas de Weyl.
Por tanto puede demostrarse que los escalares de Cartan para

la métrica estatica de Levi-Civita,

> 1 -
ds? = —r7™ dr? 4N (de? 4 d2?) 4+ =T dg?, (3.78)
a

son idénticos a los de la métrica de Lewis de la clase de Weyl.
Por consiguiente, desde el punto de vista de la curvatura,
la métrica estitica de Levi-Civita (3.78) y la métrica esta-
cionaria de la clase de Weyl son indistinguibles. Sin embargo,
como mostraremos mas adelante, estas dos métricas poseen
comportamientos topologicos muy diferentes.

La transformacion [7]

dr = a*(dt + bdg), (3.79)

do = l[—c dt + (n — bc) dg), (3.80)

n
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lleva la métrica (3.1) a la (3.78). Sin embargo, puesto que
¢ =0y ¢ = 2m han sido identificados, 7 definido en (3.79)
asume una naturaleza periddica a menos que b = 0 [7]. Por
otra parte, la nueva coordenada ¢ barre de —oo a co. Con el
fin de transformar globalmente la métrica de Lewis de clase
Weyl, a la métrica de Levi-Civita, tenemos que hacer b = 0
y ¢ = 0. Notemos que en este caso, partiendo de la trans-
formacion (3.79) y (3.80), 7 y ¢ resultan respectivamente el
tiempo verdadero y la coordenada angular. Por tanto, pode-
mos decir que b y ¢ son responsables de la no estaticidad de
esta familia de soluciones en la métrica de Lewis.

Calculando ahora los escalares de Cartan para la clase de
Lewis con (3.22)-(3.25), obtenemos

1 2
Uy = (m?+1) =972, (3.81)
\IIO = \I;4 = —im\IIQ, (382)
21/2 >
VUg = VUsy = —Wim (m4 — 1) p3(m _3)/4, (3.83)
21/2 >
Vg = Vil = ——im (m? —1) 2= (3.84)
12 2 2 3(m?-3)/4
Vqlgll = vqlgol = 3—2 (m — 3) (m —|— 1) r . (385)

Vemos que para la clase de Weyl también, sélo un parametro,
m, curva el espaciotiempo.
Usando la transformacion

dé = dp+ 9 dt, (3.86)

donde
)= —— (3.87)
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la métrica (3.1) puede ser diagonalizada. Para poder tener
una transformacion de coordenadas integral, ¥ debe ser cons-
tante; por tanto, a partir de (3.24) y (3.26), m = 0. Esto
implica, tomando en cuenta (3.18) y (3.21), que n = 0 y que
¢ = 0. Por tanto, el elemento de linea resulta

r

2 _
ds =
2 2

A2 + 172 (dr? + d2?) — r(a? — b2) ddP. (3.88)

Este es un caso particular de la métrica de Levi-Civita. Al
contrario que en el caso de la clase de Weyl, los escalares de
Cartan para la clase de Lewis son distinguibles de los de la
métrica de Levi-Civita, excepto para m = 0. Mas aun, no hay
ningun valor de m para el cual los escalares de Cartan sean
todos ceros, y esto significa a su vez, que la clase de Lewis no
incluye a Minkowski como una clase especial.

3.7 Limite newtoniano y el efecto Aharanov-
Bohm en la clase de Weyl

En el limite newtoniano el término de la vorticidad es despre-
ciable, entonces, de (3.73) ¢ &~ 0, y recordando (3.12)

f=é"v, (3.89)
entonces U es 1
U =20logr + ;loga, (3.90)
donde o esta dada por
1
o= Z(l —n). (3.91)

En la teorfa newtoniana, (3.90) es el potencial gravitacional
de una linea infinita y uniforme con una masa por unidad de
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longitud igual a 0. La constante (1/2) log a en(3.90) representa
el potencial arbitrario y constante que existe en la solucién
newtoniana. Existen geodésicas circulares tipo tiempo 0 <
n <1, 00 < o < 1/4, como era de esperarse en el analogo
newtoniano. Cuando o = 1/4 las geodésicas circulares se
vuelven nulas.

La métrica (3.12)-(3.15) tiene curvatura infinita de acuerdo
a los escalares de Cartan (3.74)-(3.77), a lo largo del eje z
en r = 0 para todos los n excepton = +1, 1. e, o = 0
y 1/2 de acuerdo con (3.91). Por tanto, las métricas de la
clase de Weyl tienen una singularidad a lo largo del eje r = 0,
por consiguiente podemos decir que este espaciotiempo estd
generado por una fuente lineal uniforme e infinita de densidad
0<o<1/4

Considerando el limite estatico para las métricas de la clase
de Weyl cuandon =1, (6 =0) y b = ¢ =0, tenemos de (3.1)

2
ds? = —di? + dr® + d2* + —d?, (3.92)
a

dando lugar a un espaciotiempo localmente plano. En este
caso (3.92) representa el espaciotiempo generado por una cuer-
da a lo largo del eje de simetria con densidad de energia lineal

¢ dado por [26]
1 1

siendo a > 1. Por tanto la constante a directamente vinculada
al andlogo gravitacional del efecto Aharanov-Bohm [12]. Este
efecto muestra que la gravitacion depende de la estructura
topologica del espaciotiempo dando lugar a un déficit angular
0 igual a

1
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como en el efecto Aharanov-Bohm electromagnético, donde
una cantidad clasicamente no observable, (el vector poten-
cial), resulta observable (parte de ella) a través de un efecto
cuantico no local. Su analogo gravitacional permite que una
cantidad (newtoniana) no observable (la constante adicional
al potencial newtoniano) resulte observable en la teoria rela-
tivista a través del déficit angular en las cuerdas.
Considerando ¢ = 0y n =1 (0 = 0) en (3.1) tenemos de
(3.12)-(3.15) y (3.79)

2

ds* = —dr? — 2ba'?dr do + dr® + dz* + (r— —b? a) d¢?,
a
(3.95)

produciendo un espaciotiempo localmente plano. En este caso
(3.95) representa el espaciotiempo exterior a una cuerda gi-
rando a lo largo del eje de simetria [17] con la misma densidad
de energia lineal ¢ dada por (3.93) y momento angular .J dado
por

1
J = —Zbal/Q, (3.96)

puesto que a > 1.

Como ha sido demostrado [17], una particula escalar cuantica
moviéndose alrededor de una cuerda césmica rotante como la
dada por (3.95), exhibe un factor de fase proporcional a .J, en
su momento angular; una reminiscencia evidente del efecto
Aharanov-Bohm. Vale la pena mencionar que incluso en el
caso b = 0 aparece un efecto tipo Aharanov-Bohm (de una
clase diferente) como se comentd en el caso estatico, puesto
que el espectro del momento angular difiere del usual, sélo si
a>1.



Capitulo

4

Geodésicas en Espaciotiempo

de la clase de Weyl

4.1 Introduccién

En este capitulo estudiaremos geodésicas circulares, radiales
y a lo largo del eje z para la clase de Weyl. Supondremos
diferentes valores para los parametros. en particular enfati-
zaremos las propiedades de confinamiento que surge en los
espaciotiempo de la clase de Weyl. Llamaremos la atenciéon
también acerca de una fuerza de un origen no newtoniano que
aparece a lo largo del eje z.

4.2 Geodésicas circulares

Discutiremos la expresiéon (3.49) para la velocidad angular
y la velocidad tangencial (3.53). Con el fin de exhibir mas
claramente el papel de los parametros, consideraremos dos
casos diferentes, cuando b=0,c#0y b# 0,¢ = 0.

4.2.1 Casob=0,c#0

Para este caso, sustituyendo la métrica (3.12)-(3.15) en (3.49),
obtenemos

39
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[ [

donde wy es la velocidad angular cuando el espaciotiempo es
estatico dado por la métrica de Levi-Civita,

we = 1_—na2r_2” = 20 a?r2te=1) (4.2)
14+n 1 —20

y hemos usado (3.91).

A partir de (4.2) podemos ver que cuando el defecto topolégico
a decrece el angulo total alrededor del eje z, siendo a > 1,
entonces incrementa la velocidad angular. La situacion se
invierte para a < 1.

El término ¢/(1—40) representa una correccién de arrastre de
sistema de referencia inercial al caso estatico, similar al que
aparece en el caso de la métrica de Kerr [30] o en el campo de
un monopolo magnético masivo y cargado[8]. La presencia de
¢ en ese término resulta inteligible cuando recordamos que este
parametro mide la vorticidad de la fuente caracterizada por
un cilindro anisétropo rotando rigidamente [11]. Este término
aumenta o disminuye el médulo de w si la vorticidad esta
respectivamente en la misma direccion o en la opuesta que la
rotacién de una particula de prueba. Mas aun, el término de
arrastre se incrementa por la masa newtoniana por unidad de
longitud. Calculando la velocidad tangencial de la particula,
(3.53), tomando en cuenta (3.12)-(3.15) y (3.56), obtenemos

n 2\ —1
W = <£iw0)’“_<1iw0”2) , (4.3)
n

a na

- [ﬁ + WO] [1 + WO%] R (4.4)
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donde Wj es la velocidad en el espaciotiempo estatico de Levi-
Civita,
1—n 20

Wy = = 4.5
 1+n 1-20 (4.5)
que también puede ser reescrita como
T,TL
Wo = —Wwo, (46)
a

mostrando claramente el limite newtoniano Wy = rwy. Pode-
mos ver que el término de dragado (cr'~*)/[a(1 — 40)] para
bajas densidades de energia 'y a = 1 es proporcional a la vorti-
cidad por el radio. Sin embargo, vale la pena senalar que este
ultimo término decrece con a y mas atn, puesto que Wy < 1,
W también decrece con a. Por tanto, tenemos un efecto de
dragado, corregido por un defecto topologico. Con el fin de
entender porqué W decrece con a, a diferencia de la velocidad
angular, que crece con a, debemos observar que la longitud
de arco A a lo largo de una trayectoria circular en este caso
con n = 1, resulta dA = (r/a'/?)d¢. Por consiguiente, para un
d¢ dado, dA decrece con a creciente, explicando por tanto el
decrecimiento de W. Por otra parte, para un A dado, d¢ crece
con a, explicando porqué la velocidad angular también crece
con a. Este argumento no esta exento de problemas. Cierta-
mente, si ¢ = 0, el espaciotiempo se reduce al espaciotiempo
estatico de Levi-Civita, pero la velocidad tangencial Wy no
se ve afectada por a, contrario al argumento de arriba. Lo
mismo sera cierto para el siguiente caso que discutiremos mas
abajo, con respecto a b.

Notemos también aqui, en este caso, que ¢ no juega el papel
de ningun defecto topoldgico, i.e., no aparece en el término
métrico [, y por consiguiente esta restringido a su efecto de
dragado del sistema de referencia.
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Considerando (3.54) y (3.12)-(3.15), obtenemos

rn+1

€ 2 —2n ¢ G2
il 0 (w n) , (4.7)
y usando (3.91), resulta
e o 2 (1—40) 4
t-—2 = P (a r — wo) = mar (48)

Podemos ver de (4.7) que para geodésicas circulares las condi-
ciones para orbitas tipo tiempo, nulas y tipo espacio, corres-
pondientemente 0 < o < 1/4,0 = 1/4y 1/4 <o < 1/2, no
son afectadas por la vorticidad ¢ de la fuente.

4.2.2 Caso b#0,c=0

Para este caso, luego de sustituir (3.12)-(3.15) en (3.49), ob-
tenemos b & 1
oo wolbwo £ 1) (4.9)

1 —b2d

Ahora tenemos dos clases de términos que aparecen en (4.8).
Por una parte la velocidad angular correspondiente al espa-
ciotiempo de Levi-Civita corregido por el factor 1 — b%w?, y
por otra parte, el término de arrastre topologico del sistema,
asociado con b. Lo llamamos arrastre topoldgico del sistema
porque b produce también un defecto topoldgico, para dis-
tinguirlo del arrastre del sistema engendrado por ¢ que no
produce defectos topoldgicos en el caso previo. El aumento
de w con b se interpreta como sigue. En el caso n = 1, el
elemento de linea (3.1) toma la forma

2
ds® = —dt? —2ba/2dt dp+dr? +dz*+ (T— — bZa) dé?. (4.10)
a



Geodésicas en Espaciotiempo de la clase de Weyl 43

por tanto, partiendo de (4.9) la longitud de arco A a lo largo
de la trayectoria circular esta dada por

2 1/2
dA\ = (— — 62a) do (4.11)
a
Asi, para un dA dado, b’s mayores conducen a ¢ ’s mayores y
por consiguiente a mayores velocidades angulares.
Considerando (3.54) y (3.12)-(3.15), obtenemos

2

t,% = ar (14 bw)? — %uﬂ, (4.12)
y usando (3.90), (4.2), (4.8), resulta
€ rrtl 1 —4do
t-—2 = (1$bw0)_27(a2r_2n—w3) = (1$bw0)_2ﬁar4a
(4.13)

Observemos de (4.12) que para geodésicas circulares la con-
dicion para orbitas tipo tiempo, nulas y tipo espacio son las
mismas que en el caso b=01y ¢ # 0.

Calculando la velocidad tangencial de la particula (3.53) con

(3.12)-(3.15), obtenemos

r?’L

W = —wo = Who. (4.14)
A partir de (4.13) vemos que la velocidad de la particula no
se ve afectada por b, de hecho, su velocidad es la misma que
la que se obtuvo en el espaciotiempo de Levi-Civita. Enfati-
cemos que b no produce arrastre del sistema sobre W sino un
arrastre topolégico sobre w. Mientras que en el caso previo vi-
mos que ¢ producia un arrastre sobre W sin producir defectos
topologicos.
En el caso general, b # 0 y ¢ # 0 ambos parametros con-
tribuyen de una manera complicada al arrastre de los sistemas

y a efectos topoldgicos.
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4.3 Geodésicas

Sustituyendo (3.42)-(3.44) en (3.45), tenemos una expresion
para la rapidez radial de la particula de prueba,

. _ [ k f _

F=eH <E2ﬁ + 2ELﬁ —€— LQE — P #) . (4.15)
Restringiremos el estudio de las geodésicas a 0 < n < 1, que
es la condicion para geodésicas circulares tipo tiempo, como

es de esperarse en el andlogo newtoniano [11].
Partiendo de (3.14) y (3.15), obtenemos

p= pr0i2 (4.16)
que significa que si P # 0, las particulas incrementan su ve-
locidad a lo largo de z cuando se distancian radialmente del
eje, mientras que disminuyen su velocidad axial cuando se
mueven radialmente hacia el eje. Este resultado indica que
aparece una fuerza paralela al eje z. En el caso planon =1
tal efecto desaparece mostrando su naturaleza no newtoniana.
Partiendo de (3.14) y (3.32) se sigue que

253
— 4.1
L (4.17)

1—n
3?2 =

por tanto, esta fuerza tiende a amortiguar cualquier movi-
miento a lo largo del eje z cada vez que la particula se apro-
xime al eje, esta tendencia se revierte en el caso contrario.
Un resultado similar se obtiene en el espaciotiempo de van
Stockum (vea el capitulo (5)), aunque en ese caso el efecto
esta relacionado con la vorticidad de la fuente, mientras que en
nuestro caso ni b ni ¢ aparecen en (4.15). Vale la pena senalar
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que en el campo de cuerpos rotantes axialmente simétricos [6],
también aparecen fuerzas no newtonianas paralelas al eje z,
sin embargo estas fuerzas estan directamente relacionadas con
el espin de la fuente. En un universo rotante estacionario ha
sido notado también un potencial repulsivo a lo largo del eje
de rotacién [32]. Ahora estudiemos (4.14) para los dos casos
considerados para geodésicas circulares y nos concentraremos

en particulas nulas y tipo tiempo, i.e., e =0y 1.

4.3.1 Casob=0,c#0

Para este caso, sustituyendo (3.12)-(3.15), en (4.14), obtene-
mos

2 = ==y — V()] (4.18)
donde
1 c\?
T (E - L—) >0, (4.19)
a n

V(r)= ert™n 4 p2p=n)(3+n)/2 4 ,r2.-2n o () (4.20)

La aceleracion radial de la particula es, recordando (4.17)

1—(1—n)2/2[_(1 _ n)2V0 — (1 — n)(l + n)c rl=n

Fo= lp
1
+(1 4+ n)?al?r —2n — (1 —n)(1 + n)PQT(l_”)(3+”)/2].
(4.21)
Partiendo de (4.19) conseguimos
! _ _ -n __ 2,,—1-2n
Viir) = (1 —=n)er 2nal’r (4.92)

+1(1 = n)(3 + n) P21 H1-n)B+n)/2,
La ecuacién V /(r) = 0 tiene una solucién, digamos r = r,
que satisface

1
QnaLQTC_I_Qn — (1—n)6rc_n—|—5(1—n)(3—|—n)P2rc_1+(1_n)(3+n)/2.
(4.23)
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Puesto que

V//(r) = — [n(l — n)e r—" 4+ 2n(2n + 1)aL2r_1_2”

1
+1(1 —n)( 3—|—n (5 L—n)(3+n)—1)
P2 —14(1-n)(3+n /2
(4.24)
y con (4.22) tenemos

viey = Hu-wena
+1(1 = n)(3+n) (20 + 1(1 = n)(3 +n))

P2rc—1—|—(1—n)(3+n)/2

(4.25)
Por otra parte, partiendo de (4.19), si € # 0 y/o P # 0, tene-
mos que cuando r — 0 0 oo, W(r) — oco. Mas atin, partiendo
de (4.24) se tiene que V"(r.) > 0, por tanto, la ecuacién
V'(r) = 0 tiene una sola solucién r = r. y corresponde a un
minimo.
Observemos que en este caso el parametro ¢ afecta sélo a Vg,
(ver ecuacién (4.18)) modificando la energia de la particula y
salvo esto, dejando a la geodésica indistinguible del caso del

espaciotiempo estatico de Levi-Civita.
Caso e=0, P=0
Partiendo de (4.19) y (4.20) tenemos
V(r) =al*r ", (4.26)

1 2
R e [—(1=n)Vo+ (1 +n)?al® "] . (4.27)



Geodésicas en Espaciotiempo de la clase de Weyl 47

Una particula nula con r grande se acerca a z con aceleracion
negativa decreciente, ¥ < 0 y rapidez creciente r. Su rapi-
dez alcanza un maximo en 7 = 0 y luego comienza a dis-
minuir puesto que la aceleracion se vuelve positiva, ¥ > 0. La
particula nula llega a una distancia minima r = rpy;, cuando
r=0y Vo =V(r). En r = rpm la particula nula es reflejada
a infinito, r — oo cuando 7 — 0.

Caso e #0, P=10
A partir de (4.19) y (4.20), tenemos

Vi(r) = er'™™ 4 al*r ", (4.28)
j=dp=1=0-n)?/2 —(1=n)*Vo— (1 —=n)(1 +n)er'—"+

1 4+ n)2al?r—2|.
(
(4.29)

Para este caso Vo = V(r) tiene dos raices reales, digamos
Tmin ¥ Tmax-Una particulas tipo tiempo que se acerque a z es
reflejada en r = rp;, y se mueve hacia afuera hasta cuando
7 =0 en r = rmax repitiendo incesantemente esta trayectoria.
Esta clase de confinamiento de la particula de prueba también
ha sido conseguido en el espaciotiempo de van Stockum (vea
el capitulo (5)). En este caso si el movimiento es circular,
r = 0, hay drbitas estables porque V/(r) tiene un minimo.

Caso P #0

En este caso mientras la particula se mueve a lo largo del eje
z, de acuerdo con (4.15), hay un confinamiento similar al caso
previo en el plano z = constante. El efecto de P, si € # 0
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es disminuir el ry;, v el rpax a los que llega la particula. Es
interesante notar que incluso si € = 0 la particula nula tiene
una trayectoria similar en el plano z = constante, que no esta
permitida si P = 0, como fue descrito anteriormente.

4.3.2 Casob#0,c=0

Para este caso la sustitucién (3.12)-(3.15), en (4.14) resulta
P2 =~ Y - v ()], (4.30)

donde |
Vo=—E*>0, (4.31)
a

V(r) = ert™ 4 PLOMGI2 Lo (L 4 bR > 0. (4.32)

Vemos que contrario a ¢, b afecta a V(r) y no a V, modificando
el momento angular de la particula de prueba. Partiendo
de (4.31) observamos que incluso si L. = 0 hay un momento
angular actuando sobre la particula. La diferencia entre los
parametros b y ¢ es de esperarse a partir de nuestro analisis
de las geodésicas circulares. Para L. Z 0y 0y e = 0,P =
0;P = 0; y P # 0 el comportamiento de las geodésicas es
cualitativamente similar al caso b =10, ¢ # 0 con L # 0.



Capitulo

5]

El Espaciotiempo de van
Stockum

5.1 Introduccién

La fuente mas importante estudiada hasta ahora para el es-
paciotiempo de Lewis es un cilindro de polvo rotando rigida-
mente. Esto fue considerado por vez primera por van Stockum
[37] en 1937 donde dio una solucién completa incluyendo las
condiciones de acoplamiento apropiadas. Ese fue un articulo
realmente adelantado a su tiempo. En este capitulo nosotros
presentamos el acoplamiento de esta fuente y mostramos que
puede producir cualquiera de las dos clases dependiendo de
los valores de sus parametros. Estudiaremos con profundidad
el movimiento geodésico de las particulas de prueba adentro
del polvo de van Stockum. Veremos que la propiedad de confi-
namiento surge naturalmente y sugeriremos posibles vinculos
de esta fuente con las explicaciones fisicas de los jets extra-
galacticos.

49
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5.2 Polvo acoplado al espaciotiempo de Lewis
rotando rigidamente

Un cilindro de polvo rotando rigidamente y con shear nulo, se
describe a través de un tensor de energia-momento

Tyww = pUytiy, (5.1)

donde p es la densidad de energia, y u, es la cuadriveloci-
dad que satisface u#u, = —1. La solucién a las ecuaciones de
Einstein (3.56) para la métrica (3.1) estd dada por

f=1, k= wr?, p= —wr? [=r? (1 — a2r2) ,
(5.2)
donde w es una constante positiva arbitraria. La densidad de
energia y la cuadrivelocidad resultan

kp = 4w? e’

, ut =4y, (5.3)

donde & es la constante de acoplamiento gravitacional.

En un punto distante r = r; a partir del eje podemos hacer
una transformacién de coordenadas puramente local al sis-
tema localmente no rotante (SLNR) [7]

dé = do+ ——dt. (5.4)

En este sistema la métrica tiene una forma diagonal cerca
de ri. Puesto que el SLNR tiene velocidad angular —a(1 —

w?r?)~! con respecto al sistema comévil, la velocidad angular

del fluido con respecto al SLNR es w = w(l — w?r})~'. A
medida que r; — 0, w — w, de tal forma que podemos tomar
w como la velocidad angular en el eje.

Acoplando el cilindro de polvo rotando rigidamente (5.2) en
r = R ala métrica exterior de Lewis dada por la clase de Weyl



El Espaciotiempo de van Stockum 51

(3.12)-(3.15) y la clase de Lewis (3.22)-(3.25) satisfaciendo las
condiciones de acoplamiento (3.71) y (3.72), da las siguientes
soluciones. Para wR < 1/2 (caso 1)

2 2
f=—r [QQ cosh(2N 1n r)+ a 4P sinh(2N 1n r)] ,
a
(5.5)
k=—r [cosh(?N In r)+ é sinh(2N 1n T)] , (5.6)
a
[ = isinh(?N In r), (5.7)
a
r\ 2NV?-1/2
P=Al—= ; 5.8
e=a(5) (538)
y para wR > 1/2 (caso I1I)
Inha? — 32
f=r [25 sin(2N 1n r) + MCOS(QN In T)] \
a
(5.9)
k=r [sin(?N Inr)— éCOS(QN In r)] , (5.10)
a
[ = icos(QN In r), (5.11)
a
o\ —2N?-1/2
b= — . 5.12
‘ <R) (5:12)
Las constantes a, 3, N y X estan dadas por, para el caso |
1 5 152\ 1/2
N_§<1—4w]%) : (5.13)
(1 — 4w?R?)'/?
o=, (5.14)
1—9 2321/2
B=—— (5.15)

Quwd3R4
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A=, (5.16)
y para el caso 111
1
N = 5(4w?1a32 —1)"2, (5.17)
(4w?R? — 1)'/2
o= e T , (5.18)
2w?R* — 1
b= (5.19)
A= eV (5.20)

Caso 11, i.e., wR = 1/2, es definido por van Stockum [37] a
través de un proceso de limite del caso 1. Este también es un
limite del caso IIl. Sin embargo, debe ser enfatizado que la
sustitucion directa de wR = 1/2 en los casos [ y III no provee
el resultado correcto. La solucion I de van Stockum pertenece
a la clase Weyl donde los parametros reales n,a,by ¢ asumen
los siguientes valores

n=(1—-4wr")" (5.21)
a= % (5.22)
b=t (5.23)

o? — 32

«

Cc =

N; (5.24)

mientras que la solucion Il de van Stockum pertenece a la
clase de Lewis, donde los parametros reales m, ay, by, as y b,
asumen los siguientes valores
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m = (4w?R? = 1), (5.25)
by = 0, (5.26)
1
a9 —a, (527)
a); = ﬁ, (528)
b
b = —a. (5.29)

A modo de entender mejor las métricas de la clase de Lewis,
consideremos brevemente la métrica de la clase de Weyl. No-
sotros demostramos en el Capitulo (3) (3.91) que la masa
newtoniana por unidad de longitud esta dada por

o= i(l —n), (5.30)

donde n es una constante real. Asi, de (5.21) y (5.30), tenemos

o= i 1= (1—4w?RBH)'?) (5.31)

para el caso I. Para w?R? < 1, esta expresién se reduce a

o~ §w232. (5.32)
Este es el mismo resultado obtenido por Bonnor [7] en esta
aproximacion. Usando este resultado él establecio un limite
inferior para la densidad lineal de masa en el caso Il ( wR <
1/2), obteniendo 1/8. Nosotros creemos que un mejor limite
inferior podria ser dado directamente por (5.31), que es o =
1/4. El valor 0 = 1/4 representa la frontera entre las métricas
de la clase de Weyl y las de la clase de Lewis, al menos para
el caso de van Stockum.
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Retornando a la clase de Lewis, es importante notar que los es-
calares de Cartan no admiten un espaciotiempo de Minkowski.
Esto esta en acuerdo con la existencia de un limite inferior
para o en la solucion Il de van Stockum puesto que con este
limite inferior la fuente no puede ser hecha vacio, y por tanto
la solucion exterior no puede ser Minkowski.

Los escalares de Cartan imponen un limite superior al para-
metro m, dado por

m < 34% (5.33)

puesto que para valores de m mas grandes que éste, la singu-
laridad esta en r = co y no en r = (. Cuando sustituimos este
valor en (5.25) considerando la igualdad, se tiene que wR = 1,
lo cual concuerda con el resultado de Bonnor [7].

5.3 Geodésicas en el espacio de van Stockum

Aqui nosotros consideraremos la integracion general de las
geodésicas para la métrica (3.1) obtenidas en (3.42)-(3.44) y
la expresién que viene del elemento de linea (3.45), y susti-
tuyendo la solucién (5.2), obtenemos

i=E(1-wr?)+wl, (5.34)
i = P’ (5.35)
|
¢=L— —wk, (5.36)
T

—e= %4 2wr2t'g.b'—|— e_w27"2(7*2 + Z'Q) +(1- w2r2)r2$2, (5.37)

donde las constantes F, P y L representan respectivamente
la energia total de la particula de prueba, su momentum a
lo largo de z y su momentum angular alrededor del eje z;
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y € = 0,1 o —1 si las geodésicas son nulas, tipo tiempo o
tipo espacio. En lo que sigue nosotros estaremos interesados
solamente en las geodésicas nulas y tipo tiempo.

Restringiremos el estudio del movimiento geodésico de las
particulas de prueba, que se hara en la préxima seccion, al
caso 0 < wr < 1 puesto que en wr = 1 el circulo de este
radio alrededor del eje es una curva cerrada nula. Para valo-
res mayores, wr > | representa curvas tipo tiempo cerradas

alrededor del eje [7].

5.4 Movimiento Geodésico en el espaciotiem-
po de van Stockum

Derivando (5.37) con respecto al parametro afin a lo largo
de las geodésicas y sustituyendo en (5.34), (5.35), (5.36) y
definiendo

0<z=wr <1, (5.38)

obtenemos

1 2
i = wlze® <2wEL —e— FE?2? _9p2e” +w?l 4:6 ) .

A partir de (5.39), tenemos que

= wle” l—e (14 22%) — 2P2% (1 + 42%) + QEQQ(:E)] :

' (5.40)

donde las primas se refieren a diferenciacion con respecto a x
y

3 3 3
g(x)= C? (—x4 + 53:2 — 5) —|—C’(2x6—|—x4)—x8—5x6’ (5.41)
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con /
w

C=—. 5.42

! (5.42)

Si L <£0,0C <0, tenemos a partir de (5.41) g < 0, lo cual

significa tomando en cuenta (5.40) que &' < 0. Perosi L. > 0

puesto que a partir de (5.41),
3 5 )
9(0) = —5C* <0, g(1)=—33C—C* <0,  (543)

y no hay raices C reales para g(z) = 0 en el intervalo 0 < z <
1, tenemos también que g(z) < 0. Por consiguiente, &’ < 0
para L > 0. Por tanto z es decreciente para valores crecientes
de = para L < 0, tanto como para L > 0.

Por otra parte, haciendo

2 w2L2
Vo = B*+2wE L—e, V(iz) = E?z4Pie™ + R (5.44)
T
la ecuacién (5.37), puede ser escrita como
i? = w2 [Vp — V(2)]. (5.45)

Note que V() es no negativo. Asi, con el fin de que la
ecuacion (5.45) tenga sentido para x reales, debemos tener
Vo > 0, lo cual es equivalente a

1/2
E> (wi4e)" —wl. (5.46)
Para estudiar ulteriormente el movimiento de las particulas
de prueba, consideremos los casos cuando L = 0y L # 0
separadamente.

Caso A: L = 0, para este caso las ecuaciones (5.39) y (5.45),
resultan

i = —wlze” (6 + E*2? 2P2€I2) ) (5.47)
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b= we” [E(1 —a?) — (e + P?e)]. (5.48)
A partir de (5.48), vemos que para fotones moviéndose radial-
mente, ¢ = 0y P = 0, el maximo radio que el fotén puede
alcanzar es x = 1. La aceleracion de estos fotones es cero en el
eje de simetria, y aumenta exponencialmente con su direccion
siempre hacia adentro a medida que = aumenta. Como un
resultado, todos ellos seran arrastrados hacia atras cuando al-
cancen el radio maximo x = 1, donde su velocidad es cero.
A medida que ellos se mueven hacia adentro a partir de alli,
alcanzan el eje con una velocidad no nula y son reflejados
moviéndose hacia afuera. Este comportamiento se repetira
incesantemente.
Para fotones con P # 0 y/o particulas tipo tiempo el movi-
miento es similar a lo largo de x, y la diferencia esta en que el
radio maximo que ellas pueden alcanzar es menor que 1. Pero
mientras tanto ellos también tiene movimiento en la direccién
axial con una velocidad dada por (5.35),

i = Pe”, (5.49)

lo cual significa que la particula incrementa su velocidad a lo
largo de z cuando se distancia radialmente a partir del eje,
mientras que disminuye su velocidad axial cuando se mueve
radialmente hacia el eje. Vea la discusion sobre las fuerzas a
lo largo del eje z en II1.3.

Por consiguiente, esta clase de fotones y particulas tipo tiempo,
estan siempre confinadas adentro del cilindro x = 1. Observe-
mos que a pesar de que L = 0, las particulas tienen una
velocidad angular diferente de 0, puesto que (5.36), da

¢ =—wk, (5.50)

debido al arrastre del espaciotiempo.
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Caso B: L # 0. A partir de (5.44), conseguimos

2L2
V'(z) =2z (E2 + P2 — w$4 ) : (5.51)
Asi, V'(z) = 0 tiene tinicamente una solucién, digamos x =
x., que satisface
w? L?

E? 4 Pt = : (5.52)

xd
C

Por otra parte, a partir de la ecuacién (5.44) conseguimos que
cuando z — 0 o oo, V(z) — oo. Por tanto se concluye que
x = . es el punto donde V/(z) tiene un minimo. Vea la figura

(5.1)

Figura 5.1: La respuesta genérica de la funcién V(z), definida
en la ecuacién (12.4). La cual, presenta un tinico minimo en
T =z,

Partiendo de la ecuacién (5.45) y la figura (5.1) podemos ver
que si la ecuacion

Vo =V(z) =0, (5.53)
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tiene dos raices reales, digamos Tuyin ¥ Tmax con 0 < &y <
Tmax < 1, entonces el movimiento de las particulas de prueba
estara confinado adentro de la concha Ty < 2 < Tmax. Ol la
ecuacion (5.53) tiene sélo una raiz real, digamos = x¢ con
0 < z¢o < 1, entonces el movimiento estara confinado afuera
del cilindro x = xo. Note que las particulas de prueba con
L # 0 nunca pueden alcanzar el eje + = 0 puesto que en
este caso las aceleraciones en el eje son infinitamente grandes
y dirigidas hacia afuera (Ver (5.39)). Asi cualquier particula
tanto tipo tiempo como nula moviéndose inicialmente hacia
adentro sera halada hacia afuera antes de que alcance el eje
por una enorme fuerza proporcional a 2. Esto indica que el
colapso gravitacional de un cilindro con rotaciéon nunca puede
desarrollar singularidades en el eje, y en su lugar después de
colapsar a lo largo del radio rebotara hacia afuera [34], [35],
[3]. Si la ecuacién (5.53) no tiene solucién real en el intervalo
0 < z < 1, significa que el movimiento de las particulas de
prueba esta prohibido. Por tanto, estudiar su movimiento
se reduce al estudio de las raices de la ecuacion (5.53) para
0 < 2 < 1. De la figura (5.1) nosotros podemos ver que el
numero de raices depende crucialmente del hecho de si z. < 1.
Claramente si . > 1 el nimero de raices de la ecuacién (5.53)
es uno o cero, dependiendo de si

AV =Vo— V(1) =2wEL — (e + w?L? + eP?),  (5.54)

es mayor que o igual a cero o menor que cero respectivamente.
Cuando z. < 1, la ecuacién (5.53) tendra dos, una o cero
raices dependiendo de si

8V = Vo — Viuim, (5.55)

es mayor que, igual a o menor que cero respectivamente. Para
ver si el minimo de V(z) ocurre adentro del cilindro z =1 o
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no, es suficiente considerar V'(z) dada por la ecuacién (5.50)
en r = 1 es mayor que, igual a o menor que cero. Cuando
V'(1) > 0, nosotros debemos tener z. < 1; cuando V'(1) = 0,
tenemos . = 1, y cuando V'(1) < 0 debemos tener z. > 1.

Ver figura (5.2).

y v Y
| |
|
N |
Ly . 1 !
NN 70 a |
: |I ! ! I 4 r‘ 1, ! a-.x
01, Tt X o % : % 0pn o
| |
| |
w [ o ! ]
Figura 5.2: Tres casos diferentes para la funciéon V(z):
() Vi(z=1)=0; (b) V(z=1)<0;y (¢) V'(z=1) > 0.
A partir de la ecuacién (5.51) conseguimos que
Vie=1)=2 | — (w*L* — eP?)]. (5.56)
asi tenemos los siguientes tres subcasos distinguibles
(i) |5 >=2, BP=w?l?—eP? (5.57)
(i) |B>|ar B <wl?—eP? (5.58)
(v217) E* > wl? — eP% (5.59)

Considerémoslo caso por caso.
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Caso B(i): A partir de las ecuaciones (5.46) y (5.54) con-
seguimos que cuando

L <0 or L >0, E < (e +w?L? +eP?),

(5.60)

es valida, nosotros tenemos AV < 0. Puesto que en el presente

2wl

caso V'(z = 1) = 0 (Ver ecuacién (5.58)), entonces tenemos
que AV = V5 — V(1) = Vo — Vipin < 0. De modo que para
cualquier z siempre tenemos que 2 = w2z2e” Vo —V(z)] <
0. En otras palabras, en estos dos subcasos el movimiento de
la particula de prueba esta prohibido. Cuando AV > 0, lo
cual es equivalente a

1
L >0, B2 go(e+ W22 4 eP?), (5.61)

w

y cuando la ecuacion (5.46) se cumple, la ecuacion (5.53) tiene
una solucién, ¥ = xg en la cual el movimiento esta confinado
afuera del cilindro = (. Ver figura (5.2)a.

Caso B(ii): De la ecuacién (5.54) nosotros conseguimos que
cuando se satisface la ecuacion (5.60), entonces la ecuacién
(5.53) no tiene raices reales para 0 < z < 1. Por tanto el
movimiento en este caso esta prohibido. Cuando las ecua-
ciones (5.46) y (5.61) se cumplen, la ecuacién (5.53) tiene una
solucion real * = xp para 0 < x < 1. En este caso el mo-
vimiento esta confinado fuera del cilindro x = xy. Ver figura
(5.2)b.

Caso B(iii): De la figura (5.2)c podemos ver que cuando
AV > 0y la ecuacién (5.46) se satisface, la ecuacion (5.53)
tiene una solucion real © = xq. Asi, en este caso el movimiento
esta confinado afuera del cilindro x = zg. Cuando AV < 0,
la naturaleza de las raices de la ecuacién (5.53) depende de
los signos de ¢V, definido por (5.55). En particular, cuando
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oV > 0, la ecuacion (5.53) tiene dos soluciones reales & = Zyin
Yy T = Tmax, ¥ €l movimiento esta confinado adentro de la
concha Tpin < © < Tpax. Mientras mas grande sea 0V mas
angosta es la concha. A medida que §V — 0%, la concha se
vuelve infinitamente delgada. Cuando V' < 0, la ecuacion
(5.60) no tiene solucién y el movimiento esta prohibido.

5.5 Discusion y Conclusiones

Del movimiento geodésico de particulas de prueba en un cilin-
dro lleno de polvo rigidamente rotante surgen aspectos in-
teresantes. Kl espaciotiempo generado por la solucién de
van Stockum produce la propiedad de confinamiento para
particulas de prueba. Eso significa que las particulas estan
constrenidas a moverse incesantemente entre dos conchas del
cilindro. Esta propiedad fue notificada en el espaciotiempo de
Godel [14] independientemente por Kundt [21] y por Chan-
drasekhar y Wright [9].

Mostramos que las particulas nulas pueden alcanzar el radio
maximo ¥ = 1 que es el limite causal del espaciotiempo de
Stockum, cuando P = L = 0. En este caso las particulas nulas
se mueven radialmente entre los ejes, x = 0y = 1 donde
ellas asumen velocidades nulas. A pesar de que L. = 0 estas
particulas tienen velocidad angular diferente de cero debido
al arrastre del espaciotiempo. Si P # 0 y/o las particulas son
masivas, el movimiento radial es similar pero no alcanza hasta
x = 1. Mientras tanto ellas tienen un movimiento a lo largo
del eje, aumentando su velocidad axial cuando se distancian
radialmente del eje, y disminuyendo su velocidad axial cuando
se mueven hacia el eje.

Si las particulas de prueba tienen L # 0, nunca alcanzaran
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x = 0 puesto que en este caso las aceleraciones en el eje
son infinitamente grandes y dirigidas hacia afuera. Asi cual-
quier particula nula o masiva inicialmente moviéndose en la
direccion del eje sera halada hacia afuera antes de que alcance
el eje del cilindro. Este hecho indica que el colapso gravita-
cional de un cilindro rotante lleno con materia nunca podra
desarrollar singularidades sobre el eje [34], [3], [14]. En este
caso las particulas de prueba pueden abandonar o estar con-
finadas adentro del cilindro + = —1 dependiendo del valor de
sus parametros iniciales F, Py L.

En galaxias activas aparecen jets extragalacticos y se han su-
gerido varios modelos para tratar de explicar su origen. Un
modelo clésico es el Blanford y Rees [4], [5]. En su modelo
se supone que un plasma caliente esta continuamente siendo
generado en el centro de la galaxia. FEl objeto central esta
rodeado por una nube de gas rotante gravitacionalmente con-
finada. La presion térmica de esta nube de gas constrine el
flujo hacia afuera del plasma relativista dentro de dos canales
opuestos. Un flujo en equilibrio es posible solamente si la
forma del canal se ajusta de tal manera que se forme una bo-
quilla donde la presion externa caiga a la mitad de su valor
central. La forma del canal se supone que se ajuste por si
misma a una boquilla de Laval. Se sabe que esta configu-
racion, con un fluido ligero soportando un fluido pesado en un
campo gravitacional, es inestable. Recientemente, Goncalves,
Jatenco Pereira y Opher [15] sugirieron que las sondas de
Alfvén creadas por encima del abrupto gradiente de densi-
dad cerca de nucleos galacticos son el origen de los jets extra-
galacticos. La rotaciéon diferencial y el movimiento turbulento
en los nicleos galacticos crean un campo magnético bipolar
por accién dinamo y la torsion y la reconexion de las lineas del
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campo magnético producen ondas de Alfvén. Se han inves-
tigado algunos mecanismos de amortiguamiento de las ondas
de Alfvén.

Senalemos aqui que el confinamiento de las particulas de prueba
en la direccién radial pudiera proveer otra fuente para la for-
macién de jets extragalacticos. Nuestro argumento es como
sigue. El campo gravitacional producido por los jets usual-
mente es despreciable comparado con el producido por la ma-
teria en el centro de la galaxia. Asi, en una aproximacion de
primer orden, es suficiente modelar los jets como hechos de
particulas de prueba. También, casi todas las galaxias estan
rotando, como un primer paso podemos modelar el centro de
la galaxia como un cilindro rotante. Esta aproximacion luce
razonable en lo que concierne al campo gravitacional en el
centro de la galaxia rotante, aunque nosotros admitimos que
es ciertamente altamente simplificado. Asumiendo que el mo-
delo simplificado de arriba pueda capturar alguna esencia de
la fisica, nosotros podemos ver que el confinamiento pueda
relacionarse con los jets. Ciertamente, para que esta idea
realmente funcione, se deberian construir modelos realistas.
Por ejemplo, una nube de polvo rotando con simetria axial y
asintoticamente plana en las tres dimensiones espaciales como
la considerada en la referencia [6].



Capitulo

6

Espaciotiempo de Levi-Civita
con Constante Cosmolégica

6.1 Introduccién

Aqui nosotros presentamos la soluciéon general a las ecuaciones
de campo de Einstein para un espaciotiempo vacio, estatico
y cilindricamente simétrico con constante cosmoldgica. Dare-
mos los detalles para obtener la solucion puesto que apenas
recientemente es cuando se ha conseguido dicha solucion. La
forma final de la métrica estara restringida al caso de cons-
tante cosmologica positiva y al final del capitulo sugeriremos
una posible fuente para este espaciotiempo. Todavia se conoce
muy poco acerca de las propiedades fisicas y geométricas de
esta solucion.

6.2 Ecuaciones de Campo

El elemento de linea general para un espaciotiempo estatico y
cilindricamente simétrico estd dado por (2.1). Las ecuaciones
de campo de Einstein en el vacio, con constante cosmoldgica

A pueden ser escritas como
R,:w = Ag,uu (61)
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y sus componentes no nulas tomando en cuenta (2.1), son

LM\’

2e* DRy = — (3) = 2e" DA, (6.2)
S\

2e"DRS = — (f) = 2¢" DA, (6.3)

D/ D// f/l/

2R = — " 22—+ =2A 4
D/

2322 = —ILLH — ﬁblﬁ = 2e*A. (65)

Restando (6.3) de (6.2) obtenemos

(%) =0, (6.6)

y sumando (6.3) y (6.2) obtenemos

n"

Restando (6.5) de (6.7) e integrando, tenemos
g 2/ + i

Iu’ - D D’

donde § es una constante de integracion.

6.3 Integracion de las Ecuaciones de Campo

Con el fin de integrar (6.5) hacemos la transformacién

dR = " dr, (6.9)
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y definimos G como

G = Det?. (6.10)
Con (6.9) y (6.10) podemos reescribir como

G 430G =0 (6.11)

donde el * denota diferenciacion con respecto a R. Las solu-
ciones de (6.11) son para A > 0,

G = C cos [(3A)2 R + Chsen |(3A)7 R| ; (6.12)
para A =0,
y para A < 0,
G = C} cosh [(BA)%R} + Cysenh [(SA)%R} ; (6.14)

donde C4 y (5 son constantes de integraciones. La solucion
(6.13) corresponde a la solucién vacia obtenida por Levi-Civita
[24].

Haciendo la sustitucion

(6.15)

en (6.6), en el nuevo sistema de coordenadas, tenemos
o1 _e (6.16)

donde v es una constante de integracion y ©(R) es una funcién
definida por

0= 7/ Gci];) w3 (6.17)
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donde ¢ es una constante arbitraria. Considerando (6.12),

(6.13), (6.14) y (6.17) se tiene para A > 0,

O = i - log {tan [(3/\)5 R+ %arctan (g)

BACE+ OO 2 C,
(6.18)
para A =0
0= Ol log(Ch + CHR) + & (6.19)
2
y para A < 0, con C7 > |Cy]
O = i —arctan MR + larctan <g> +¢£,
BIA[(CE = CF)]* 2 2 C2
(6.20)

y con Cy > |C4],

0= i - log |[tanh [(3 |A|)%R + arctan (g)] ‘—I—f,
BIA[(CF = CP)]? C2
(6.21)
y con Cy = (7,
v 1
O=+———F—exp|+(3|A|R)2| + £ (6.22)
(BlADzC { }
La ecuacion (6.8) puede ser reescrita como
3 G* 4
=t 2 6.23
y sustituyendo GG a partir de (6.16) en (6.23), obtenemos
3 G* §
—ut = —4+ -0 6.24
=Gt (6.24)

La integracion de (6.24) resulta

exp @u) — aGlexp (%@) . (6.25)
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Donde « es una constante de integracion. La ecuacion (6.25),
tomando en cuenta (6.18)-(6.22) da las soluciones para u(R).
En lo que sigue nosotros nos restringiremos al estudio del caso
A>0.

La ecuacion (6.3) con (6.9) y (6.10) resulta

N\
(TG) +20G =0, (6.26)

y con (6.12) y (6.18) después de integrar
I(R) = Csexp l(g) 04] G*/3, (6.27)
v

donde C3 y C4 son constantes de integracién y O(R) y G(R)
estan dadas respectivamente por (6.12) y (6.18).
Restando (6.5) de (6.4) y recordando (6.7), (6.23) y (6.27),

obtenemos
36A (CF + C2) = 9CF + 467 + 6C40. (6.28)

Si tomamos C de (6.28) y lo sustituimos en (6.12) conseguimos
una expresion para (G cuyo limite cuando A — 0 provee la
solucién vacia (6.13) de Levi-Civita.

La misma conclusion puede ser obtenida si uno trabaja el caso
A <.

Asi, la solucion vacia mas general, estatica y cilindricamente
simétrica con constante cosmoldgica positiva estda dada por

(6.25), (6.27), (6.28) y

G(R)* e—H(R)
I(R) ’

J(R) = (6.29)

donde G(R) esta dada por (6.12).
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6.4 Algunos Comentarios

En la literatura podemos conseguir otra solucion dada por
Linet [27]. Sin embargo, esa solucién es un caso particular
de la nuestra. En ella el autor supuso que la métrica debia
ser singular en el eje z. Las ecuaciones de campo no imponen
ninguna restriccién sobre las constantes €y y C5. Haciendo
C; = 0 en nuestra solucion obtenemos la solucion de Linet.
Una posible fuente para la métrica de Levi-Civita con cons-
tante cosmoldgica positiva es un cilindro lleno con polvo es-
tatico y constante cosmologica positiva, la cual caracteriza al
universo estatico de Einstein. Por consiguiente, a diferencia
de la solucion de Levi-Civita que tiene al espaciotiempo de
Minkowski como fondo, la solucién de Levi-Civita con cons-
tante cosmologica positiva puede tener al universo de de Sitter
como fondo.



Capitulo

7

Espaciotiempo de Lewis con
Constante Cosmolégica

7.1 Introduccion

Aqui nosotros presentamos la soluciéon general a las ecuaciones
de campo de Einstein para un espaciotiempo vacio, estacio-
nario y cilindricamente simétrico con constante cosmoldgica
[31]. Daremos los detalles para obtener la solucién puesto
que, al igual que en al caso de la métrica de Levi-Civita, ape-
nas recientemente es cuando se ha conseguido dicha solucion.
Daremos la solucion general tanto para constante cosmoldgica
positiva como negativa. Veremos que solo si es negativa po-
dremos considerarle una posible fuente. Al igual que en el
caso estatico, todavia se conoce muy poco acerca de las pro-
piedades fisicas y geométricas de este espaciotiempo.

7.2 Ecuaciones de Campo

El elemento de linea general para un espaciotiempo estacio-
nario y cilindricamente simétrico esta dado por (3.1). Las
ecuaciones de campo de Einstein en el vacio, con constante
cosmoldgica A son (4.1) y sus componentes no nulas, tomando
en cuenta (3.1), son y sus componentes no nulas tomando en

71
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cuenta (2.1), son

20 Ry = — =5 (SIUF = U~ KK 4 R = 2060,
(7.1)
N A
2Ry = —p" =/ D gt ﬁ(w + f1) = 2Ae, (7.2)
D/
2Ry = —p" — ' — o= = 2A.¢e" (7.3)
260 Ry = 1" — — ( iy — %z 12— kKU + 1k’2) — 2AeH,
(7.4)
! |
26/ Ry = —K"+ ( JUR 4 SUPK — k f’l’) — 2Aek (7.5)

Considerando (7.1), (7.4) y (7.5) obtenemos para RY + Rj la
simple expresion

D//

Realizando las siguientes restas: (7.1) 2/ menos (7.4) z f, (7.4)
zk menos (7.5) zl,y (7.1) xk menos (7.5) = f, obtenemos res-
pectivamente

Restando (6.5) de (6.7) e integrando, tenemos

/"= ) (7.7)

-
= ) ) o8

(kf’ 1%

(7.9)

'\h
N——
.C’
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7.3 Integracion de las Ecuaciones de Campo

El sistema de ecuaciones (6.7)-(7.9) no es independiente, una
de las ecuaciones es consecuencia de las dos restantes. Consi-
deremos (6.7) y (7.8) y hagamos uso de la misma sustitucion
introducida por van Stockum [37],

f k

U =

entonces tenemos

Du' ' Dv' \’
=0 = 0. 7.11
(u+v2) ’ (u+) (7-1)

La solucién de (7.11) se puede escribir como

u' = 0'(u+v?), v = &' (u+ v?), (7.12)
donde © y ® satisfacen
(DO =0, (D®') =0. (7.13)
A partir de (7.13), tenemos
= A0 + B, (7.14)

donde A y B son constantes, y (7.14) implica, partiendo de
(7.12), que
v=Au+ B, (7.15)

y el sistema (7.12) se reduce a

u/

A?u? 4+ (2AB + 1)u + B?

~ 0 (7.16)
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Cuando A£O0y B=0o0bienA=0yB#0,0A=B=0,1la
métrica (3.1) puede reducirse a través de una transformacion
lineal, al caso estatico, que ha sido estudiado en el capitulo 6.
La integracién de (7.16) arroja los siguientes resultados en los

cuales introducimos nuevas constantes a y 3.

i. Para4AB+1 >0,

[ 1 «
D= Esenh (25 ) (7.17)

= — COSh (2/8 ) — Esenh (2/8 ) (718)

[ o? + ﬁQ «
D= —203 cosh ( ) senh (ﬁ(ﬂ) , (7.19)

y sustituyendo (7.3) y (7.17 (7 19) en (7.2), tenemos

D" 1D 2D,
M:iy—?5+7¥56’ (7.20)

ii. Para4AB+1 =0,

—- = — 21
k 1

—=—-—-0-1 7.22

P Lo, (122
f B

S _9g_ P 2
5 ¢ 2@ (7.23)

y sustituyendo (7.3) y (7.21)-(7.23) en (7.2), tenemos
g2 1D (7.24)
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iil. Para 4AB +1 <0,

) 1 «
D= Esen (956) (7.25)

B « I} «
= — oS <%®) - sen <%®) , (7.26)

I « a? — (3 «
D= —203 cos (%6) — - sen (25 ) , (7.27)

y sustituyendo (7.3) y (7.25)-(7.27) en (7.2), tenemos

D" o1D QA D
D' 2D 832D

!/

= (7.28)
Podemos hacer atin dos integraciones. Restando (7.3) de (7.6)
e integrando, resulta

D«

— 7.29
ot (7.29)

/

7

y luego de integrar (7.13) tenemos

0
o= (7.30)

donde v y 4 son constantes de integracion.

7.4 Transformacion de Variables

Definiendo la transformacion
di = e"?dr, U = Det?, (7.31)
podemos expresar (7.13) como

U™ 4 3A =0, (7.32)
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donde el asterisco denota diferenciacién con respecto a la va-
riable 7. Las soluciones de (7.32) son

U = () cosh <\/3 |A|F) + Cysenh <\/3 |A|f) A <0
(7.33)

U = () cos <\/3 |A|f) + Cysen <\/3 |A|f) A >0; (7.35)

donde C; y C5 son constantes de integracién. La solucion
(7.34) da la métrica vacia obtenida por Lewis [25] discutida
en el capitulo (3).

Con la transformacién (7.31) podemos escribir (7.29) y (7.30),
como

gﬂ* 374—%3 (7.36)
@:% (7.37)
e integrando resulta
et = cWexp (60) (7.38)
O =70+ (7.39)

donde € y ( son constantes de integracion y para el caso A < 0,
) esta dado por

= W arctan ‘senh (\/3 |A|7 + arctan hg—;)
Cl > |02|,
(7.40)
1
Q:;———%WGFMMﬂ Cy = 40y, (7.41)

J3IAIC)
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0= Wm log ‘tanh [% (\/3 |A|7 4 arctan hg—;)} ‘

02 > |01|,
(7.42)
Para A =0 ]
sy
y para A > 0

log

1
tanh [5 <\/3 |A|7 + arctan h%)] ‘ .

(7.44)
Ahora tenemos p(7), O(7) y D(7), puesto que (7.38) puede

1
\BIANCE + 2

expresarse como
1

D? = —W?exp (—69). (7.45)
€

Sustituyendo en (7.20), (7.24) y (7.28) las expresiones (7.29),
(7.30), (7.33) y (7.35), obtenemos las siguientes relaciones en-
tre las constantes:

i. Para 4AB +1 >0

1 3a?~y?
2 2y L2 _ )
BANCE = C3) + 304 Jr =0, A<0; (746)
1 3a?y?
—C2 4+ -42 =0 A = 0; 7.47
2 + 4 + 16/82 ? ’ ( )
1 3a?y?
—3A(CE+CH + - 62 =0 A>0; (7.48
( 1 —I_ 2) —I_ 4 —I_ 1662 Y > 3 ( )

il. Para 4AB +1 =0

1
3|A|(CF = CH + 152 =0, A<O0; (7.49)
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1
—CH 07 =0,  A=0; (7.50)
2 2 1 2

iii. Para 4AB +1 <0

1 3aty?
2 2 v _ .
3IA(CT = C5) + 45 1632 0, A <0; (7.52)
1 3a?y?
—C2 4 5% — = A=0; .
Cy + 1 163 , 0; (7.53)
1 3a?qy?
—3A(CF+C5) + -6° — =0 A>0. (7.54
( 1 -I' 2) -I' 4 16/82 ) > ( )

La métrica (3.1) con la transformacién (7.31) esta dada por
ds®* = —fdt* + 2k dodt + di* + e dz* + 1 do?, (7.55)

y ahora las ecuaciones de Einstein estan completamente re-
sueltas porque podemos obtener f(7), k(7), I(7) a partir de
(7.17)-(7.19), (7.21)-(7.23) y (7.25)-(7.27), y pu(7) de (7.38).

7.5 Algunos Comentarios

En la literatura podemos conseguir esta solucion en una forma
diferente[20] que es menos conveniente porque elige las coorde-
nadas de tal forma que es dificil de obtener el limite estatico.
Una posible fuente para la métrica de Lewis con constante
cosmoldgica negativa es un cilindro lleno de polvo homogéneo
y anisétropo, rotante, descrito por el universo de Godel.



Capitulo

8

Apéndice A

En este apéndice presentaremos los pasos principales para cal-
cular los escalares de Cartan. Las referencias dan los detalles
de como obtenerlos y las expresiones usadas corresponden a la
clase de métricas Weyl, porque para las clases de Levi-Civita
y Lewis basta con sustituir en ellas los valores apropiados.
Los escalares de Cartan pueden calcularse usando el sistema
de computacién algebraico SHEEP [13], el programa CLASSI
[1] y su interface con REDUCE [29]. La implementacién prac-
tica de estos algoritmos trabaja con espinores en lugar de con
tensores, ya que de esta manera se logra un mejor manejo
de las simetrias. MacCallum y Aman [28] encontraron un
conjunto minimo de escalares de Cartan algebraicamente in-
dependientes en el formalismo espinorial, que para soluciones
en el vacio, como en las métricas de la clase de Weyl, son
hasta primer orden:

0" derivada : W4, A=(0,..,4);
1" derivada. : VWU g/, A=(0,...,5), B =(0,1);

donde W 4 es el espinor de Weyly VW 45/ es la primera derivada
covariante simetrizada de W4 [29].

Con el fin de calcular los escalares de Cartan para las métrica
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de la clase de Weyl, elegimos la siguiente tétrada de Lorentz:

2
0° = Jrdi—-d
Vit 77 %

91 = ﬁ T dg@,
0? = erl? dr,
0> = e"?dz.

Puesto que los escalares de Cartan se calculan en el forma-
lismo espinorial, debemos usar un sistema nulo, que puede ser
definido a partir de la tétrada anterior, como

W= 00+ 00,
wl — L(&O o 91)

V2 s 8.1
w? o= %(92 +16°), (8.1)
w3 %(02 —16°)

Siguiendo las técnicas usuales [18], conseguimos que el sistema
nulo estandar esta dado por la transformacion

0 na—cr )1/2 0

w = (na—l—cr” /
1/2
-1 __ na+cr 1
w - (na cr”) (82)
Wt o= W? ,
o = Wi

El sistema de Lorentz estandar que le corresponde puede con-
seguirse usando (8.1), y resulta

6° = na (m)l/2 (dt + bdyp),

_ 1/2

0 s -k, s
gQ = e,u/? d?“,

63 = 6#/2 dZ
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En el sistema nulo estandar, los escalares de Cartan resultan

ser
v, = —x(n®— 1)r=(*+3)/2,
Uy = U, = —nly,
VU = Vs = —YL2p(nt —1)r=*+3)/4) (8.4)
VU0 = VUuy = —?Qn(n2 - 1) r_(”2+3)/4,
VU, = VVUszy = 3—22(712 +3)(n? — 1) pm(n?+3)/4,

Puesto que en la primera derivada no aparece informacién
nueva, no es necesario calcular la segunda derivada.



Nilton O. Santos
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