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Polinomios de Bernoulli y Numeros de Bernoulli *

Glauco Alfredo Lépez Diaz

Abstract

En estas notas estudiaremos a los Polinomios de Bernoulli, los
cuales en este caso los definiremos a traves de coeficientes binomiales;
su conexién con las sumas de las ¢-ésimas potencias de los primeros
enteros positivos, sus propiedades basicas y una sucesion particular de
ndimeros racionales que ellos generan, llamados Nimeros de Bernoulli,
a traves de una férmula de recurrencia. Por 1ltimo, presentamos el
teorema cldsico de Von Staudt-Clausen, que describe completamente
los denominadores de los Nimero de Bernoulli, y una férmula multi-
plicativa para los Polinomios de Bernoulli.

1 Introduccion

Es conocido el hecho de que la suma de los n primeros enteros positivos,
sus cuadrados o sus cubos son problemas elementales en teoria de nimeros
y conducen a las férmulas:

N N N
N(N —1) 5 N(N—-1)(2N +1) 5 N2?(N+1)?2

(1.1)
En perticular, es de interés el hecho que:

N N 2
> nt= (Zn) . (1.2)

n=1

Su generalizaciéon a potencias superiores estd ligada con el nombre de
Jacobo Bernoulli (1654-1705).

* This research was partially supported by CDCHT-ULA under proyect C-677-94-05-E.
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2 Los Coeficientes Binomiales

En esta seccién estudiaremos funciones de potencias del tipo

N
an, para ¢ > 1 (2.3)

n=1

y las expresaremos en términos de los coeficientes binomiales.

Definicion 2.1 Para cada entero j > 0 definimos los polinomios de variable
real x fj(x) como:

zx—1)...(x—j+1)
12...5

folz) =1y fij(z) = , para todo j > 1. (2.4)

Observation. Notese que para los valores de x enteros con x > 0 se verifica:

i) = (%) 25)

Por tal motivo usaremos la notacion:
()
J
para indicar los polinomios de (2.4) de ahora en adelante.
Lema 2.2 Para todo M, N € Z con 0 < M < N se cumple:

j;; () -G -(1) 20

Demostracién. Por las férmulas (2.5) y (2.4) se tiene

(m)_m(x—l)...(x.—j%—l)

L] = , para todo j > 1.
j 12...j bat )=

En particular,

< x >:x(x—1)...(:n—j+2)

j—1 12...(j—1)

, para todo j > 2.
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Entonces, para todo j > 2 resulta

< x )+<x> :x(:n—l)...(:c—j+2)+:p(x—1)...(x—j+1)
J

i —1 j 12...(G-1) 12...5

B (x + 1>
i .
De donde,

T r+1 .
+ = ara todo j > 2.
<J—1> <> < j ) P /

Lo cual implica que:

<:§ii> = <a:> + (] 1> para todo j > 2.

En consecuencia,

(j) - <f1—1> < v 1> para todo j > 2. (2.7)

Asi, para M, N € Z con N > M > 0 se deduce que:

%()-50)-20)
(G- (15 (61)-(5)

(ﬁl) <]Af1>
j;: <Jj> - (jJXl) ) (j]\f1>'

Por consiguiente hemos obtenido el resultado del lema. ||

=z

Luego,

Observacién. Las potencias de z? para ¢ > 1 las podemos expresar como
combinacién lineal de los coeficientes binomiales, como veremos después. A
su vez, los coeficientes binomiales son polinomios que toman valores enteros
para valores enteros de la variable x; por lo tanto, ellos forman una base
para todos los polinomios en el anillo Z[z].
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Teorema 2.3 Para todo ¢ > 1 se tiene

2= Ay (j) , (2.8)

j=>0
para algunos Agj € Z con j > 0.

Demostracién. En primer lugar nétese que la suma en (2.8) debe ser finita,
ya que los términos j) son polinomios en = de grado j y el monomio

considerado tiene grado ¢. De donde,
Agj =0, para todo j > q. (2.9)

Por otra parte, podemos incluir el caso ¢ = 0 en (2.8); debido a que:

()1

Si elegimos Agg = 1, entonces

20 = Ago <“;”> . (2.10)

Ahora, evaluando en x = 0, para ¢ > 1 nos queda

0
(0= —
z —0—0.1—0<O).

Llamando A4 = 0, para todo ¢ > 1 obtenemos
0
07 = Ay NE (2.11)
Lo cual implica que debemos probar la férmula
I x
79 = Agil ). 2.12
> 5) .12

Lo cual haremos por induccién sobre q. En primer lugar, para ¢ = 1 se

verifica
xlzle.zzl-le.(x>.
1 1
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Si elegimos A1; = 1, entonces

1
() -Em)
j=1

En consecuencia, para ¢ = 1 la férmula (2.12) es cierta. Por hipdtesis de
induccién supongamos que para ¢ — 1 es valido que:

qg—1
_ x
xq 1 — ZA(q_l)j <J>
7j=1

para algunos A,_y); € Z con j=1,...,q— 1. Vedmoslo para ¢

l’q — :L‘q—l.x = (Z qu <j>) X = A(q—l)l (T) T + A(q_1)2 <§> €T+ ---
=1

T4 .—|—A(q_1)(q—1) 1.2...(¢g—1)
sle—1)
1.2

+A-1)(g-1) i _1'12)""_'(;:6__1(; *2) (z=g+1)+(g—1)

X
= A7t Ag-ne—7 5

xT
= A(qfl)li (x=1)+1) + A1) (x=2)+2)+---

- A(q_l)lx(xl_l) T A(Q—l)l% + A(q—l)gx(x — 1)2(36 —2)
+2A<q‘”2m(x1.;1) ot Ao o=, 1(;: _ (qq+_21))(x )
+Ha = DA™ _1.12).'.‘..(25—_1% =
= Ay + 2A<q—1>1x(ﬁ;1) + 2A(q—1)2$(xl.;1)
#34" _112)(; bt DAy _1.12)...'.'((;—_3 =

zz—1)...(x—q¢+2)(x—q+1)
1.2...(¢g—1)q

+qA(g-1)(¢-1)
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X

z x
= Ag-1n <1> +2 (A(q71)1 + A(q71)2) (2> +3 (A(q,1)2 + A(q,1)3) <3> N

X x
+(g =1 (Ag-1)g-2) + A-1)(-1) <q _ 1) +44g-1)g-1) <q> :

Esto es,
2= A )2 (A + Ag2) (5) 3 (Agne + Agns) (2] +
(=11 | 1 (=11 (¢=1)2) \ 9 (¢=1)2 (¢=1)3) \ 3

X X
+oo (0= 1) (Ag-1)g-2) T Ag-1(-1) <q _ 1) +4Ag-1)(g-1) < > :

q
Sean
Agj = j(Ag-1i-1) + Ag-13)>
para todo j =2,...,q =1y Ay = qA-1)(g-1)- (2.13)
Asi,
Agp =0paratodog>1y Ay = A(q—l)l =...=A; =1.
Luego,

X X X X
xd = Aql <1> + AqQ <2> 4+ 4 Aq(qfl) <(q . 1)) + Aqq <q>

$al)

J=1

Por consiguiente,
d x
zd = Zqu <]) , con Agyj € Z; para todo j =0,1,...,q.
j=1

Por lo tanto, la férmula (2.12) es cierta para g. Con lo cual se concluye
que el teorema es valido para todo ¢ > 1. ||

Observacién. Como las potencias de z en la férmula (2.12) deben coincidir
y 29 en el miembro derecho sélo en el término para j = g, se tiene

q z(z—1)...(x —qg—1)
= Aag <q> = A 12...q '
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De donde,
Aqyq = ¢!, para todo g > 1. (2.14)

Los ntimeros de la forma Gé = %, para 1 < j < g son llamados niimeros
de Stirling de segunda clase.

Corolario 2.4 Sea f € Z[z] un polinomio de grado n. Entonces,

fz) = ]z:Aj (j) (2.15)

para algunos A; € Z con j =0,1,...,n.

Demostracién. Como f € Z|x] es un polinomio de grado n tenemos

fl@)=> " apat,
k=0

para algunos ay € Z con k = 0,1,...,n. Entonces, por las férmulas (2.8) y
(2.9) aplicadas a x* para k= 0,1,...,n nos queda
n k " n n -
ro) = | Yo (1)) =3 (Laay | (1)
k=0 §=0 J §=0 \ k=j J
Asi,

flz) = ; zn:akAkj (;”)

7=0 \k=j
Luego, llamando
n
Aj = ap Ay para todo j =0,1,...,n
k=j
con A; € Z para todo j = 0,1,...,n. Por lo tanto, el resultado del corolario
es cierto. [ |

Observacion. Si f € Z es un polinomio de grado n con:

f(z) —jZZ:OAj (?)
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entonces la determinacion de los A; se obtiene mediante el siguiente sistema
de ecuaciones lineales:

f(0) =4
f(1) = Ao+ A1

f(2)=A0+ 4 (f) + Ay (2.16)

fln) = Ag+ A G) + Ay (g) +o o Ap (n7_11> + Ap.

Ahora, como los f(j) € Z para todo j = 0,1,...,n resulta que A; € Z
para todo j = 0,1,...,n; y ademads, estan univocamente determinados.

Teorema 2.5 Sean Agy; como en el teorema (2.3). Entonces,

J .
Ay = Z(—l)k <‘]7€) (j— k)4, para 0 <j<gq. (2.17)
k=0

Demostracién. Mediante la férmula (2.12), aplicada a k enteros positivos

se verifica
I k
kY = Al ).
> ()

Entonces, multiplicando por

()

y sumando sobre k£ =0,1,...,l se cumple
! ! q !
o (e Eorn () -Eagor ()0
k=0 k=0 j=1 j=1 k=0
Es decir,

Ser()e-Sagr ()6)

k=0 j=1 k=0
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Como 0 < k <1[,0<j<gqyson enteros se tiene

. . N q ! I k!
> Ag Y (-1)F (k) <a) - ZA“Z(‘”kkw—kﬂﬂ(k_j)!

= =5
=2 A ,éo(‘”kﬂ(zlij)! =i

- EA §<—”’“ () ===
=S () S () =S () v (75)
0 sea,

> () (5) = S () o (75)

De donde

3 () b= 2w () v (173).

Lo cual implica para [ = j que:
: -1\ < -1
k[t k[P N
St (3 25) = ek () =
k=l k=j
En caso contrario, para k = A + j resulta
1—

i(—l)’“ (12%) - D (37) = v S (7)o

A=0

Z(—l)k (Z) = 0, para todon > 1.
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En consecuencia,

l .
Z(—l)k (i:?) =0, para todo j # .
—

J

Asi,
kiljzo(—nk @ K = ;A” <§> kz;(_l)k (li:jj) A
O bien, |
%(—1)’C (;ﬂ) k= Ag(—1)"
A su vez,
= 0 ()= e (o

Por consiguiente,

Aql = zl:(—n’” (é) k9.

k=0

Llamando, A = k — [ se deduce que:

Luego,
l
Ag =Y (-1 <z N A) 1+ N1
A=—1

Ahora, llamando m = —\ nos queda
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Por otra parte, como

-m __ m ! _ l .
()™ =(-1)"y (l > = (m) para todo m =0,1,...,1

tenemos que

S ()@= I () (1=

m=l
Por lo tanto,

PR Sttt () 1=

m=0

Con lo cual se concluye que

J )
Agj = Z(—l)k (i) (j— k), para0<j <gq.
k=0

3 Los Polinomios de Bernoulli

En esta seccién estudiaremos unos polinomios particulares, los “Polinomios
de Bernoulli”, y su conexién con la suma de las ¢-ésimas potencias de los n
primeros enteros positivos.

Definicién 3.1 Los polinomios de Bernoulli denotados por By(z) se definen
de la siguiente manera:

x
By(z) = qZA(q,l)j <j N 1> + By para todo g > 1 (3.18)
Jj=0

donde By es una constante aditiva que serd determinada luego.

Teorema 3.2 Los polinomios de Bernoulli By(x) para ¢ > 1 satisfacen la
siguiente formula de sumacion para todo M < N:

N-—1 1
D = g (B (N) = Byya (M) (3.19)
n=M
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Demostracién. De acuerdo con la férmula (2.8)

- ga()

320

y la férmula (2.7)

x z+1 T .
— — >
(j) <j n 1) <j n 1) , para todo 5 > 1

se verifica
=34, (f) =2 Ay ((?ﬂ) ) (JL)) |

Jj=0
Esto es,
q_ A z+1 B T
aosan () -(7): o
j=0

Entonces,

N-1 N—1 . n nt1 n

2 =2 A‘”<J>_Z. A"j<<ﬂ+1>_<3+1>>

n=M n=M 3>0 n=M j>0

= n+1 n N M
o3 (G1)-G1) =2 () - (1)

- <A‘” <j]+vl> ! (fofV) = <A‘” (j]+W1) - (fofp) '

>0
Es decir,
= N B M B
oo (1) ) S () )
s I+ (e+1)?) = g+l (g+1)

Asi por la férmula (2.9) se tiene

S (40 (50) i) - 2 (2 ()~ o)

Jj=0 J+l Jj=0
_ i A N n By _ i A M B By
N PT\j+1 (g +1)2 = YP\j+1 (g+1)2
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Luego por la definicién (3.1) nos queda

> (40 (;20) + ) _JZ<A () -t

Jj=0 =
1
VRS (Bg+1(N) — Bg11(M)) , para todo M < N.
Por lo tanto, se obtiene el resultado del teorema. 5

Corolario 3.3 Los polinomios de Bernoulli Bq(x) para ¢ > 1 satisfacen las
siguientes relaciones:

B,(0) = By, para todo g > 1 (3.21)
B,(1) = By, para todo g > 2 (3.22)
Bl(l) =1+5B

Demostracién. Por la férmula (2.9) tenemos

q
T
Bo) =03 Aoy (1) + o= a X Ao (1) + B
J=0

7>0

O bien,

q
x
r) = CIZA(q—l)j (j L 1> + By, para todo ¢ > 1. (3.23)
=0
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Entonces, evaluando los polinomios By(x) para ¢ > 1 en 2z = 0y
x = 1, respectivamente; y usando el hecho que:

Ago =0, para todo g >1

tenemos
q
0 0
By(0) =q) A, <j + 1) + By = qAg-1)0 <1> + By = By, para g >1
j=0
q
1 1
Bi(z) = qZA(q—l)j (j + 1> + By = qAg-1)0 (1> + By = By, para g > 2.
j=0
Asi,

By(x) = By, para todo ¢ > 1; y B,y(1) = B, para todo g > 2.

En particular,

1 1
1 1 1
Bi(1) = ZA(1—1)]' <j " 1) + By = ZAOJ' <j + 1> + B1Aoo <1) + By
7=0 7=0
=1+ Bj.
Luego,
Bl(l) =1+ B;.
Por lo tanto, las relaciones del corolario son validas. ||

Teorema 3.4 Para todo ¢ > 1 el polinomio de Bernoulli By(x) viene dado
por la formula:
z? By a1 Bq,Q x? Bq,1 X Bq

_ 2! B L T2 (304
p R T P s A s T i s R TR

Demostracién. Usando la férmula (3.20) se verifica:

o lG0) - () R e ) - G)

320

=2 (qu <fﬂ> ! <qBj+11>2> B ; <qu <j R 1> ! <qBi+11)2> '

J20
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Esto es,

+1 B+1 T B+1
1 =3 (A4, a S (A4 1 .
‘ §<“(3+1>+<q+1>2> ;(qj(ﬁl)*(wn?)

Entonces, por la férmula (2.9) se cumple

= (1) ) 5 (1o () - )

o (q+1)?
) ; (40 G10) + ) _2 (10 71) + i)

Es decir,
F0) i) - (e (5 )
A + - A
;( ‘”(J+1 (¢+12) S+ 7 (g +1)?
T+ 1> Byt ( z > Byt
= + (>4 +
; ‘”(J+1 (a+1) YN+ g+ )

Por la definicién (3.1) se tiene

r+1 B+1 T B+1
) )- (5
= j+1 (¢g+1) = J+1

(¢+1)
1 1 1
e TBei(z+1) - H—quH(a;) e (Byr1(z + 1) — Byya(z))
De donde,
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Derivando ambos miembros de la férmula anterior nos queda

1
gz~ = i1 ( ;H(ﬂi +1) - ;H(x)) , para todo ¢ > 1.

Y aplicando la férmula (3.25) a 7 resulta
gr?t = By(z + 1) — By(a).

En particular,

By(x+1) = By(z) = —— (Bypi (v + 1) — Byya(2).-

En consecuencia,

1 1

ﬁBQH(ﬂ?) — By(z) = ] g1 (z +1) = By(z +1).

Asi, para todo ¢ > 1 el polinomio

LY

ﬁBq+1(x) - Bq(l“)

tiene periodo 1; pero, como un polinomio periédico sélo puede ser constante
se deduce que

1

ﬁB;H(:C) — By(x) = kg, para todo g >1

con k; € IR constante; sin perdida de generalidad, tomamos la constante
kq = 0, para todo ¢ > 1. Por consiguiente,

1

q—l—ilB‘;'H(x) = By(z). (3.26)

Ahora, por la férmulas (2.10) y (3.23) para ¢ = 1 tenemos:

1
T x
Bi(z) = ZOAOJ (j N 1) + B1 = Ago <1> + B1=xz+ By.
]:
Luego, por la férmula (3.26) para ¢ = 1 obtenemos:

%Bé(x) — Bi(a).
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O sea,
1

Integrando entre 0 y = teniendo en cuenta la condicién de frontera de la
férmula (3.21), se verifica

1 1‘2 Bl B2

Por hipdtesis de induccién, supongamos que para g — 2 es cierto el hecho

1 . z? By xd72 Bq_g x Bq_l
R R A o TR T P R P T TR P Y

Vedmoslo para ¢ — 1. Por la férmula (3.26) para ¢ se cumple

;B;(x) — B, ().

Dividiendo entre (¢ — 1)! ambos miembro de la tltima igualdad se tiene

1 1
Por hipétesis de induccion resulta
1 a—1 By 2972 B, B,
—Bl(@) = —— . T2 T el

(@—D! 1 (g=2! " (g=' " (gD

Integrando entre 0 y z; y usando la férmula (3.21) nos queda

q!

1 x4 By z97! B,s x B,1 » B
7Bq(x):f+717+...+ =2 L -1 < -a
q! g 1 (¢g—1) (g—2)'2!  (g—D'1! ¢
Por lo tanto, la férmula (3.24) es vélida para ¢ — 1 y por ende para todo
q > 1. Con lo cual se concluye la demostracion del teorema. ||

Observacién Las constantes By, para ¢ > 1 estan completamente deter-
minadas por la condicién de la férmula (3.22), evaluando en x = 0 de la
siguiente forma:

1 By - Bq_g n Bq_l
(g—2)12! (¢ — 1NV
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Esta es una férmula recursiva que sirve para hallar los By, para ¢ > 1,
que son llamados los “Numeros de Bernoulli”. Multiplicando por ¢! la
férmula anterior se tiene

q q q
0=1+ <1> B4+ (q—2> By_o+ (q—l) B,_1, para todo ¢ > 1.
(3.27)

Teorema 3.5 Para todo g > 1 el polinomio By(x) satisface la siguiente
relacion:

B,(1—z) = (—1)7B,(x). (3.28)

Demostracién. Considerando la férmula (3.19) entre —N + 1y —1 se ver-
ifica

-1
1
Y nf=——=(Bg1(0) = Byra(=N + 1)),
n=—N+1 q+ 1
A su vez, como
-1 N—-1
SRSV St
n=—N+1 n=1
se cumple
N-1 1
(=1 p_ n?=——=(Bg4+1(0) = Bgr1(—N +1))
n=1 q +1

(1) 3 0 = (1) (Bysa(N) = By (1)
n=1
De donde,
LB (0) — Byt - M) = T (B (V) — By (1)
q+1 q+1 g+1 - g+ 1 q+1 q+1 .

Lo cual implica, por las férmulas (3.21) y (3.22), que:

Bys1(1 = N) = Byt = (=)™ (Byaa (N) = Byi).
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En consecuencia, obtenemos dos polinomios de grado g+ 1 que coinciden
para infinitos valores enteros; por consiguiente, son idénticos. Asi,

Byri(1 =) = Byy1 = (=1)7 (Bgya (2) — Byy1) -
Ahora, derivando ambos miembros de esta ultima igualdad resulta
gr1(1 =) = (=1)7Bg (x).
Luego, aplicando la férmula (3.26) nos queda
(¢ +1)By(1 = 2) = (=1)%(g + 1) By(x).

Por lo tanto,
By(1 =) = (=1)"By(x).

Con lo cual se concluye la demostracién del teorema. ||
Observacion. Si z =0 en la férmula (3.28), entonces
By(1) = (=1)7B,(0).
De nuevo por las férmulas (3.21) y (3.22) tenemos
B, = (—1)'B,, para todo ¢ > 2.

O sea,
(1-(-1)?) B, =0, para todo g > 2.

De donde, se deduce que:
Bogy1 =0, para todo k > 1 (3.29)
Por otra parte, evaluando la férmula (3.28) en & = 0 para ¢ = 1 resulta
B (0) = =B1(1).
Luego, por el corolario (3.3) nos queda
B =—-1- B;y.

Por consiguiente,

By =— (3.30)

1
5"
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4 Ceros de los Polinomios de Bernoulli

En esta seccién veremos que ninguno de los niimeros de Bernoulli de indice
par es nulo, y ademaés, son de signos alternos.

1
Teorema 4.1 Los tunicos ceros simples de Bag+1 en [0, 1] son 0,5 y 1 para
todo k > 1

Demostracién. Por la férmulas (3.28),(3.29) y (3.30) se verifica

Bok+1(0) = Bog4+1(1) = 0, para todo k > 1. (4.31)

1

A su vez, evaluando la férmula (3.28) en = = 5 e cumple
1 1
Es decir,
1
By (3) @ - (-m =

De donde,

Bost G) . (4.32)

Lo cual implica que 0,1 y % son ceros de Boyy1(x) para todo k > 1.

Veamos que éstas son las unicas raices de Bog11(x) en [0, 1] para todo
k > 1; para esto supongamos que Bopi1(x) para k > 1 tiene cuatro ceros
0,a;,a2 vy 1 con 0 < a3 < az < 1, donde a; o ag pueden ser igual
a % Entonces, por el Teorema de Rolle se tiene que:

Existen B1, Bo y B3 con 0 < B1 < a1 < o < ag < (B3 < 1 tales que:
Bhi1(8i) =0, parai=1,2,3.
Por la férmula (3.26) resulta
Bop(8;) =0, parai=1,2,3.

Esto es, 81,02 v (B3 son ceros de Bog(x) para k > 1. De nuevo, por el
Teorema de Rolle obtenemos que:
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Existen 1 y 2 con f1 < y1 < B2 < 72 < B3 tales que:
Bl (v;) =0, parai=1,2.
En consecuencia, por la férmula (3.26) nos queda
Bsp_1(7v;) =0, parai=1,2.

Asi, Boi_1 para k > 1 tiene al menos cuatro raices en [0, 1]; lo cual es
imposible para Bs(x). Por consiguiente, Boyt1(x) para k > 1 tiene a 0, 5
y 1 como sus tnicos ceros en [0,1]. Ademds, por el mismo razonamiento se
deduce que 0, 3V 1 son raices simples de Bog41(z) para k > 1 en [0, 1]. Por

lo tanto, hemos demostrado al teorema. | |

Teorema 4.2 Los Niumeros de Bernoulli de indice par son no nulos. En
otras palabras,
By # 0, para todok > 1. (4.33)

Demostracién. Para esto veamos que Bgy(x) — Bgy para k > 1 no cambia
de signo en [0, 1]. Entonces, supongamos que existe § € (0,1) tal que:

By (6) — Bay, = 0.

Como
By (0) — Bay, = Bai(1) — By, =0,

por el Teorema de Rolle tenemos que:
Existen & y &2 con 0 < & < 6 < & < 1 tales que:
Bby.(&) = 0 para i = 1,2.
De donde, por la férmula (3.26) nos queda,
Bo—1(&) =0 parai = 1,2.

Lo cual implica que Bai_1(z) para k > 1 tiene cuatro ceros en [0, 1],
pero esto no es cierto por lo visto en el teorema (4.1). En consecuencia,
Bsy(0) — By, para k > 1 no cambia de signo en [0, 1]. Por otra parte, como

1
Bo+1(0) = Bag+1 <2> =0, parak > 1
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de nuevo, por el Teorema de Rolle, obtenemos que:
. 1
Existe 7 con 0 < 7 < B tal que:

Bjy1(T) =0, para k > 1.
Asi, por la férmula (3.26) se verifica
Boy(1) =0, para k > 1.
Pero, como Bay(x) — Boy para k > 1 no cambia de signo (0, 1) se cumple
(Bag(x) — Bag) (Bag (1) — Bag) > 0, para todo z € (0,1).
Es decir,
(Bag(z) — Bag) Bag, < 0, para todo = € (0,1). (4.34)

Luego, por la férmula (3.24) se tiene

B,(z) = <g> 27 + (‘f) Bzt 4 <qz 1) Bz + (g) B,

para todo ¢ > 1.

Por consiguiente, para k > 1 resulta

2k 2k _ 2k 2k
ng(l’) = <0> l‘2k + <1> leQk ! +---+ <2k . 1) ng_la: + <2/€) ng

para todo k > 1.

Y por las férmulas (3.29) y (3.30) se deduce que:

2% 2k [ 1 o
ng(flj) — <0> $2k+ (1> <_2> m2]671_*_ <2> B2x2k72_’_”'

2k 2k

Bo(z) = 2°% — k™! + <2k> Box® 2 4. 4 <2k2ﬁ 2> Bog—22” + Bay,.
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Lo cual implica que:

2k 2k _ _
BQk(x) — By, = <2k . 2) ng_2$2 + 4 <2> BQQS‘Qk 2 _ gkt + k.

En consecuencia,
(Bak(z) — Bak) Bay,

2k 2k _ _ _
:1‘2<<2k_2>B2k_2+'--+<2>ng2k 4 xRl 4 g2k 2>ng

para todo k£ > 2. Ahora, como
2k 2k )
<2k:j) = (]> , para todo j =0,1,2,...,2k

(Bog(z) — Bay) Bay,
2k ok )
= g2 <<2> Bog_2Ba, + <4> B%_4B%x2 N ngxzk’ 2) |

Asi, la férmula (4.34) se transforma en:

2k ok )
x? << 2) Bog—2 By, + <4) Bog_4Bogx? + -+ - + Bopa?® 2> <0

para todo z € (0, 1).

nos queda

Esto es,
2k 2k _
(2> Ba 2By, + (4> Bop_4Bopa® + -+ Bya®72 <0

para todo = € (0, 1).

Luego, haciendo tender x a 0 tenemos que:

2k
<2> Bag_2 By, < 0.

Por consiguiente,
B9 Bsg, < 0, para todo k > 2. (4.35)

Por lo tanto,
By # 0, para todo k > 1.

Con lo cual se concluye la demostracién del teorema. ||
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Teorema 4.3 Los numeros de Bernoulli de indice par tienen signos alter-
nos. Mds precisamente,

(=1)* 1By, > 0, para todo k > 1. (4.36)

1
Demostracién. Sabemos, por la férmula 3.27 aplicada a ¢ = 2, que Bs = 5

De donde,
(—1)1_132.1 >0

Luego, la férmula (4.36) es valida para k = 1. Supongamos por hipétesis
de induccién que:

(=1)*"1By;, > 0, para algink > 1.

Veamos que la férmula (4.36) es cierta para k + 1. Por la férmula (4.34)

se deduce que:
(_1)BQkB2k+2 < 0.

Lo cual implica que:
(—=1)BayBagy2 > 0.

O sea,
(—=1)*7! Boy, Bog 42 > 0.

O bien,
(—1)* ! Byy(—1)"Boji2 > 0.

Por hipétesis de induccion se tiene
(—1)k32k+2 > 0.

Asi, la férmula (4.36) es vélida para k + 1. Por consiguiente, la férmula
(4.36) es cierta para todo k > 1. Por lo tanto, hemos obtenido la de-
mostracién del teorema. i

Observacién. Usando la férmula (4.31) podemos hallar los polinomios de
Bernoulli By(z) con ¢ par, para ilustrar esto hallemos B (x) y Ba(z). Antes
de todo, nétese que los polinomios:

Bsy(z) — Bay, para todo k > 1
se anulan en x = 0, 1. Pero ademds, por la férmula (4.31)

Bok+1(0) = Bag41(1) = 0, para todo k > 1
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y por la férmula (3.26) tenemos
B (0) = Bog_1(0) =0y Bby(1) = Bar_1(1) = 0, para todo k > 3.
De donde, 0 y 1 son raices dobles de los polinomios
Bok(x) — By para k > 1.

En particular,
B2 (1’) — B2

es un polinomios de grado 2 que tienen a 0 y 1 como ceros simples. Lo cual
implica que:
Bsy(x) — By = cx(x — 1)

con ¢ € IR una constante no nula; y como los polinomios de Bernoulli B,(x)
para ¢ > 1 son ménicos se deduce que ¢ = 1. En consecuencia,

By(z) — By = z(x — 1).

1
Asi, como By = g nos queda

1
Boy(z) =a% —x + 5

A su vez, todos los polinomios
Bsy(z) — Boy, para k > 2
deben tener a
(Ba(z) — B)® = 2*(x — 1)

como factor y en el caso de
B4($) — B4

que es un polinomio de grado 4, resulta
By(x) — By = da*(z — 1)?

con d € IR una constante no nula. De nuevo, como los polinomios de
Bernoulli B,(z) para ¢ > 1 son monicos tenemos que d = 1. Por con-
siguiente,

By(x) — By = 2%(z — 1)%

Es decir,
By(x) — By = z* — 22% + 22
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1
Por otra parte, como By = ~30 obtenemos

1
By(x) = ot — 223 + 2 — 30"
Ademas, por la féormula (3.26) aplicada a g = 3 se verifica

1 3 1
= ZBQ =23 — 53:2 + 5%
Por otra parte, de la férmula (3.19) aplicada a ¢ = 1 desde n = 1 hasta

n = N se cumple

Bs(x)

N

1 1 NN +1)
nz::ln =5 (Ba(N+1) = By(1) = 5 (N+1)2—(N+1)) = —
De donde,
al N(N +1)

Ahora, aplicando la férmula (3.19) a ¢ = 2 se tiene

Zn2:1(Bg(N+1)—Bg(1))= —g(N+1)2+;(N+1))

3 <(N+ 1)3

Wl =

n=1

1
3

Lo cual implica que,

<N2+;N> (N +1) = N(N+1é(2N+1)'

e N(N +1)(2N +1)

Finalmente, aplicando la férmula (3.19) a ¢ = 3 nos conduce a:

N

Sond = L (Ba(N +1) — Ba(1)) = 3 (N + ' —2(N +1)° + (N + 1)
n=1
= % (N+1)?=2(N+1)+1) (N +1)*) = NQ(A;H)Q.
Luego,

N
St = N*(N +1)
4

n=1
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Por consiguiente, hemos deducido las férmulas (1.1) utilizando los poli-
nomios de Bernoulli Bs(x), B3(z) y By(x), respectivamente. En particular,

N N \?2
> (o)
n=1 n=1

Por lo tanto, podemos hallar la suma de las ¢-ésimas potencias de los

primeros n enteros positivos usando el polinomios de Bernoulli B, en la
férmula (3.19) de la siguiente manera:

N
1
E nd = P (Bg+1(N +1) — B441(1)), paratodo N>1y ¢ > 1.
q
n=1

5 Los Numeros de Bernoulli

En esta secciéon veremos otra férmula de generacién de los nimeros de
Bernoulli distinta a la férmula recursiva (3.27).

Teorema 5.1 Para todo q > 1 se tiene:

1
Bi=2 it

J
j=1 J =

(—1)! (g) 9. (5.37)

=1

Demostracién. Por la férmula (3.24) llamando By = 1 se verifica

q

B(z) = Z (j) Bjx?7 para todo ¢ > 1. (5.38)
j=0

A su vez, por la definicién (3.1) se cumple
d x
By(z) = qZ(:)A(ql)j <j N 1> + By, para todo g > 1. (5.39)
J:

Ahora, procederemos a comparar los coeficientes de las potencias respec-
tivas de z en las férmulas (5.38) y (5.39). En particular, los coeficientes de
20 son iguales a By, los coeficientes de 2 que vimos antes en la férmula
(2.14) son iguales a 1; y los coeficientes de las potencias superiores a ¢ que

analizamos en la férmula (2.9) son todos iguales a cero. Ademds, el dnico
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término lineal en la férmula (5.39) se puede determinar de la siguiente ma-
nera:

( x >:$(56—1)-~(33—J'):(_1)j Y 4. paratodo 0< j < .

j+1 (7 +1)! j+1
De donde,
= (=1
B,_1 = A o
q—1 ]:ZO (q_l)]j+1

Lo cual implica, por la férmula (2.11)

q—1 i

(=1

By =) :A(q—mjﬁ-
j=1

En consecuencia,

(—1)
B, = Z Ay 1
j=1

, para todo ¢ > 1. (5.40)

Luego, por la férmula (2.17) tenemos

JIN_ (7 _ :
<k> = (j—k:)’ para todo £k =0,1,...,7

obtenemos
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Llamando | = 5 — k nos queda
1 0 j q 1 J j
= - . 1)\ q_ - _1)! q
5= Y s X (g) = L e ()
= =j
Por lo tanto,
1 ’ l J q
=5t (e
j=1 =0
Con lo cual se concluye la demostracién del teorema. | |
Observacién. La férmula (5.37) demuestra que el denominador de los

ntmeros de Bernoulli B, puede ser a lo sumo el minimo comin multiplo de
2,3,...,(q—1) para g > 1.

6 El Teorema de Von Staudt-Clausen

En esta seccién demostraremos un teorema que describe completamente
como son los denominadores de los nimeros de Bernoulli By para k > 1,
descubierto independientemente por los matematicos Von Staudt y Clausen
en 1840.

A

Lema 6.1 Los numeros de la forma # son enteros para todo q > 0 y para
4!

todo j =0,1,...,q.

Demostracion. Por la formula 2.10 se verifica

AOO =1.
De donde,

Aoo

o €.

A su vez, por la féormula (2.11) se cumple
Ag =0, para todo g > 1.

Lo cual implica que:

A
O—q'o € Z, para todo ¢ > 1.
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Por otra parte, de la férmula (2.14) se tiene

A
# =1, para todo ¢ > 1.
q!

En consecuencia,

A
# € Z, para todo g > 1.
q!

Ahora, por la férmula (2.9) resulta

A
# =0, para todo j > g.
4!

Asi,
A
# € Z, para todo j > g.
4!

Por hipétesis de induccién supongamos que

Aus
#GZ, paratodo k=1,...,q.
j!

Vedmoslo para ¢, entonces por la féormula (2.13)

Ag _ A6y | Aw-vi

J! (G —1) J!

Luego, como

Ag-nG-1) Ag-);
. — J— 5 €L
(=Dt j!
por hipétesis de induccién se deduce que:

A
#GZ, para todo ¢ > 0, y para todo j =0,1,...,¢q
4!

Por lo tanto, hemos demostrado el lema. | |

Lema 6.2 Para todo 0 < j < 2k y para todo k > 1 se tiene

Aopj = —1mod (j+1), sij+1 esprimoy j|2k.
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Demostracién. En primer lugar consideremos el caso en que j + 1 es un
primo y j | 2k. Por el Teorema de Fermat se verifica

V=1mod (j+1), paral=1,2,...,3.

De donde,
12! =1 mod (j +1).

A su vez, por la férmula (2.17) haciendo el cambio de variable j —i =1
se cumple

Ay = (~1y zj:(—n—l (j, a z> .

=0

J Y _ (7 _ :
(j—l> = <l>’ para todo [ =0,1,...,J

Ay = (1) Zj:(—nl (g) 19, (6.41)

=0

resulta que:

Lo cual implica que,

Asi,
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Pero, como '
(=1)" = —1 mod (j + 1)

se deduce que
Agkj = —1 mod (] + 1)

Luego, el lema es cierto para todos los primos j + 1 tales que j|2k.
Ahora, consideremos el caso en que j + 1 es primo pero j t 2k, esto excluye
los casos 7 = 1y j = 2 que estan considerados en la situacion anterior;
ademads, esto también excluye los casos en que j > 2k, ya que por la férmula
(2.9)

Agpj = 0, para todo j > 2k

s6lo j > 2k es de interés. De nuevo, por el Teorema de Fermat se tiene
1% = 12873 mod (j + 1), para 0 < j < 2k.
Por consiguiente,

(~1)’ zj:(—nl @ 2k = (1)) i:(—nl @ 251 mod (j + 1).
0

=0 1=

O bien, por la férmula (6.41)
A2kj = A(2k—j)j mod (] + 1)
si elegimos 0 = [27’“}, entonces

A(Qk—j)j = A(Qk—éj)j mod (] + 1)

De donde,
Agkj = A(Qk—éj)j mod (] + 1)

Como 0 < j < 2k nos queda 0 < 2k—47 y por la férmula (2.9) obtenemos
Ar—sj; = 0mod (j + 1).
Lo cual implica que,
Agp; =0 mod (5 +1).

Por 1ltimo consideremos el caso en que j+1 es compuesto, o sea j+1 > 6
y (7 +1)]7!. Asi, por el lema (2.15)

Aoi; = 0 mod jl.
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Luego,
Aij =0 IIlOd (] + 1)

sblo resta el j = 3; entonces, por la férmula (6.41)

3

Agrg = (—=1)* > _(=1)! (?) 1 = (=3 +3.2% — 3%)

=1
=3(3%1 4 1) - 3.2%,

Esto es,
Agpz = 3(3%F71 4+ 1) — 3.22%,

Por consiguiente,
Agkg = 0 mod 4.

Por lo tanto,
Agpj =0mod (j+ 1), j+ 1 no es primo o j 1 2k.

Con lo cual se concluye la demostracién del lema. ||

Teorema 6.3 (Von Staudt-Clausen) El denominador de los nimeros de
Bernoulli By, para k > 1 es el producto de aquellos nimeros primos para
los cuales p — 1 divide a 2k, es decir,

1
Bok = Gar — Z ; (6.42)
(p—1) 12k

con Goy, cierto numero entero.

Demostracién. Por la férmula (5.40) se verifica

B 3 A Y do k
= i——, para todo k > 1.
2k Z 2k;j T p =z
J=1

Entonces, para aquellos j tales que j + 1 no es primo o j 1 2k, por el
lema (6.2) se cumple que dichos sumandos son enteros inclusive para j = 0.
A su vez, para los sumandos en los cuales j + 1 es un primo py j =p—1
divide a 2k, por el lema (6.2) se tiene

Azkj:M_Fl
Plp

Jj+1
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con M, un cierto entero. Luego,

1)
By = Y. ( )+G2kz

(p—1) |2k
con Gy cierto entero. Por otra parte, como (—1)? = —1 para todos los
1 1
primos p excepto para p = 2; y puesto que para p = 2 las fracciones 3Y "5
también difieren de un entero, resulta que:
1
Box =Gar— Y o
(p—1) 12k

Por lo tanto, hemos demostrado el teorema. | |

Observacioén. La férmula (6.42) también demuestra que los denominadores
de los nimeros de Bernoulli By, para & > 1 contienen el factor 6.

7 Una Férmula Multiplicativa para los Polinomios
de Bernoulli

En esta seccién estudiamos una propiedad multiplicativa que tienen los poli-
nomios de Bernoulli.

Teorema 7.1 Para todo ¢ > 1 el polinomio de Bernoulli By(x) satisface la
siguiente formula multiplicativa:

k—1 .
B,(kx) = k7! Z B, <x + ‘;) , para todo k € Z con k > 1. (7.43)
3=0)

Demostracién. Mediante la férmula (3.25) se verifica

1
:L'q = q_i_il (Bq+1(w + 1) - Bq+1($)) 9 pa’ra tOdO q Z 1

Entonces, haciendo x = n + % con n, k,j € N se cumple:

. q . .
J 1 J J
(n+k> :(]—|—1<Bq+1(n+k‘+1>3q+l<n+k>>
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Es decir,

(kn+j)‘1:ﬂ By n—|—1+1 — By n+Z )
q+1 1 k e k

De donde, sumando desde n = M hasta N — 1 se tiene

N-1 N-1 g ; i
Z(kn—i—j)q: Byi|n+54+1) =By | n+ 5
n=M n=M q + 1 k k

N-1

- J J
=q+1§3<%“<”+k+?>‘%“<”+én

n—=

M
ke J J
=gt (B (Vo) =5 (204 ))

> (kn+j) = q’f : (Bq+1 (N + ‘2) — Byy1 <M + i)) . (7.44)

A su vez, sumando sobre j = 0 hasta k — 1 resulta:

k—1 N—1 =1 g i j
(kn+j)? = 1 <Bq+1 <N+k> — Bgt1 (M+k>>
j=0n=M =01
O bien,
N—1 k-1 pa kol i j
(kn+ 7)1 = > <Bq+1 (N + ) — By (M + >> .
n=M j=0 q+1 §=0 & k
(7.45)
Ahora, desarrollando el miembro izquierdo de esta igualdad obtenemos:
N—1 k-1 N-1
(kn+5)7= > ((kn)"+ (kn+1)7+ - + (kn + k — 1)9)
n=M j=0 n=M

= (EM)? + (kM + 1)+ -+ (kM + k — 1)7+
+ k(M +1)"4+ (k(M+1)+1)74---+
+(k(M+1)+k-—1)74+-+ (k(N-1))"+
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+(R(N=1)+ 1)+ + (N =1) + k— 1)1
= (kM)T+ (EM +1)7 + -+ + (kM + k — 1)4 + (kM + k)9+
M+ k+1D)9 4+ (kM +k+k+1)74-- -+
F(kN — k)7 + (kN —k+1)7+ -+ (kN —k+ k+ 1)
= (kM)T + (kM + 1)7+ -+ (kM + k — 1)? 4+ (kM + k)74
ot (BM 42k + 1)+ -+ (KN — k)2 + (kN — k + 1)%4

kN—1
ok (RN +1)T= > mi
m=kM
O sea,
N—1 k-1 kN—1
(kn+5)1= Y md
n=M j7=0 m=kM

Sustituyendo esto en la férmula (7.45) nos queda:

kN-1

kO j j
> mi= - (Bq+1 <N + k> — By (M + k)) . (7.46)
7=0

m=kM
Recordemos que la férmula (3.19) dice:
N-1

1
Z n? = —— (Bg41(N) — Bg+1(M)) , para todo ¢ > 1.
= qg+1

Aplicando esto al miembro izquierdo de la férmula (7.46) se deduce:

kN-1

1
D = g (Bua(N) = By (KM))
m=kM

Lo cual implica que,

q+11 (Bys1(kN) — Byy1 (M)

k- j j
= B N++=)—-B M+ = .
i1 (e (Vo) e (204 5))
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Es decir,

k—1 . k—1 .
Bt 5 (1) - ()

j=0 j=0
Esto es,
k-1 . k—1 .
Bg1(kN) — k* ;Bq—&-l <N + ‘,1) = Byy1(kM) — ch;Bq+1 (M + 2) .

En consecuencia, el polinomio

k—1

By (kx) — k1 ZBq+1 <33 + J) , para g > 1
=0 K

debe ser constante, ya que toma el mismo valor para todos los valores de =
enteros con z > 0. Asi, derivando la ultima expresién tenemos

k—1 .
2 : J
Jj=0

Luego, usando la férmula (3.26)

1 /

mBqH(:U) = By(z), parag>1

se tiene entonces

k—1 .
k(g +1)By(ka) — kS (a+ 1)B, (x + ‘;) = 0.

j=0
O bien,
k—1 i
kB, (kz) = k9 Z B, <:c + k) :
7=0
O sea,

k—1 .
By(kz) = k'3 B, <x + i) .

=0
Por lo tanto, se obtiene el resultado del teorema y se concluye la de-
mostracion. [ |
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