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0OBJETIVO

Este trabajo tiene por objeto tratar el conocido tema que estudia
la existencia (o no) de campos vectoriales independientes sobre una va
riedad compacta. Sobre le existencia de urn £dlo campo linealmente inde
pendiente, o lo que es equivalente, sin singularidades existe un resul
tado bastante antiguo basado en la caracteristica de Euler de la varie
dad y que afirma que una variedad compacta M admite un campo veétorial
gin sin singularidades si y s8lo si su caracteristica de Euler es nula

Este resultado puede ser encontrado en [1] con todo lujo de detalles,

Sobre la existencia de mis de un campo vectorial linealmente in-
dependientes se han realizado muchos trabajos apoyados en métodos de
la topologia algebraica (Lspacios clasificantes, clases caracteristi -
cas, etc). L1 trabajo que yo presento en esta oportunidad se apoya es-
trictamente en métodos de ‘la topologia diferencial (cobordismos, trans
versalidad etc) v parte de su técnica (ver (8) y (9) de este trabajo )

esté@ inspirada en el trabajc de R. Wells [5].

Este trabajo puede considerarse como un sistema iteretivo:; y pue-
de resumirse como sigue; Dada una variedad MR y r campos vectoriales 1li
nealmente independientes fl;...u,-fr (0¢r<m). Se construye una espe-
cie de caractepistica de Euler Xr = Xp (M, fi1s---.5f,) que depende de
M, £fy,....,fp 7 la nulidad de X,, equivale a la existencia de (r + 1 )-
campos vectoriales independientes sobre M, los cuales estén (como debe
presumirse) ligados a fy,....,f,, por una cierta relacidn de homotopia.

Es m8s, X = Xo(M) coincide con la caracteristica de Euler de M

El trabajo culminz con una generalizacidn trivial 2 fibrados vec-

toriales.



NOTACIONES

JR™ espacio de m-uplas x = (xl,.,.,xm) de nfimeros reales

1
provisto de la norma euclidea ||x|| = (x: + ...t x%l)/2

gm-1 sub-espacio de /R® formado por aquellos x ¢ R™ tales

que |[x]] = 1.

D(x,r) (r €/R, x € R™) espacio formado por los y € R™ sa

tisfaciendo ||y - x|| ¢ r.

Las variedades y aplicaciones consideradas seran supues

tas C® , la palabra diferenciabilidad significard clase C®

Si M es variedad y K es sub-variedad de M entonces vw(X,M)

denotari el fibrado normal a K en M,

Para cada espacio topoldgico conexo X,Ti(X) denotard el

i-&simo grupo de homotopia de X.

S8i £ es un fibrado vectorial de base X y B: Y + X es una
aplicacidén continua, entonces g*(f) denota el fibrado in-

ducido por £y B -



I1 objcto dec este trabajo os dar una respuesta al siruiente proble
ma: Dada una variedad cerrais MO v » campos vectoriales independientes -
fi1,...,5, en M0 £ v < m): cuinde exister en M(r+1). Campos vectoriales
linealmente indenendicntes?

Si M as {r+l)-comexa v m 2 2v+3, veremos gue nuestroe problema tie-
ne una obstrucecildn x, 2n 2l gruvoc ﬁm(Gm‘r}sxp depende 38lo de M y de una
cierta eclas: l¢ homotopia ascciada a (f,....f,). Ademds Xo coincide jus-
tamente con la caracteristica de Euler de M. De modo que este trabajo pue
de censiderarse como una ciertos generalizacidn de la caracteristica de
Euler.

En seguida pjeneralizarvemos nuastra resultado al caso de fibrados -
vectoriales diferenciables. Mas procisamente; sea En = (E,p.,MM) un fihra
do vectorial difercnciable y sean g;,....8, P secciones linealmente inde
pendientes de £, Bajo ciertas condiciones de dimensidn y conexidad sobre
M, veremos gue existe una obstruccidn Xp{&) on my(SP"F) a la existencia

de (r+l)-secciones Jde & linealmente independicntes.

SOLUCION DEL PROBLEMA

1) Sean m,r enteros con 9 £ r < m, Notaremos por

1.1) V'pp €l sub-espacio de R = (RMT formado por las r-uplas(u,,..uyp)
de vectorcs de RT linealmentc indepondientes.v'mbr es una variedad
C® de dimensidn mr, la cual tiene e) mismo tipo de homotopia quc la
variecdad de Stiefel Vp p de r-referenciales ortonormales en !IR™. En
particular T;{V'p »)=0 si 0< i<m-r; en el caso r=0 ponemos v&sr,o
= {o}.

1.2) Vm,r el subespacio de RTM x RM formadc por aquellas (r+1)-uplas -
(U1 5. 5Up.Upgq) de BT tales que (Up,..,up) €V oo Es claro que

Vm,p = V'n,p x R™. En particular ¥y p tiene dimensidn mr + m y



(Vim,n) = 0, 0<i<m - v. En el casc » = 0, ponemos Vm,0 = R7,

3

1.3) X, r 21 subcspacio de Vm,r formads por agquelles (r + 1)-uvlas -
(U1sev e sipslygq) tales  que Up 4 1 cstd en el espacio en-
rendrade por Ujs...,ily. “,r o8 upa varicdsd C®difcomorfa a Vim,r x RY
£ 1: LR >

n tzl Adifecncrfiemo visne dadoe por: Vim,r xR Km,r 3 -
(Un tzl difecmcrfiemo virne dado por: Vim,r » RV o Xm,r ;

RO

- I . AP - :
(ul,”,,ur, l;,,“ 7/\;7.) - \ul,..c,i.lr,drﬁ.j) O s ,\1u1+,ﬂ.f }\r Ur,).

mo tipo de homotopila da Vm,r.

Lusgo Xm,r vieng iZnmr + v vy el
In el caso v = 0 penewcs Xm,r = {0} ¢ RD
2

Es impertonts hacer notar ocuc {m,w ¢S un subespacic cerrade de -

Vo, r ¥ gue Vm,r - Xm,r = Vip,r+l,

N -y . - o
2) Cea MU una varicdad C7 da dimensidn m. Para 0g r<m podemos aso -

, Yr (%) v Xr (M) de base M, cuyas
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fibras respoctivas son Vim,r, Vm,r v Xu.r. En el cago v = 0 tenemns -
£

ibrado tangente a My Xr(M) = (seccidn nula

Sca TV(M} = TH @& ... ® T la suma de Whitney de TM, con sigo mis-

mo, r-vzces, {(T'(}) no es mis que el espacic de todas las r-uplas  --
Ulg-.oadp € T M, variande = on M. T4 denota el espacio tangente a M
. Entonces Virp (M) es une sub-varisdad fibrada do TY(M) y Tr (M),

doe fikradas de TPHL(M). Ademds Xr(#) es una sub-

varicdad fibrada de Ve(M) cerrada en Vr(M).

Sca N otra variedad C® y sea ¢ M~> N una aplicacidn C® ; para r>0,
notaremes por dp ¢ la zplicacién fibrada de TT(M) - TT(N)'definida por
(ui,...,u.) > (d ¢(u1),e..,dtb(ur)), donde d¢ denota la aplicicidn tan

gentc a ¢ . Si ¢ o35 un difcomorfismo cntonces dp ¢ aplica V'r(#) difeo

-2

mérficamente (v fibra por fibra) sobre Vir (N). Andlogamente, d,..4 ¢ @
plica Vr(M) (resp Xr(M)) difcomdrficament: ( y Fibra por fibra) sobre
Yr(M) (resp Xr{M}). En el case r = O convenimos TY(M) = M y 44 =¢.

3) PROPOSICION. Sca p: Xp(M) > M la proyeccidn natural. Si 2€ i€ m-r-1
entonces py: T3 (X,(1)) > 7:(M) ¢s un isomorfismo. Si m-r>1 entonces

Pyt T1(Xp(M)) > W1(N) ¢s un monomorfismo. Sc obtiene un resultado and-



logo para la fibracidn .q: Vp(M) - M.
DEMOSTRACION. p (resp. q) es una fibracidén cuya fibra es Xm,r

(resp vm,r) El resultado se obtiene utilizando la sucesidn exacta -
larga de homotopia asociada a p (resp. q) y recordando que,ni(Xm,rkf
=TM;(Vpp) =0si0Ogi<m-r. g '

4) COROLARIO. Si M es R-conexa y 0 ¢ R & m-r-1 entonces Xp(M) y
V(M) son R-conexas. - : : ' : e

. DEMOSTRACION. -SiR 3 1 el resultado se sigue de la proposicién

é). Si R = 0 el resultado se sigue del hecho que Xp pr ¥ Vm,r'son ar
co-conexas para m-r-1i > 0. i ‘ :

5) En lo que sigue supondremos que M es una variedad cerrada (es
‘to es, compacta sin borde) la cual admite r campos vectoriales 1i -
nealmente independientes (0 € r < m).

Esto equivale a decir que la variedad,fibrad§'V£(M)}+ M. admite
una seccidn Ce . Sea f: M + Vi5(M) una tal seccidn, fijada de unavez.
‘por todas cscrlbamos f = (fl, ..,fr), siendo fl,...,fr r-campos vec
toriales sobre M llnealmente 1ndepend1entes. ‘ | |

En lo que sigue denot}«emgspor T, la proyeccién de V (M) en .
V(M) dada por (Uj,...sUpslpgq) > (ul,...,ur)ﬂ La idea de la siguien
te proposicidn fué tomada de [1] pags 111- 112 ‘ \

) - PROPOSICION, Existe una seccién F: M -+ Vr(M) de la varledad f1

brada'q;VGr(M)u+ M con las sig@ientes propiedades.

6.1) F es transversal a Xp(M). : o,

6.2) ™ o F_es homotdpica a f (denctado T o F 7 £), -
DEMOSTRACION. Sea h:.M + V,(M) la seccidn de.q definida por

h(x) = (f, (x),... fp (k) e(x)) donde 6: M - TM es un campo vecto - .
rial arbltrarlo (Por ejemplo O= campo . vectorlal nula en todas partes).
Es sabido que el espacio de 1os dlfeomorflsmos C». de M es un ablerto

en cl espacio C®(M) de las apllcaC1ones C~de M prov13to dela topolo-
gia ™.Ademis C®(M)es un cspac1o localmente. contractll Por el teorema

de transversalidad de Thon, existe una apllcac;on C°‘g.M+Vr(M)transver_:_



sal a X,(M) y suficientemente préxima de h (en la topologia C*) para
que:

6.3) g sea homotépica a h.y

6.4) § = q o g sea un difeomorfismo de M isotdpico a la identidad, _
idy, de M. (Note que si g es "prdxima’ de h entonces q o g cs prdxima
de g o h = idy).

Pongamos F = g o ¢‘1, entonces F es transversal a X,(M) y q o F=
=(qog)o ¢“= idM, es decir, F es una seccidén de q transversal a
Xp(M). Ademés Fuvg ¢, pero ¢~ lnidy, luego Frygnh de donde mo Fo A
v oh = f. Esto termina la prucha. @

6.5) NOTA. Si F,, F, son dos secciones de g, las cuales verifican 6.1)
y 6.2) entonces Fy, F, son homotdpicas. Esto se sigue de 6.2 y del he--

cho que TyM=R™ es contréctil.

7) PROPOSICION., Supongamos que M es r-cconexa y que m3 2r + 2 --
(0¢ r<m). Dada una carta local y: U 3 R™, entonces existe yna seccidn
F:M-ATn(M) de q: M4V, (M) tal que:
7.1) F es transversal a Xp(M) y F'i(Xr(M))c(J
7.2) ™ o F es homotdpica a f.

' DEMOSTRACION. Sea G:Me-Vr(M) una seccidn de q satisfaciendo 6.1 )

y 6.2) ysea L = G‘I(Xr(M)). Entonces L e¢s una sub-variedad compactade
M

(por ser M compacta y Xp(M) cerrada en V,(M)) de dimensién dim L =

dim M + dim X,(M) - dim Vr(M) = m+(m+mr+tr)-(m+m+mr) =r,
Ya que M es r-conexa M2 2r + 2 existe una isotopia ¢ : L x I»H -
(1 = [0,1] ) de la inclusién LcM tal que ¢(L x {1} )cU. Por el teore
ma de extensidn de isotopias, existe una isotopia ¢: M x I+ M de M
(®(x,0) = %, x¢ M) la cual prolonga a ¢. Definamos para, 0 t¢ 1, -~
Gy: M+ V(M) por Gy = (dpyy ®¢) 0 G O Qt'l, donde ¢.: M+M es dada por
¢ ¢(x) = ®(x,t). Es facil verificar que Gy es una seccidn de q trans -
versal a X, (M) (teI). Tambi&n es claro que Gfi(Xr(M))CLL El resulta-

do se obtiene, entonces, poniendo F = G;. @

8) La obstruccidn X,([f]).

Supongamos que M™ es (r +1)-conexa y que

m>2r + 3. Del corolario (4) se sigue que X, (M) es (r + 1)-conexa. Sea



$: U 3 R yna carta local de M y escoiamos una seccidn F: M » V(M) de
g: M~ VP(M) verificandec las condiciones 7.1) y 7.2) de la proposicidn
7. |

Pongamos K = F~1(X,(M)); K es una sub-variedad compacta de M de
dimensidn r. Seaq K + Xp(M) la restriccién de F. (Note que o es un im
beding porque F es un imbeding). Sea CK el cono de K, ya que Xp(M) es
r-conexa entonces existe una extensidén B: CK - XP(M) de a. Dos talesex
tensiones son siempre homotdpicas porque X,(M) es (r+1)-conexa.

"Sea v= V(Xp(M), V,(M)) el fibrado normal a X,(M) en Vn(M), enton-
ces V(K,M) es isomorfo a c*#(v) = (v(X,M) = fibrado normal a K en M) y
a*(v) z B*(v)|y. Como CK es un espacio contrdctil, entonces 8*(v) admi
te una trivalizacidn Gnica (salvo orientacidn), la cual por restriccién
da una trivalizacidn candnica T de V(K,M) (T no depende de B puestoque
cualguier otra extensidn B' de o es homotdpica a B). Utilizando el di-
feomorfismo Y: U + R™, podemos identificar a U con S™ menos un punto y
aplicamos la construccién de Thom-Pontryaguin (ver [2]) al par (K,T)pa
ra -deducir un elemento X, = Xp([£]) € T (8P-T), Recordando la nota 6.5)
y utilizando las proposiciones 2 y 3 de [5] (pags 390-391), se demues-
tra que X, no depende de la carta local (U,§) de M ni de la seccién F
deducida en 7). Asi Xp([£f]) depende s&lo de M y de la clase delhomoto—
pia [f] de £. (es fécil ver que X, es la caracteristica de Euler de M)
Como corolaric inmediato se obtiene.
9)  PROPOSICION. Si M admite (rtl)-campos vectoriales gl,u..,gr,gr+1
linealmente independientes y [f1>-~afr] = [gl,.o,,gr] = clase de homo-
topia de f. Entonces Xr([f]) = 0.

Uno de los principales objetivos de estas notas es probar el si-
guiente reciproco (parcial) de (9).
10) TEOREMA. Sea M™ una variedad cerrada y sea f£f: M = V',(1) una sec-
cidn de V' (M) > M(0 € r < m). Supongamos que M es (r + 1)-conexa y

m > 2r + 3. 8i Xr([f])'= 0 eatonces existe una seccidn Fy: M Vi4q (M)e



la variedad fibrada Vj41{(M4) + ¥ tal que 7,F1vf. La demostracidn da
(10) serd propucsta hasta 16) pues antes ncecesitames una definicidn y
dos lemas. (Note que la existencia de I equivale a la existencia de -

(r+1)-campos de vectores linealmente independientes sobre M),

11) Sea N una variedad y sea K<N una sub-variedad compacta sin bLor-

de de N. Diremos que K es ccobordante a cerc en N si existe una varie -

dad compaéta WClN x I (I = [0,1]) verificando las siguientes propieda-
des:

a) W = (borde de W) = K

b) WAN x{1} = ¢

c) WAON x{0} = K x{0} y la interseccién es transversal. (La parte c)
significa que si p: N x I + I es la proyeccidn natural entonces P,W

W » I tiene diferencial no nula en todo punto de KcW).

12) LEMA. Sea K ¢ R™ una sub-variedad compacta de R™ cobordante a ce-
ro en RM y sea W una variedad verificando las condiciones de la defini
cidn 11) entonces exis*c una homotopia Fy: R™ + R™x I (te I) y existe
K>0 tales que:
a) Fp(x) = (x,0) (xeRM)
b)  Fe(x) = (2,00 si [[x|] 2k y tel
c) FyRMUW = §.

DEMOSTRACION. Ya que W es compacta existe p>0 tal que WeD(o,p)x

pero WARM x {1} = @, por tanto existe 0 <§<1 tal aue ——-
W<D(0,p) x [0,6] . Escojamos & <y<1 y sea o: Rf~> [o,YJ una aplica -
cidn €° tal que alx) = Ysi ||x|| €p y a(x) = 0 si||x||>2p. Defi
nimos Fy: R® > R™ x I (teI) por Felx) = (x, t alx)).

Es fdcil verificar que Fy (t €I) para las propiedades deseadas. W

13) DEFINICION. Sea N una variedad v sea K<Y una sub-variedad cerra
de N a fibradc normal trivial. Sea T una trivelizacidn de v(K,N). Dire
mos que el par (K,T) es cobordante a cerc en N. Si existe una variedad

W como en la definicidn 11) y una trivalizacidn S de v(W,NxI) la cual



prolonga T.
14) Sea G: R| > Vm,r una aplicacidn transversal a Xm,r y suponga
mos que m » 2r + 3. Sea K = G‘i(Xmsr)(Note que K es una variedadde
dimensién rj.Sea n el fibrade normalaXp p en Vm,r y sea g:K > Xp n
la restriccidn de G. Ya gue Xm,r es (r+1)-conexa, g puede ser exten
dida a una aplicacién p:CK -+ Xm’r(CK = cono de K).Ya que g%(n) esca_
ndnicamente trivial, obtenemos por restriccidn @ g, una trivalizacidn
candnica T de g#(n) = v(K, RM). (ver (8)).
15) LEMA. (Con las notaciones de (14)).Si (K,T) es cobordante a ce
ro en RR por medic de un par (W,S) como en la definicién (12). Enton
ces existe una homotopia.

H: RM x I » §m,r de G y existe k > 0 tales que:
a) Hl(Rm) N Xp,p = @
b)  H(x,t) = 6(x) si ||x|| >ky teI.

DEMOSTRACION. Ya que Xp p ©8 (r+1)-conexa existe una extensidn

o: W Xy p de la restriccidn g: K + Xy p. Utilizando la trivaliza-
cidn S de v(W, R™ x I).q puede a su vez ser prolongada a una vecin-
dad tubular U de W en RM x I por medio de una aplicacidén diferencia
ble B: U ~» vm,r la cual coincide con G en U A RM x 0 y es transver-
sal a X¥p,p ¥ B (Xp,p) = W.

Gueremos ver que existe una homotopia L: RM x I » Vm,r de G
transversal a Xp p coincidiendo con g ¢n U y tal que L'I(Xm,r) = W.
Las obstrucciones a la c¢xistencia de tal L se encuentran en los gru
pos de cohomologia By = HHI(RM % 1, RM x 0y U; Tn(Vm,r = Xm,r)) =
HU(R® x 0 U U3 mp(Vg peq)) =
HR(R™ x 0 0 Wy mp(Vy 149)). (0 ng m).

+

R

114

Pero “n(vﬁ,r+1) =0si0g&ngm~-~r~-~2ym~-1r -2 2r + 1 luego

B, =0si0g¢n r + 1.Por otra parte dim W =1 +dimK =1+ r y

RM es5 contrdctil; en consecuencia By = 0 sin 2r + 1 lo cual asegu
ra le eoxistencia de L.Por (12) existe una homotopia Fi:RM»>RMx I(tel)

tal que Fb(x) = (%,0);F (RMNW = §y Felx) = (x,0) si [1x|] > k pa



-G

ra un cierto k > 0 y t € I. El resultado se sigue entonces, definien
do H: R™ x I + Vp , mediante

H(x,t) = L(F¢(x)). x ¢ R®, t ¢ I,
16) DEMOSTRACION DE 10. Sea y: U ¥ R™ una carta local de M y sea
F: M + V,(M) una seccién de q: V,(M) + M. Verificando las condiciones

7.1) y 7.2) de la proposicién 7). Pongamos K = F~!'(Xp(M)):Si Xp([£])=0

podemos suponer que (K,T) es cobordante a cero en U.(siendo T la tri
valizacidn deducida en (8)). Por otra parte tenemos el diagrama con-
mutativo siguiente:
v, (M) > q-1(U) ?311‘" Up(R™) = RM x ¥y
Ak b
8] --—gL—a R
Sea F: IRM =R x Vm,r la representacidn local de F por medio de ¢ y
dps1 ¥ (esto es F = (dps1 ) o F o y~!). Es claro que F se escribe ba
jo la forma F(x) = (x,6(x)) para alguna aplicdn C® G: R™ » vmsr. Pe -
ro F es transversal a Xp(M) y en consecuencia F es transversal a
RM x Xm,r’ pero esto significa que G es transversal a Xp . Ahora,(K,T)
es cobordante a cero en U y en consecuencia L = G™!'(Xp,p) = Y(K) es co
bordante a cero en 'RM. Por el lema (15) existe una homotopia -
Gy: R® & Ty ,r(t € I) de G tal que Gu(x) = 6(x) si [|x]| >k, t e I (pa
ra un cierto k > 0) y G, (®R™) N X, . = 4.
Sea Fy: IRM > RM x Vm p definida por Fi(x) = (x G(x))(x ¢ R,
t g I)y sea
Fe: M o> V(M) (¢t e D)

F-t(X) =
F(x) six U

Entonces Fy (t € I) es una seccidn de q y F,(M)0Xn(M) = ¢, 1o
que prueba que pl es una seccidn de q: Vr(M) -+ M la cual toma sus va-

lores cn Vp(M) - Xn(M) = Viyq(M) y termina la demostracidn.



GENERALIZACION A FIBRADOS VECTORIALES.

17) Sea &0 = (E, p, M) un fibrado vectorial de clase C® y de dimen-
sién'n; cuya basc es una variedad C® M de dimensidn m. Sea 0 £ r < n ;
asociamos a £ variedndes fibradas V'n(&) = (VA(E), p', M), Vu(E) =
= (Vr(E), q , Mj, Xp(E) = (X,.(E), p, M) cuyas fibras respectivas gson
Virs np ¥V Xp,p- {es de hacer notar que V,(E) (resp. Xn(E), V,.(E))
tienen uh significado distinto que en (2), en este casc, V;(E) consis-
te de las r—upias (ul,...,uf)‘de clementos de E tales que ’p(ul) =
= p(ué) = .;. = p(ur) Yy Uis...s 4p son linealmente independientes.
Xp(E) y V,(E) ticnen significados andlogos).

Sea £, = E®...9f la suma de Whitncy de & consigo mismo r-veces
(Er es ei espacio de r-uplas (u1,..°,ur) de elementos de E tales que
p(u1) = p(uz) = ... = p(uy)). VA(E) r una sub-variedad fibrada de T;
V() y‘Xr(E) son sub-variedades fibradas de £,,4. Ademis Xn(£) es una
sub-variedad fibrada de Vr(E). ‘

Sean £0 = (E, p, M), n® = (F, p1. N) dos espacios vectoriales fi

brados de clase C® y sea

ks

P

2z e—— 1

E -2
!
_‘l/
M M—EL—»

Un meorfismo de £ en n dado que & y ¢ son difeomorfismos; enton-

ces tenemos un morfismo

®
Ep s > F, |
E, espacio total de &pn,
l ' F, espacio total de np
" ¢ > N

donde ¢r(u1,..;;ur) = (@(ulj,...,Q (u,)). Es claro que &, es un difce-
morfismo, el cual induce un difeomorfismo fibrado entre VI(E) y V',.(n).
Andlogamente ®&,4q induce un isomorfismo entre V.(E) (resp Xp(€)) y

Vp(n)(resp Xn(n)).
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18) PROPOSICION. p: X,.(E) + M induce iscmorfismos py:7;(Xp(E))=»m; (M)
para 2€i¢n - r - 1. Sin - r > 1 entonces p: ﬂl(Xr(E)) + (M) es
un monomorfismo. Sc¢ obtiene tambi&n un resultado andlogo para la varie
dad fibrada q: Vn(E) + M.

DEMOSTRACION. An&loga a (3).
19) COROLARIO. Si M es k-conexa y 0 £ k ¢ n - r - 1 entonces Vn(E) y

.

Xn(E) son k-conexas.
DEMOSTRACION. Andloga a (4).

20) En lo que sigue supondremos que EN = (E,p,MM) es un fibrado veci
rial € el cual admite r secciones C® linealmente independientes -
(0 ¢ r < n). Esto equivale a la existencia de una seccidn C® de la va-
riedad fibrada VA(E) + M. Sea f: M + VI(E) una tal seccidn
(f = (f1,.... fp), siendo fy,..., £, r-seccciones de & linealmente inde
pendientes).

En lo siguiente T denotard la proyeccidn de Vn(E) en VA(E) dada
por (Ug....,up, Upg1) *+ (Ug,...,upn).
21)  PROPOSICION. Existe una seccién F: M + Vn(E) de la variedad fi -
brada Vp(£) con las sipuientes propiedades:
21.1) F es transversal a X,(M)
21.2) ™ o F es homotdpica a f.
21.3) Dos secciones F,, F, de V,(£) verificando 19.1) y 19.2) son homo
topicas.

DEMOSTRACION. Anfloga a (6).

22)  PROPOSICION. Supongamos que M es (m - n + r)-conexa y que -
2n2m+ 2r+ 2 (0g r<n). Dada una carta local. § : U+ R® de M e-

xiste una seccidn F: M + Vp(M) de V,(E) tal que
22.1) F es transversal a Xp(E) y F~ (X,(E))cU
22.2) ™ o F es homotdpica a f.
DEMOSTRACION. Sea G: M + V,(E) una seccidn de Vn(£) satisfaciend

19.1) y 19.2) y sea L = G'l(Xr(B)). Siguiendo la demostracién de 7) po
demos afirmar que existe una isotopia ¢ : M x I - M de M tal . que

®(L x 1) ¢ U. Por el teorema de levantamiento de homotopias podemos a-
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segurar que existe una homotopia H: E x I * E con Hy = idp y talque
(Ht»%¢) es un isomorfismo de fibradas de £ con sigo mismo($y:M » M,
Hy: E =+ E &4(x) = ®(x,t); He(x) = H(x,t), t € I). Definimos G¢:M L)
(t € I)por Gt = (Hy)p 0 G © @t'l y el resultado se sigue poniendo
F=6,.

23) LA OBSTUCCION. Xn([f],E). Supongamos que ! es (m-n+r+l)-conexa

y 2n >m+ 2r + 3. Procediendo como en (8) podemos construir un ele-
mento Xp([f],£) € my(SP~T) que depende sdlo de la clase de homotopia
[f] de £ y del fibrado £ y tal que, si F: M » VP(M) es una seccidnde
Vr(g)rverificando 20.1) y 20.2), entonces K = F~!'(X,(E)) es cobordan
te a cero en U(U 2 R™ carta local de M).
24)  LEMA. Sea G: RM » vn,r una aplicacidn C*® transversal a Xn,r ¥
supongamos que K = G'I(Xm,r) es una subvariedad compacta de (R™ cobor
dante a cero en/R™. Si 2n > m + 2r + 3 entonces existe una homotopia
G¢: RM > vn,r (t € I) de G y existe k > 0 tales que Gy(x) = G(x) si
=[] 2%, t €Ty G RM) N x, = 0.

DEMOSTRACION. Andloga a (13).
25) TEOREMA. Sea &M = (E,p,M™) un fibrado vectorial C* de dimensidn

n v de base una variedad cerrada M de dimensidn m y de clase C”. Sea
f: M > VI(E) una seccidén de V{(E) y supongamos que M es (m-n+r+l)-co
nexa y 2n >m + 2r + 3. Si XP([f],E) = 0 entonces existe una seccidn
F: M > Viyq(E) de VE49(E) tal que o F Vv f,

DEMOSTRACION. Sea U E.Rm una carta local de M tal que €|U es

trivializable. Sea F: M > GP(E) una seccién de Vn(&) verificando 22.1)
y 22.2). Pongamos K = F™1(X,(E)); ya que Xr([f],g) = 0, entonces Kes
cobordante a cero en U. Sea ¢: p~'(U) > U x RD una trivalizacidn de
Ely. Sea a: U xIRD > IRM x R0 definida por a(x,u) = (E(x)V) y sea

® = oo ¢, tenemos entonces un isomorfismo fibrado.

0]
p~1(U) ———> U x RD

P
| l P, = proyeccidn sobre U
U —¥— 5y
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el cual induce el siguiente isomorfismo fibrado
Tp()3 97} () 22 0,6 )z & x T,
qQ
U ——~m—sRm

El resto de la demostracidn prosigue igual que en (18)
a



I.)

I.1)

a)
b)

a)
b)
c)

d)
e)

£)

Variedades fibradas diferenciablas.

o

)

DEFINICION. Sean Y una variedad y G un grupo de Lie. Una ac -

1

ciér: de G sobre Y es una aplicacién diferenciable n: G x Y + Y -
(g.y = n(r,y)} verificande las propiedades siguientes:
e.y =y {y g YY) siendo e g G el elementc neutro de G.

(1. F2)dy = g1 {ga. v) (g1, 82 6 G, y¢Y)

. puede interpretarse comc un homomorfismo de G en el espacio -

Dif (Y) de los difeomorfismos de Y. Pediremos ademds que:
S8i g.y = v para todo y ¢ Y entonces g = ¢,
Lo que permite identificar G con un sub-grupe de Dif(Y).

-

DEFINICION. Ura variecdad fibrada diferenciable (C®) es una quin-
tupla &= (E.p,Y.Y.G) donde:

E,X,Y son variedades diferenciablias,

5 @s un grupo de Lie actuando schre Y

p:.E + X @s una aplicacidn difervenciable y tal que existe una fa
milia {(Uj, ®;)} de "cartas locales de gV verificando las siguien
tes proniedades

} es un cubrimicnto abierte de X.

3
¢j;§ o Qi,x £ G para » g U, Uj v la aplicacidn Uir)Uj > G
(

: Y+ p~1(x2) es la aplicacién defi-

TERMINCLOGIA. E se llamn espacic total; X espacio base, p la pro

yescion., Y la fibra y G el grupo estructural de la variedad fi-

o

brada £. Por comcdidad diremos la variedad fibrada p: E + X de

fibra ¥ y grupo G y no haremcs alusifn al par (Y,5) si estos es-
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t3n sobretendidos. El espacic Ey = p—l(x) serd llamado la fibra de &

sobre x € X.

1.3)

I.4)

a)i

b)

c)

I.5)

1.6)

Una seccidn Ae la variedad fibrada p: E > ¥ es una aplicacidn cm
tinua s: X > L tal que p o s = id, = identidad de X.
Se puede demostrar que si p: E =+ X admite una seccidn continua s

entonces p: L+ X admite una seccidn C® . Ver [3].

LI 4

DEFINICION. Sean p: E + X, »': E' » X' dos variedades fibradas C®
con igual fibra Y y grupo estructural G. Un morfismo entre p y p'
¢S un par de aplicaciones diferenciables f: X - X', F: E'+ E'
tales que:

p' oF =1 o p.

La restriceibn Fy: E, » El, (x' = f(%)) de F ¢s un difeomorfis-
mo. ‘
gkj(x) =Pt x' 0oF o0& weG (x'=f(x)) es una aplicacién C

de U350 f'l(Ui) + G. {Aqui (Uﬁ> ¢j} y (U, ¢L) son cartas locales

p: E> Xy p': E' + X' respectivamente.

TEOREMA. (Levantamiento de homotcpias) Scan p: E = X, p': E' »X'
variedades fibradas C® con la msima fibra y grupo estructural
Sea (F,f) un morfismc entre p y p’. Sea fy: X » X' una homotopia
de £ (0 €t <1, f = f). Entonces existe una homotcpia Fy:E » E'
(0§ tg 1) deF, tal que (Ft, f4) es un morfismo entre p y p'
para 0 € t < 1.

Para una demostracidn de I.5) Ver [3].

Con la ayuda de I.5) se puede probar el resultado siguiente:

TEOREMA. (Sucesién larga de homotopia asociada a una variedad fi
brada). Sea p: E * X una variedad fibrada de fibra Y. Entonces e
xiste una sucesidn exacta de homotopia.

+ m(Y) iy mh(E) P ﬁn(X) é‘>1rn_1(Y) >o.. > (Y) i.t my (E) ,p,*
+ T1(X).

El significado de A puede ser vistc en [3]. El homomcrfismo iy -

estd inducido por "la inclusidn" Yo E (Ver [3]).



1.7)

1.8)

I1)

I1.2)
I1.2)
11.3)

EJFMPLO. Sean 1,k entercs positives con 1 & k & n.
Vn,k denotard el espacio de las k-uplas (uy,...,ux) de vectores
ortencrmalas ce RU. Vi 4 #s una variedad C%. llamada la variedad

erencisnles ortonormales en !/RM. Es claro  que

= &{n) = grupe ortogonal de RU., Se tie -~

nen varicdades fibraodas or O{n) Vn o Plagscaasu) = (ug,.uy)

de fibra 0fn-k) -+ 0{x) v de rupc ostruectural O(n-k}.

Considerandc el caso k = 1 y »ccordando qu l(Sn) 0 parg i<n
se deduce por medic de 1.6} aue m{0(n}} 2 #;(0(n-1)) para  ~--

‘0 € 1 < n-1, Aplicando ol tesvemz 1.6) al casc k cualquiera que

1

mi(Vy 1) = 08l 0 ¢ 3 < n-ie

ESPATZIOS VECTOFIALLS FY3RADCT. Un zspacio vectorial fibrado C®

de dimensifnr n ec una varviedad fibrada p: L+ % cuya fibra es -
Y = RN v cuyo grupe estoucturel es & = 61{n)= grupo lineal de RN,
La definicidn ¢ merfismos ootes Tibrados vectoriales se define

come en L. 4%} pidiends T.k) kb gue Py, sea lincal. En el teorema de

levantamiente e homcisvias I.%5) las aplicaciones Py pueden ser

l

tomadas lincaltes "fibra pop Fibws

Espacins de aplicaciconcs di¥erensciibles.

Scan M, V variedades O . Hotaremos wor C®(M,V) el espacioc de las
aplicaciones C'de M en 7 provisto de la topelogia C* . Nos conten
taremos aqul conu recordar lez siguicntas resultados.

C® (¥,V) co un esnacio loca vents contrideiil.

Dif(M) = difccmorrisacs de M as un abisrto de C® (M,H).

8i N es una sub-veriedas de V entonces el aspacio de las aplica-
ciones 7% de ¥ c¢cn V “Transversales o N forman un abierto denso -
de C*(M,V) {(Thom).

=stos resultades pueden ser encontrados en

a
ot
ﬂl
.
-
o>}
.
"
8]
o
3
M
)

Algunos

[1] v [4].
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