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UN ALGEBRA DE FUNCIONES SOBRE EL CONJUNTO DE CANTOR

M. RAJAGOPALAN Y GILBERTO GONZALEZ

En este trabajo I denota el intervalo [0,1] vy ¥ el
conjunto de Cantor en I. Si X es un espacio compacto de Haus
dorff, denotaremos por & (X) el conjunto de todas las funciones-

-

continuas de X en £ ( € denotard el cuerpo de los nimeros comple

jos). €& (X) con sus operaciones algebraicas y su norma dada por
el supremo, es decir, || £f]l= sup |f(x)] ", (f ¢ € (X)) es un dlge
xeX

bra de Banach. Un algebra uniforme sobre ¥, se define como un-
dlgebra A C (C(X) que contiene todas las constantes, separa puntos
de X vy es cerrada en la topologia de la norma dada por el su -

premo de funciones.

Un problema interesante, es construir un dlgebra unifor-

me A sobre K que es diferente a & (K).

Dentro de otro contexto, se puede deducir de los traba -
jos de Rudin [2], un ejemplo de tal naturaleza. En este trabajo
encontramos un nuevo ejemplo de un dlgebra uniforme A sobre K

que no es igual a &€ (K).
" LEMA 1: Existe una funcidn continua de K sobre I .

DEMOSTRACION: Los puntos del conjunto de Cantor K son de la -

forma:

[0 ¢)
x = I - con a. =2 u o. Sea f: RK~»1I



la funcidn dada por:

Asi f es continua y sobreyectiva como se puede ver fdcilmen

.

te.

NOTACION: Exp(z) denotard e’ para cada z e € .y : I » <
es la funcidn ¢ (t) = exp(2mit), para todo t ¢ [O,l]. f: K ~>1I
es la funcidn definida por el lema 1. Si denotamos por T el

conjunto de todos los Z € € , con |z| =1, es decir, el circu-

lo unitario y D el disco unitario, esto es, D= {z e € :|z| < 1}.
A(D) es el conjunto de las funciones analiticas en r? Yy con-
tinuas en D. Para 1 < p < « indicaremos por Hp(t) la clase

de funciones f que son analiticas en el interior de D para
las cuales las funciones fr(e) = f(r eie) son acotados en la
norma de L cuando r > 1. Para mds detalles sobre estos eg
gP

pacios ver [1] , donde ademds, se demuestra que es un al-

gebra de Ranach bajo la norma

| £]l = 1im || £ , £ e EP(t).

r-+1 rp
N denotard el conjunto de los naturales.

NOTA: La funcidén ¥: K » T definida por ¥ = y o £ es continua

y sobreyectiva. De la forma como estd definida la funcidén f da



da en el lema 1 deducimos que cada punto de la forma exp (2mit)

m . n .
con t # o donde m, n e N(0O <m < 27) tiene exactamente una
2
sola imagen inversa por Y en K. En cambio cada nUmero de

la forma exp(2mi J%) , My n como antes, tiene asociados dos
e
nimeros x, v € K, tal que VY(x) = Y(y) = exp (2mi J%) .

DEFINICION 2: Sea 6 : T » € wuna funcidn y t, e (0,1). 6se
dice continua a la izquierda en exp(2wi to) si 6 o 4y de I en
€ es continua a la izguierda en tO . La continuidad de 6 a
la derecha en exp(2ni to) es definida de manera similar. Di-
remos gue 6 es continua a la izquierda en 1 si 6 o ¢ de I
en ¢ es continua a la izguierda en 1 v 6 es continua a la -

derecha en 1 si 6 o ¢y es continua a la derecha en O.

Se definen similarmente los limites de 6 a la derecha-

6 a la izquierda en Z, cuando z, €T .

DEFINICION 3: Denotaremos por 45 la coleccidn de funciones y

definidas en T a valores en ¢ , con las siguientes propie-

dades:

1) ge B (T)
2) g tiene limites a la derecha y a la izquierda en z, para

da z_ ¢ T.
ca o

3) g es continua a la izquierda en =z para cacda z € T .

4) Si =2z € T y no tiene la forma exp(2ni l%) para algunos
2

enteros positivos m y n, entonces g es continua en 2z .




LEMA 4. 4? es un dlgebra sobre T que es cerrada en Hw(T)

DEMOSTRACION: Trivial

DEFINICION 5: Dada g ezg . Definimos S(g) la funcidn de

K en ¢ dada por la siguiente relacidn:

a) Si T e K y f(t) # J% , donde m,n son enteros posi-
2
tivos definimos Sg(t) igual al valor (g o ¢ o f) (t).
b) Si t e K vy f(t) = l% con m y n como en a), entonces
2

por la nota despues del lema 1 existe exactamente otro-
tnico s e K, tal que s #t vy v(s) = p(t). Si s < t,
definimos S{g) (t) igual al limite de g por la dere -
cha en exp(2mi £(t)) v si s > t definimos Sg(t) igual

al limite de ¢g por la izquierda en exp(2mi f(t)).

LEMA 5: Para cada g e,g , S(g) es una funcidn continua de
K en £ . 2ademds, ||s@@||_=]Igll,
DEMOSTRACION:

| stg) |l = sup [Sg(t)l
t € K

= sup |g(z)|

z e T

= |lall,



Ya que el rango de y o £ es T y g es continua por la iz-

gquierda en T .

Denotemos por A al conjunto {S(g) :; g eé?}. De esta mane

ra AC C (¥). .

TEOREMA 6: A es un dlgebra uniforme sobre K, y ademds ,

A # C(K).
DEMOSTRACION: AC C (K). Puesto que la funcidn 1 ¢4 Y
S(1) = 1, se tiene que las constantes estdn en A. Conside

rando a S como una funcidn de éz sobre A, vemos que S es
una biyeccidén. Ademds, A es un dlgebra de C (K) es com -
pleta en virtud de la isometria entre A.yNé . (ver lema 5.).
En conclusidédn A es un espacio cerrado de C (K) en la norma

del supremo.

Queremos prokar gue A separa puntos de K . Sean

X, vy e K, con x #y. Hay dos casos que se pueden sefialar:

CASO I: ¢ (x) # ¢v(y). Nbtese, que la funcidén u(z) = z per

tenece a 44. En este caso la funcidn S(u) separa a x e v .

CASO TII: ¢y (x) = p(y). Por definicidn de la funcidn f exis
te m,n ¢ N tal que $(x) = ¢v(y) = exp{(27i J%) . Sea z =
2

.o . .
= exp (27i 0 ). Primeramente la funcidn

z + 1
z - 1

h(z) =



cuando se restringe a las =z de la forma ele, con 0 <8 <2

toma la forma:

ie

z +1 e 41 _ (cos B + 1) + i sen 6
z -1 18 4 (cos 8 -= 1) + i sen 6
- 3 i}
= -1 cotg >
O sea, h(ele) = -1 cotg % .
. 2 . 7z + 1 .
La funcidén B (z) = exp(-exp i ( Pa— )) tiene las

siguientes propiedades:

i)y € (z) = exp [—exp(cotg g')J para los z de la -
forma =z = ele , con 0 <68 < 2 1

ii) T (z) 0 para 6 >0 yv z € T

C(z) 1 para 6 > 21y =z ¢ T

iii) T es analitica en D = {2z ¢ € lz| <1} y acota

da en A | {1} .

Por lo que ¥ ¢ 4 . Entonces la funcidn 752 definida por-
o

z zZ
1% (z) = exp [—exp i( —E—:—EQ')] que es similar a &, tiene
o o)

limite en z, a la derecha que es igual a 0, y a la izquier

da en z, Yy es igual a 1. Ademds estd en © . La funcidn

S ( 72 ) separa a x e y .
o



Asi, hemos probado que A es un dlgebra uniforme sobre
K. Nos queda probar gque A # C (K). Sea A : K> la fun -

cidn definida por

0 si teXK y 0 <tx< %
A(t) = .
1 si t e K vy % <t =<1
Es claro que A ¢ ¢ (K). Afirmamos que X £ A. Si ) es

tubiese en A existiria g e C (K) tal que A = S(g). Por la -

definicidén de g y de A tenemos que

0 si 0 < t < %

Il

glexp (27i t))
<t <1

,—l

0

-
N |

La cual no puede estar en Z;, de acuerdo a la defincidn de Hm(T)

(ver [1]). asi, obtenemos que A # C(K).
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