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INTRODUCCION

EL OBJETO DE ESTAS NOTAS ES GENERALIZAR A ESPACIOS ME-
TRICOS CIERTOS RESULTADOS OBTENIDOS EN ESPACIOS  DE -
BANACH PARA PERTURBACIONES PEQUENAS DE UN OPERADOR HI-
PERBOLICO. PARA ELLO SE CONSIDERAN DOS ESPACIOS METRL
TRICOS COMPLETOS X , Y Y UN HOMEOMORFISMO

F" XxY — X x Y EL CUAL PUEDE PENSARSE COMO UNA
PERTURBACION DE OTRO HOMEOMORFISMO F_ EL CUAL "CONTRAE"

EL ESPACIO X Y "DILATA" AL ESPACIO VY.

DESEO EXPRESAR MI AGRADECIMIENTO A LA SRA. ANA AIDA DE
MORENO POR EL EMPENO Y RAPIDEZ PUESTO EN LA CULMINACION

DE ESTE TRABAJO.
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§1)

GRAFICOS Y VARIE ES 1

HOMEOMO S

INTRODUCCION*

En estas notas consideramos espacios métricos completos
X e Y vy un homeomorfismo F: X x Y —> X x Y el cual -
es una "pequefia perturbacidén" de un homeomorfismo "hi-

perbdlico" FO: XxY —>Xx Y. Es decir, FO(X,y) =
_ -1 . .
~(fo(x), go(y)) donde fo, g, sin contracciones. El -

objetivo de estas notas es estudiar las variedades inva

riantes (ver |3] & definicidn 1.1. abajo) de f a tra-

vés de graficos de funciones ¢: X > Y 3 ¥ : Y =X

Si X, Y son espacios de Banach estudiaremos también -

la deferenciabilidad de las variedades invariantes (dife
renciabilidad de ¢, ¥ ) a través de la diferenciabili -

dad de F.

VARIEDADES INVARIANTES.

DEFINICION

Sea P un espacio topoldgico y h: P + P una aplicacidn con



2.

tinua. La variedad estable de h se define como el con

junto Wo(h) formado por aquellos puntos p € P tales que
la sucesidn . {h" (p)} (n>0) es convergente. Si h es un
homeomorfismo entonces la variedad inestable de h es el
conjunto W (h) = ws(h—l). Los conjuntos W(h), W (h)
(los cuales son, evidentemente, invariantes por h) son

llamados las variedades invariantes de h.

NOTACIONES Y DEFINICIONES

Sean (P,d) , (Q,d) espacios métricos, recordamos que una
aplicacidn h: P » Q se dice Lipschitz si existe una
constante M>0 tal que

d(h(xi),h(xz)) < Md(xi,xz) (xl,x e P) (1

2
denotaremos por Lip(P, Q) al conjunto de aplicaciones
Lipschitz de P en Q. Si h e Lip(P, Q) entonces lip(h)
denotarid la més pequefia constante M verificando (1).

La constante lip(h) también estd caracterizada por

d(h(xq), h(x2))
)

lip(h) = sup { X, 9%,€ P x1#= x2}

d(Xl, X,

Si h e 1ip(P, Q) y 1lip(h) < 1 se dice que h es una con

traccién. Si h € lip(P ,P) es um c ontraccidn y P es



3.

completo entonces h posee un {nico punto fijo (Teorema

del punto fijo de Banachj; ver [4])

NOTACIONES E HIPOTESIS
En lo que sigue X, Y demostrardn dos espacios métricos
completos cuyas métricas serdn denotadas por la misma

letra d; F: X x Y — X x Y , F(x, y) = (f(%x, y), gx(y)):

(f(x, y), g(x, y) denotard una aplicacidn cantinua vy
a, k, € denotarinconstantes no negativas (de hecho a>o,

k >0, € >0 ).

Supondremos ademds que las siguientes hipdtesis son veri

ficadas

a) d(E(x , y), £xb, yH) < Kdlx , x) + edly , yO)
1 1
b) d(glx, y) , g(x7, y)) < ed(x, x)

c) g Y - Y es biyectiva (x g X) y

d(g;l Vs 8;1 yl) < a d(y, yi) (lip(g;l) < a, x € X)

Obsérvese que cuando € = 0o, F es de la forma F(x, y)=

= (f(x), gly)). Asi para € > o 'pequefio" podemos pen
sar que F es una pequefia perturbacidén de una aplicacidn

FO de la forma FO(X, y) = (fo(x), go(y)) tal que

a(f (x), £ (xl)) <K 4 (x, xi) ) g es biyectiva vy
o) o — o o



d(g; Yy, 8, Y ) < a, d (y, yl). (En particular PO es

"hiperbdlico"si KO <1 y a, < 1)

NOTA

De las condiciones (b) y (c) de 1.3. se deduce que

-1

x Yo g_f y) <ae alx, x') (x, x' € X, y € Y).

d(g

TEOREMA

a) Sea (xo , yo) un punto fijo de F; si a(k + 2 €) < 1

entonces existe una nica aplicacién ¢ € Lip(X , Y)

tal que ¢(xo) =Y, lip() <1 y glx, ¢ (%)) =
= ¢ filx, ¢(x)) (x € X)

b) Si K+ e <1 ;5 wWi(F) 3 {(x,0¢ (x)): xe X} = grafico
de ¢

c) Si K+e <1 yv a+ ace< 1 entonces

We(F) = {pe XxY: {F(p)} posee una subsucesién

convergente } = gré&fico de ¢ .

DEMOSTRACION

a) Sea L el conjunto de aquellas ¢ € Lip(X , Y) tales que

¢(XO) =V, v lip(¢) < 1. Dadas ¢i5’¢2’ e L se tiene



d(¢1(x) s ¢2(x)) < d(¢1(x) s ¢1(XO) ) o+ d(¢2(xo) s

s ¢2(X)) < 2 d(x , xo) , de aqui

d(¢1(x), ¢2(x))

3w = x e X, x #F+ 0} (1)
> %o

p(¢1, ¢2) = sup {

estd bien definido (¢1, ¢ e L) ; ademds es fdcil veri

23
ficar que p: L x L ~» [O, ©) definida por (1) es una métri

ca en L,

AFIRMACION

(L,p) es completo. En efecto: sea {¢n} una sucesidn de
Cauchy en (L,p) y sea € > 0 dado, entonces existe noz 1

tal que d(¢m(x), ¢n(x)) < e d(x, xo) (n > n_, m > no) .
De aqui {¢n(x)} es de Cauchy en Y para cada x &€ X
y en consecuencia existe una aplicacidn ¢ : X - Y tal

que ¢n(x) + ¢(x) (n » ) para x € X. En particular

d(e(x) , ¢n(x)) < g d(x, xo) si n >n_y dle(x), ¢(x'))<

O

IA

d(¢(x), ¢n(x)) + d(¢n(x), ¢n(x')) + d(¢n(x'), p(x")) <

A

2 e d(x , xo) + d(x , x') (n > no) y la prueba

de la afirmacibén se sigue r&pidamente.



Dada una funcibn ¢: X » Y definamos S(@¢): X > Y
mediante
SG) x = gl $f(x ,9(x) (x e X (2)

De la nota 1.4. (y aplicando convenientemente la desigual

dad triangular) se deduce que

d(s(@®)Ix, SIx"') < alk + 2 ) d(x, x")

si ¢ € L. En consecuencia la férmula (2) define una
aplicacién S: L » L vy la prueba de (a) quedari termi-

nada si mostramos que S es una contraccién. Dadas

¢1 . ¢2 € L se tiene

<ﬂ8w1)x,8®2)x)§ a.d@l:ﬂx,¢1hd),¢?ﬂx,¢2(xﬂ <

< a d(¢1f(x, ¢1(X)), ¢2f(g, ¢1(x)))+ a d (¢2f(x, ¢1(x)),
¢fﬁx,¢2(xﬂ < aiﬂ¢1,¢2)dtﬂx,¢1bd),xo)+
+a.d(ﬂx,¢1bd), ﬂx,¢%xﬂ < a M¢f¢f d(ﬂx,¢ﬁxﬂ,
s f(xo, ¢1(XO)) + a e del(x), $2(x))

<ap,, 0, [kd(x, x) +edp, GOp,x )]+



+ aceop Gbi, ¢2) dlx xo) alk + 2e)p@

I A

1¢2) d(x, XO)

Es decir; p(S(¢1), S(¢2)) < a(k + 2¢) p(¢1, ¢2) lo cual
prueba que S es una contraccidn y termina la demostracibn

de(a).

(b) Sea ¢: X —> X x Y el grafico de ¢ ; es decir, ¢ (x)=

= (x, 0(x)) y sea u: X —> X la compuesta u=z f o_$ R
entonces u es Lipschitz y 1lip(u) < k + € ; o sea que u
es una contraccibén. Por otra parte g o¢= ¢ fP=6¢0 u
y de aquf F o9 =¢ o u. Utilizando induccidn se concluye
que TP o0 =¢ o u'; pero {u"(x)} converge al finico

punto fijo de u (x € X) 1la cual da fin a la prueba de (b).

(c¢) De acuerdo a la parte (b) y a la definicidn de we (F)
(1.1.) bastari mostrar que si pe X x Y vy {Fn(p)} posee
una subsucesidn acotada entonces p :-5(x) para algln

x € X. Para ello sea (x, y) € X x Y y pongamos (Xl’ y1)=

F(x , y)3 vya que d(y, ¢ (x)) = d(g;1 g, 9> g;l g ¢ (x))<

I A

a d(gX Vo, gX<P(x )) = a d(y1,¢ f(x, ¢ (x)) <

| A

a d(yl, ¢(xi)) + a d@ (Xl) > ¢ flx , ¢(x")) <

a d(y1 . ¢(x1)) + a d(x1 , flx, o (x")) =

| A

= adly, » ¢(x1)) + a d(f(x , y) , flx , ¢(x')) <



< a d(y1 s ¢(x1)) + ae d( y, ¢ (x))
Es decir,

a

Aty 5 ¢ (x)) < dly, 5 6 (x)) (3)

1-ae

Sea p = (x1 s yi) e X x Y y pongamos Xo4q" f(Xn’ Yn) Yo+1~

- - . — n
= g(xn R yn) (Esto es;y (Xn+1 s Yn+1) F (x1 R yi).

Entonces aplicando (3) e induccibén se concluye que:

n
Ay, 5 0 (xD) < (=) AWy 4qs ¢ (x44))
1-a ¢
n 9}
Ya que <1, (2 —> 0 (n ~» )y si {F (p)}
1-ae 1-ae

posee una subsucesidn acotada se concluye que d(y14b(x1))=0 3
© sea y, = ¢(X1) (p =.5(x1)) . Esto termina la prueba de
(c). y del teorema 1.5.

Nuestro préximo objetivo es obtener un resultado anidlogo al
teorema 1.5. para la variedad inestable. Sin embargo &ste

caso es més complicado que el de la variedad estable y por

razones de exposicibén probaremos previamente dos resultados



intermedios. En lo que sigue usaremos la siguiente nota
cibn:

Dada una funcién V¥: Y — X , V¥ : Y —>X x Y denotari

la aplicacidn g(y) = (Y(y) , y).

PROPOSICION

Supongamos que F es un homeomorfismo y sea A el conjunto
de aquellos p e X x Y tales que {F ™(p)} posee una sub
sucesidn acotada. Supongamos ademds que K + € < 1 vy

atae<13; si (x,79), (x* , V) € A entonces x = x'.

DEMOSTRACION

Sean ™yt XxY¥Y —>X, LPE X x Y —>Y 1las proyecciones

naturales y sean p, p' ¢ X x Y

AFIRMACION 1

Si d(ﬂl(p), ﬂl(P')) < d(ﬂz(p) 5 ﬂ2§p')) entonces

d(m Fp) 5, m,FT(p')) < A(m,FT(p) , mEFT(p'))  (m = 1,2,...)

1

En efecto, pongamos p= (x, y) , p' = (x' , y"). De 1la

desigualdad:

d(g(x,y), g(x, y')) < d(g(p), glp'N+ dlglx',y") , glx,y"))
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se obtiene

d(g(p), g(p')) > dly, y') - & d(x, x') >

TN

> ( 1_ ¢ dly , y") > (k +e) dly , y")
a

Iv

d(f(p) , f(p"))

I v

Es decir; d(n1 F(p), T4 F(p')) < d(ﬂZF(p),nzF(p')) y

afirmacién 1 se sigue por induccién (en m > 1).

AFIRMACION 2

Sea m > 1 wun entero; si d(nzfi(p), ﬂ2Fi(p')) <

< d(ﬂlFi(p), ﬂlFi(P')) », 0<i<m-1, entonces

d(r F™(p), m,F(p") < (K + )" alm (p), m,y(p'))

En efecto; d(f(x,y), f(x',y')) < Kd(x, x') + ed(y,y') <
< (K + ¢e) dlx , x'") si d(y, y') < d(x, x").

Es decir, d(an(p), T,F(p')) < (K + e)d(ﬂl(p), Wi(p'))
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si d(m,(p), ﬂz(p')) < d(wl(p), ﬂl(p')). La afirmacién

se sigue ahora por induccidn.

Supongamos ahora que {F (p)} v {F™(p')} poseen subsucesio

nes acotadas y que y =y' (p= (x , y), p'= (x', y"),y=y").

Pongamos I= {(j , n) : 1 < j < n3j j, n enterosly considere

mos los dos casos siguientes:

CASO 1 Existe (j,n) € I tal que

ar, FI ), mFITRpN) < dtn, B, m,FI TR pn)

1 2

De la afirmacién 1 se sigue que

+9- +5 - +9- +-—
Iy, m ETITRGN < dln, BTN, mET T )

d(ﬂiF 1 ’

cualquiera sea m » O: en particular tomando m= n-j se
obtiene d(wi(p), ﬂi(p') < d(ﬂz(P), ﬂz(P')= dly,y') = 0

lo cual prueba que x = x'.

CASO 2 d(ﬂsz_n(p), n FIT0(p1)) < d(ﬂle_n(p), m FIT(pr))

2 1

cualgquiera sea (j, n) € I. En este caso aplicamos la
afirmacién 2 a los puntos F (p), F (p') con m=n para

concluir que:
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aCm FUETN(p), m FTETT(p) < (K + &) a(m,FTN(p), m

1 1

O sea

Al (p), m (p') < (K+ e dlm,FXp), m,F (p'))
1 1 - 1 1
Ya que ésta Gltima desigualdad vale para cada n > 1 y (K + &)™ o

(n » ») (K + € < 1) entonces d(ﬂl(P), ﬂl(p')) =0

porque {F (p)} y {F (p)} poseen subsucesiones acota-

das. Esto termina la demostracidn.

PROPOSICION
Sea Y e Lip(Y, X) con lip(¥) < 1.

Si a€ < 1 entonces go V¥ : Y —> Y es biyectiva ,

(g o g)—l es Lipschitz y lip((g o g)fl) < a

1 - ae
DEMOSTRACION
Fijemos 2z € Y y notemos que la ecuacidn (en,y)

g ¥ (y) = z (1)

equivale a la ecuacibn

Fop")
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-1

Para cada z € Y definamos KZ : Y —> Y mediante Kz(y):

-1, - )
= g?(y)(Z)’ de manera que (1) equivale a Kz(y)_ y

Utilizando la nota 1.4. obtenemos d(KZ(y), K (y") <
” =

< ae di¥(y), ¥(y")) < a e dly, y'), lo cual dice que

KZ es una contraccidén. En consecuencia g o ¥ es una

biyeccibn cuya inversa u: Y —> Y viene dada por

u(z)= f{inico punto fijo de kz. Para terminar
d(ul(z), ul(z")) = d(KZ(u(z)) 5 KZ,(u(z')) <

-1 -1 -1 -1
AByu(zy2> Bycuczny 2 * Bycuczryy 2 0 Byycz'y 20 S

< a e d¥(ul(z)), Yu(z")) + a d(z, z') < a e d(u(z),u(z') +

+ a d(z , z")

Es decir ;

a

d(ulz), ulz')) < d(z , z')

1- ae



.8.

14,

lo cual termina la demostracidn.

JEOREMA

a) Sea (xo, yo) un punto fijo de F: si a(K + 2¢) < 1

Lip(Y,X)

m

entonces existe una Gnica aplicacibén V¥

tal que Y(yo)= X o lip(¥) < 1 y foV YogolV
b) Si F es un homeomorfismo y a + a € < 1 entonces

wa(r) S{(¥(y), y) : vy e Y} = gréfico de V¥,

c) Si ademds K + €< 1 entonces

WHF) ={pe XxY: {F_n(p)} posee una subsucesidn

acotadal = grifico de ¥ .

DEMOSTRACION

a) Sea L el conjunto formado por aquellas ¥ e Lip(Y,X)

tales que 1lip(¥) < 1 y W(yo) = % - En L conside~-
ramos la métrica.

d(%l(y), Wz(y))
) = sup | : yeY,y #= yl
dly, v,) ©

y procedemos como en 1.5. para probar que (L,p)
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es completo.

Sea C el conjunto de aquellas u e Lip(Y, Y) tales

gue u(yo) =V, v lip(u) < y sea M: L —> C

1-ae
definida por M(¥) = (g o W)_l . (N6tese que M estd

bien definida a causa de la proposicibén 1.7. , pues

1-a € > alk + €) > 0) , finalmente definamos

S: L —> L, por S(¥) = f o ¥ o M(¥) (Nétese que

folVe Lip(Y, X) vy 1lip(f o ) < K + g3 de aqui

1ip(S(¥)) < 1ip(f o ¥) 1ip(M(¥)) < alkte) . 4
1- ae
en consecuencia S estd bien definida). Para termi

nar la prueba de (a) bastard mostrar que S es una
contraccidén y para ello necesitamos algunas desigual

dades intermedias.
S1 ¥ ¢ L. entonces

aM(Y) y 5 y) = dM(Ny, M(Py) < Lp(M(¥) dly, v.) <

= 1- ae d &y, yo) (D

Ademds M(¥) y = y~1 y ysi ¥, , V¥ €L

Cyomcw)y



16.

entonces, aplicando la nota 1.4. queda

d(M(Ti)y R M(Wz)y) < ace d(TlM(Yl)y R WQM(WZ)y) <

| A

ae d(‘l‘1 M(Wi)y , Wz M(Wi)y ) + ae d (WZM(Wl)y )
> ¥, M(Wz)y) < ace p(‘i/1 5 Wz) d (M(Wl)y R yo) +

+ a e d(M(Wi)y s M(WQ)y )

0 sea

2 oy

AMMY Dy, MY )y < p— > ¥,) AMMY )y Ly ) <

a € a

A

. o(¥ , V¥,) dly, y ) =
1- ae  1- ae 1 2 o

I
m

( ) d(y , yo) (2)

1- ae

1 Wz e L) se tiene

Por otra parte (si, V¥

AS(Y Dy, SEDY) < d¥, M(¥ )y , ¥, MY )y) +

+ e dMCY )y, M(¥))y ) < K p(Y L¥)) dM(Y) v, y ) ¢

+ (K + ¢) d (M(Wl)y s M(Wz) y )



b)

c)

17.

utilizando (1) y (2) se concluye que

akK + a2 82

(1 - a 8)2

p(¥, , ¥,.)

p(S(¥Y ), S(¥)) < )

1

en consecuencia S es una contraccidn (porque

2 2
+ .
aK a ¢ < 1 equivale a a(K + 2 ) < 1)

(1 - a é52
y termina la prueba de (a).

Sabemos que u=(g o Y)—l es una contraccidn

(a+tae<1l)y foV¥= V¥ol(g ¥y, De aqui

FoVY =Yoo (goV), lo cual equivale a

Flov=-vonu y utilizando induccién F U y =

=¥ oW (n > 1) 1o cual termina la demostracidn

de (b).

Sea A= {pe Xx=xY: {F™p)} posee una subsucesidn

acotadal entonces gridfico de VY € Wu(F)_f A . Pero

de 1.6. se sigue que si (x , y) € A entonces x = ¥(y)

(porque ( ¥(y) , y) € A) ; de aqui A & grafico de



1.

g.

18.

¥ 1o cual da fin a la demostraciédn.

Terminamos esta seccidn sumarizando los resultados
obtenidos en 1.5. y 1.8. y dando una aplicacidn de

los mismos a un resultado "concreto"

TEOREMA

Sean X , Y espacios métricos completos y sea F: X x Y~

> XxY 3 Flx ,y)=(f(x ,y) , glx , y)s=

= (f(x , v) , gx(y )) un homeomorfismo. Supongamos
que existen constantes a, K, ¢ € R 3 a > o, K > o,
€ >0 y que se verifican las siguientes hipdtesis.

A df(x , ), £ gD < Kdlx, ¥ +e dly , D)

b)  dlglx, v) 5 g(xt , y)) < ed(x , xO)

c) g :Y ~>Y es biyectiva para cada x € X
-1 . . . -1
d) g es Lipschitz vy llp(gx~) < a(x e X)

e) K+ e < 1 , at+ta <1

Entonces:
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i) WS(F) = {pe XxY : {F'(p)} posee una subsucesidn
acotada 1}
WHNE) = {pe XxY : {F™p) } posee una subsucesidn

acotadal

ii) La restriccidén de T (resp. F-l) a W(F) (resp. WH(F))
es una contraccidn.

iii) Existen funciones ¢ € Lip(X , ¥Y) , ¥ e Lip(¥Y , X)
tales que 1lip(¢) < 1, 1ip(¥) < 1, wHE) = grafico

de ¥, WO(F) = gridfico de ¢

DEMOSTRACION

Notemos enseguida que la condicidén (e) implica a(K + 2¢) < 1
[:a(k +e) <a<1l- ac ] . y el resultado se seguiréd

de 1.5. y 1.8. si probamos que F posee un {inice punto
fijo.
Ya que g;l es una contraccidén, se tiene una aplicacidn
bien definida u : X > Y mediante u(x) = {nico punto

. -1 . _ -1
fijo de g, - Es decir, u(x) = g u(x); de aqui

dlulx), ulx™) < gy’ ulx), gy (wxM)) + dlg lux) ,



.10

20.

R y—? u(xl)) < a d(ulx) , u(xl)) + ae dlx , xl)
x
o sea
1 a e 1
d(u(x), u(x™)) < dix , x7) (1D
1 - a
Sea v : X » X definida por v(x) = f(x , u(x )), enton

ces . dA(v(x), v(x1)) < K dlx , xD) + e d(ul(x), ulxD) <

2
£

< [ K + é ‘] a(x , Xi) ; pero g < — 2 g < 1-K
1 -a a
y en consecuencia 82 < U-a (1 - k) o sea que
a
ae?
k + < 1. Asi v es una contraccidn y si X
1 - a

es el Gnico punto de v estonces (XO 5 u(xo)) es el

inico punto fijo de F, dando fin a la demostracidn.

PROPOSICION

Sean X , Y espacios de Banach y sea FO: XxY —> XxY

un homeomorfismo Lipschitz de la forma Fo(x » V) =

= (fo(x) R go(y)) donde fO: X X, g_iz Y+ Y son contracciones.
o

Pongamos a_ = max {lip(fo) ’ lip(ggl)}y supongamos que
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es Lipschitz. Sea € € R,
-1 1
o< € < max { [ llp(FO~) ] R —_— }

si & : X x Y —>X x Y es lipschitz y lip(é) < €

entonces f = fo + é es un homeomorfismo el cual veri

fica las hipbtesis de 1.9.

DEMOSTRACION

Para cada q € X x Y se tiene que la ecuacidn (en p)
+ = =
E(p) + & (p) q (Hp) = q (1)
equivale a la ecuacidn
- =1 ;
p= E° (g - ¢(p)) (2)

Para cada q € X x Y definimos Kg : X x Y — X x Y
mediante Kq(p) = Egl(q - i(p)) y procedemos como en
la prueba de 1.7. para mostrar Que F es biyectiva y

que Irl es Lipschitz (En particular F es un homeomor

fismo).



Por otra parte, escribamos &(x , y)

entonces dlalx , y) , alx' , y"))

d(R(x , y) B(x' , yv'"))

b

(La norma en X x Y es la norma producto

s [y,

max {]]|x]]

Si ponemos Hx , y) (f(x , y) ,

22.

(alx ,v), Bl , y))

ed(x , y'") + ed(y,y")

ed(x , x') + ed(y,y").

I A

[y ) |

g(x , y)) entonces

f(x , y) = fo(x)+ alx , y) vy de aqui
d(f(x , y) , f(x' , y")) < kd(x , x') + ed(x, x') con
K=a + ¢
o
1 - a 1 + ag
(a + e <a_ + = < 1 porque a_ < 1)
1+ a 1+ a ©
o o
Por otra parte g(x , y) = gx(y) = go(y) + BX(y) = go(y) +
+ B(x , y)
Para ver que g, es biyectiva basta observar que la



23.

ecuacidén g (y) = Z equivale a y = g;1 (z - Bx(y))
X

y proceder como en 1.7. para mostrar que g;l es

1 a
Lipschitz vy 1lip (g_ ") < © = a

X 1 - a_ ¢

o)
a 1 + a2
(a = —2— < a, ——2 <a <1). Para terminar
1 - a e 1+ ao ©

basta observar que d(g(x , y) , g(x' , y)) =

= d(B(x , y) , B(x" , y)) <e dlx , x")

a a 1 - a
yque a+teaz —2>2— (1+g)<—2%  (1+ —2) =
1 - a ¢ 1 - ace 1+ a
o o) o)
a 1 1+ a2
= 2 = < 2 a < 1.
1 -a€e 1+a © (1 + a)
o o o

(porque a < 1)

Esto termina la prueba de 1.10.
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§2) CALCULO DIFERENCIAL

El objeto de esta seccidn es de introducdr las notacio
nes necesarias, a fin de estudiar la diferenciabilidad
en las aplicaciones ¢ : X —> Y , Y : Y —> X dadas
pof los teoremas 1.5. y 1.8 ( X , Y espacios de Ba
nach). La prueba de un teorema de invertibilidad glo-

bal serid también Gtil en las secciones venideras.

2.1. NOTACIONES Y DEFINICIONES

La norma de cualquier espacio de Banach seri denotada
con el simbolo || |], Si E , F son espacios de Ba-
nach entonces L(E, F) denotard el espacio (de Banach)
de aplicaciones lineales continuas L : E —> F provis

to de la norma

[T LIl = supl]lLG]] = X & E, [[x][< 1}

Si L L(E, F) vy x €E, usaremos frecuentemente la -
notacién Lx en vez de L(x). Un elemento L € L(E , TF)

se dird invertible si L es biyectiva y si 1 € L(E, F)

(El segundo hecho es consecuencia del primero. "Teorema
g b

de la aplicacidén abierta" Ver | 1 | ) .

Sean U ¢ E, V ¢ F conjuntos no vacios con U abierto.
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Diremos que una aplicacidn f: U » V es diferenciable

en el punto Xoé U si existe un L €L(E , F) tal

que

11m Lo [+ - £ - Ln] = o
[nfwo I ’

en este caso L es Gnica y se le denota por f'(xo).
Ademis f'(xo) es llamada la diferencial (de Fréchet)

de f en x
o}

Si £ es diferenciable en todo punto x € U entonces se

tiene una aplicacibén f' : U > L(E , F) ; x » £'(x) 3

y se dice que f es de clase cl si f' es continua.

Mas generalmente; sea m > 1 un entero.se dice que f

es de clase cm (denotado f €c™) si f' es de clase
cm-l. f' se llama la diferencial de orden 1 de f;

la diferencial de orden m de f (si f € c™ se define
inductivamente mediante £™ = (f(m_i))' ; convinien

do que f(O) = f.

Para més detalles al respecto ver | 2 |
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DERIVADAS PARCIALES

Sean E, F, G espacios de Banach, W CE x F un abierto

no vacio y f: W = G wuna aplicacidn. Dado (xo ’ yo)e:w

entonces el conjunto U = { x €E : (x , yo) € W}
es abierto y se tiene una aplicacidn fy : U~ G
o
definida mediante f (x) = f(x , vy ) . Si f es
Yo © Yo

diferenciable en X, se dice que f admite derivada
parcial respecto a la primera variable y se utiliza

1
la notacidn af (xO yo) = (f.. ) (x)).
X Yo ©

La "derivada parcial GRS (xo 5 yo)" se define de manera

andloga y se tiene la siguiente relacién: si f es di-

. of
ferenciable en (xo s yo) entonces —— (xo , yo) N

X
af (xo . yo) existen y
oy
of of
f'ix_ , vy ) (h, k)= —(x ,y)h+ —(x_ ,v9) k.
o 0O 3% o] (¢] 3y o] e}
para més detalles ver | 2 |

En lo que sigue E , F denotarin dos espacios de
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Banach U € E seri un abierto no vacioy f : U+ TF

una aplicacidn.

PROPOSICION

Supongamos que f es Lipschitz. Si f es diferenciable

en XO€U entonces l|f'(xo)|| < 1lip(f).

DEMOSTRACION

Pongamos M 1lip(f) vy sea € > o dado; entonces

existe & > o tal que

[|f(x_+ h) - f(x ) - £'(x)dh|| < e ||h|| si |]h]]< &
o o o - —

De aqui

Hf'(xo)hll < M+ e)||n|| si |In]] < 8

lo cual dice que ||f'(xg|| < M+ e. , pero como esto

vale para cada € > o el resultado se sigue inmediatamente.

A fin de mostrar nuestro prdéximo resultado, necesitamos

el siguiente Lema ( punto fijo )
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I A

28.
LEMA

Sea X un espacio métrico completo y sea V € X bola

abierta de radio r y centro X Sea f : V> X una

aplicacidén tal que d(f(xl) . f(xz)) < k d(x1 5 X2)

(algn x €R, o < k < 1) alfx J),x ) < r(1 - k) .

Entonces f posee un Gnico punto fijo.

DEMOSTRACION

Utilizando induccidén es ficil probar que fn(xo) esta

bien definido para n > 1 y d(fn(xo) , XO) < r(1 - kn),

n+1

Ya que d(f (x ) , fMx ) < kM ax , f(x )) , entonces
(o] (o] - [e) e}

n

aCE™ % ), Nx ) < K (1.t K™ Dak , fix ) <
O O — O O -

kn

1 -k

d(xO R f(xo)) ; de aqui {fn(xo)} es de Cauchy

y en consecuencia existe X, & X tal que fn(xo) %y

(n » ©) , en particular d(x1 5 fn(xo)) <

kl’l

1 -k

d(x , f(x)) < r K" (n > o)
fe) O
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Tenemos entonces que d(x, , XO) < r, asix € V

1 1

y f(Xl) =X, Si f(x2) = x2 entonces d(x1 R x2) <

< k d(x1 » X,) 1lo cual da X, = X

” y termina la de

2

mostracidn.

PROPOSICION

Sea V ¢ F un abierto no vacto y sean ¢ : U ~»>V ,

» ¥ : V > U aplicaciones verificando la siguientes

condiciones:
(1) ¢ o ¢ = identidad de V (¢ ¥(y) =y , y € V)

1

(2) ¢ €c” y ¢ es lipschitz

Entonces ¢'(x) es sobreyectiva cualquiera sea x € (V).

DEMOSTRACION
Sea Yo eV y X = w(yo) . Definamos R: U » F
mediante R(x) = ¢(x) - ¢'(xo) (x - XO) 3 claramente

R ¢l

N R(xo) = ¢(xo) = v, y R'(Xo) = ¢'(XO) - ¢'(xo)= 0.



30.

1

2 m

Sea € = donde m = 1lip(y) (m > o por (1)).

Y escojamos r > o tal que la bola abierta B(x , r) €U
o

y || R || < e si x €B(x_ , r)

Sea &€ R, o < § < R/m tal que la bola B(yo s 6)

estid contenida en V, entonces (B(yo, §)) C B(xo > 1) .

Probaremos que ¢'(XO)E contiene a B(o, 1 §) lo cual,

2

naturalmente, dard fin a la demostracién.

Dado vy & B(o ,l §) definamos Ty: B(yO » 8) > T mediante

2

Ty(z) =y + RY(z) ; utilizando la desigualdad del valor

medio concluimos que ||Ty z - Tyz'|| < emllz - z"|]=

1

= = ||z - z'|] ; ademés |ITy(zO) -z = yll < 1 S,

] :

en consecuencia Ty estd en la hipbtesis de 2.4. y por
tanto existe un {nico =z e;B(yo , 6) tal que Ty(z) = z.

Es decir z =y + Ry (z) = ¢ ¢(z) - ¢'(Xo)(w(z) - XO) ;

o sea, ¢'(Xo)(w(z) - XO) =y 3 lo cual termina la

demostracidn.
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6.

31.
COROLARIO

Sean, f : E » F homeomorfismo de clase el ta1 que

g1 es lipschitz. Entonces f es un difeomorfismo de
clase cl. (Es decir, f"1 es de clase cl). Es més, si
f e.cm (m > 1) entonces f_ié_ ™. Ademés
-1
£ Goul] > [1ipce™hH] lul| , u €E (%)
DEMOSTRACION

-1
Ya que |[f(x)) - f(x)]] > [lip(f_l)] =, - x50 s

entonces la desigualdad (*) es v&lidaj; en particular
f'(x) es biyectiva cualquiera sea x & E. Por otra
parte de 2.5. se sigue que f'(f—i(y)) es sobre cual
quiera sea y € E (fof_1 = Identidad de E). De aqui

f'(x) es invertible para cualquier x €E (IIf'(X)_iH <

< lip(f_i)). Un ejercicio facil muestra ahora que
f71 o5 diferenciable en todo punto y € E y que

1, -1 -1
(£ 7)) (y) = [f'(f (y)5] . El resto de la demostra
cién se sigue ahora ficilmente (Hay que utilizar el

hecho que la aplicacibén L - L_1 es de clase ¢ en



