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RESUME

\
Ce travail porte essentiellment sur le théoreme de Gleason:.
(sur les formes quadratiques) et questions qui s'y ratachent

telles les questions de repré&sentation.

Nous donnons la repré€sentation des formes semi-quadratiques
et une generalisation du théoréme de Gleason. Finalment
pour les A-m8dules proyectifs de type fini nous avons calculé

les A~-modules quotients:

Qg (R, M,N) / Q (a,M,N)/

Q(a,M,N) ' Q, (A, M,N)
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NOTATION

Z Corps a deux &léments

Q(A,M,N) A-module des Applications A-quadratiques de M

dans N.

QO(A,M,N) A-module des Applications A-~-quasiquadratiques

de ‘M dans N.

Ql(A,M,N) A-module des Applications A-semi-quadratiques

de M dans N.

Z L'anneau des entiers relatifs.
Q Corps des nombres rationnnels
IR Corps des nombres réels

z Corps des nombres complexes

Z ~ Anneau des entiers module n.
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Par la suite, A designera un anneaur commutatif a élé&ment

unité et tout A-module est unitaire.

1. PRELIMINARES. Soient M et N deux A-modules. On dira

qu'une application g:M - N est une application A-se-
mi-quadratique si elle vérifie la loi du parallélogra
mme, a savoir, q(x+y)+g(x-y) = 2q(x) + 2q(y) quees

que soient x,y dans M.

A toute application A-semi-quadratique on associera
l'application ¢:M > N définie par (x,y) - qg(x+y)-
-g(x)-g(y). On dira que ¢ est l'application symétri-

que associée a q.

Notons Ql(A,M,N) le A-module des applications A-semi-

-quadratiques de M dans N.

LEMME 1.1. Soient M et N deux A-modules, g:M > N une
application A~semi~quadratique et.¢ l'application
associée a g et supposons que l'homothetie définie
par 2 dans N soit injective. Alors ¢ est biadditive
et vérifie, pour tout x dans M, ¢(x,x) =2qg(x) et

g(-x) = g(x).

En effet, la loi du parallélogramme nous donne 2q(0)=0,
donc g(0}=0 et par suite gq(y) + g(-y) = 2g(y) ce qui
entratne g(y)=q(-y). La symétrie de ¢ est evidente

et la loi du parallélogramme nous donne q(2x)=4q(x).



Donc, ¢(x,x) = q(2x)-2q(x)= 2q(x) . De plus, 2 ¢(x,y)=

= g(x+yl-q(x-y) . |

Dé&montrons maintenant que ¢ est biadditive. Etant
donnds x,y,z trois &léments de M, on a 4(¢(x,2z)+¢(y,2))=

= 2qg(x+z)-2qg(x-2) 2q(y-2)- 2q(y-z},

2q(x+z) + 2g(y+2)

g(x+y+2z) + gq(x-y) et

2q(xfz) + 2g(y-2z) q(x+y72z) + q(xfy). Par suite, nous
avons 4(¢(x,z)+¢(y,2)) = 2¢(x+y,2z), donc 2(¢ (x,2) +

+ ¢o(y,2)) = ¢(x+y,22) et si 1l'on fait y=0, on a

2¢0(x,2) = ¢(x,2z). Ceci entraine que 2(¢(x,z)+¢(y,z))=
2¢ (x+y,2) et ¢(x+y,z) = ¢(x,z) + ¢(y,z) ce qui démontre

la biadditivité de ¢.

Si M et N sont deux -modules, une application g:M—>N
sera dite A-quasi-guadratique si les conditions suivantes
sont verifiées:

QQ1) pour tont (a,x) € AxM, g(ax) = azq(x);

0Q2) quels que soient x,y dans M, g(x+y)+g(x-y) =

= 2g(x) + 2q(y).

I1 est évidente qui une condition nécessaire et suffisante

pour que g:M-—>N soit une application A-quasi-quadrati-

que est que:



(i) pour tout (a,x] € AxM, g(ax) = a2q(x);

(ii) 1l'application ¢:MxM—>N dé&finie par ¢(x,y)=qxty)-

-q(x)-q(y) soit Z-bilinéaire.

Notons QO(A,M,N) le A-module des applications A-qua-

si~quadratiques de M dans N.

Si M et N sont deux A-modules, une application

q:M —> N sera dite A-quadratique si les conditions

suivantes sont vé€rifiées:

Q1) pour tout (a,x) € AxM, g(ax) = azq(x)

Q2) 1'application ¢:MxM —> N définie par ¢(x,y) =
= g(x+y)-q(x)-q(y) est A-bilinéaire, necessairement
symétrique que 1l'on appellera l'application A-bili-

néaire symétrique associée a q.

Notons Q(A,M,N) le A-module des applications A-qua-
dratiques de M dans N. Il est clair que l'on a les

inclusions, en tant que sous-A-modules,
Q(A,M,N) C QO(A,M,N) c Ql(A,M,N).

On se pase le probleme de calculer les A-modules quo-

. tients:
et
Q, (a,M,N)/

Qo (B,M,N)
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Ceci va nous conduire a une généralisation du théoréme

de Gleason lequel sera l'objet du paragraphe 3.

LEMME 1.2. Supposons que l'homothétie définie par 2
dans N soit injective. Si g ¢ Ql(A,M,N), une condif
tion necessaire et suffisante pour que g € Q(A,M,N)
est que pour tout (x,y) € MxM et pour tout a € A on
ait ¢(ax,y) = a¢(x,y), ou ¢ est l'application symétri-

que associée a q.

En effet si q ¢ Ql(A,M,N), q vérifie la condition
Ql), car 2g(ax) = ¢(ax,ax) = a2¢(x,x) = 2a2q(x), donc

glax) = a’q(x).

EXAMPLE 1.3. Soient B un anneau commutatif a éléf
ment unité et A 1l'anneau des matrices d'ordre 2 de
la forme ( g 3) avec x,y dans B. Il est clair que
A est un anneau commutatif a &lément unité et consi-
dérons 1l'application g:A —>A définie par

x 0 _ xy 0
a(( 0 y)) = ( 0 xy) Montrons que g est une

application A-semi-quadratique. En effet, si

- X0 _ x' 0
u ¢ 0 y) et u'= ( 0 yl)
sont deux éiéments de A, on a g(u+u') + g(u-u') =

2(xy + x'y") Q

= 2q(u)+2gq(u').
o - 2(xy+x'y")



Par contre, l'application g:A—>2A n'est pas A--qua-

si-quadratique. En effet,

Xyx'y! 0 ‘ Xy 0 f Xy' 0

g(u u') =
0 Xy x' y' 0 Xy 0 x'y!

= q(u) g(u'), cést a dire, que est une application A-se-

mi~quadratique multiplicative. Mais

x2 0
g(u) =
0 y2

on a, en général, q(u) # u , on encore, g(uu') # ucﬁu)

EXAMPLE 1.4. Si M et N sont deux szespaces vecto-
riels, l'application g:M—>N définie par gq(x) = 1 pour

tout x € M est une application 2 -quadratique.

Plus généralment, on a la proposition suivante:

PROPOSITION 1.5. Soient A un anneau de caracteristique

2 et M,N deux A-modules. Toute application g:M—>N

est une application A-semi-quadratique.

En effet, quels que soient X et y dans M on a

q(x+y)+qx-y) = qz+y) + gx+y)l = 0 et 2q(x) + 2q(y) =

PROPOSITION 1.6. Soient M et N deux Z-modules.




Si l'homothétie définie par 2 dans N est injective

alors Ql(Z,I"l,N) = QO(XIMIN) = Q(ZIMIN). .

En effet, si q ¢ Ql(Z,M,N), la loi du parallélogram-
me nous donne 2gq(0) = 0 donc qg(0) = 0, et par suite,
g(2x) + g(0) = 2g(x) + 2g(x), donc g(2x) = 4q(x) .
Montrons que, pour tout n £ Z et pour tout x £ M,
g(nx) = nzq(x), pour cela, on procé&de par récurrence

sur n. Ona gq(n-1)x + x) +<q«n—1)xfx) = 2q((nfl)x +

+ 2g(x) donc qg(nx) + (nf2)2q(x)=2(njl)2q(x)+2q(x).

Il s'ensuit que g(nx) = (2(n51)2+2f(n72)2)q(x)= n%qbd.

PROPOSITION 1.7. 8S1 M et N sont deux Q-espaces vec-

toriels, on a Ql(Q,M,N) = QO(Q,M,N) = Q(Q,M,N).

Soit g € Ql(Q,M,N). Il suffit de vérifier que si ¢

est l'application symétrique associée a g, on a
o ( % X,y) = g ¢(x,y) pour tout q e Z - {0} et pour

toute cuple (x,y) dans MxM (c.f. lemme (.2). Or,

¢(§ x,y) = ¢(p. éx,y) = p ¢(% x,y)

et d'autre part, q¢6é X,y) = ¢(q.% X,y) = ¢(x,y), donc
<1>(q X,y) 3 ¢(x,y). Par suite ¢(q X,y) g o (x,y),

ce qui achéve la démonstration de la proposition.



RAPPELS SUR LA SEPARABILITE. Dans [ .17 , A.M. Gleason

montre que si A est l'extension de Qrdes nombres al-
gébriques, QO(A,M,N) = Q(A,M,N) et si1 A est une ex-
tension transcendant de Q, QO(A,M,N) # o(A,M,N). En
vue de généraliser le th&oréme de Gleason nous démonj
trerons que si A est une Qfalgébre séparable
QO(A,M,N) = Q(A,M,N) ce gqui donne en particulier le
théoréme de Gleason. Pour arriver a ce but, nous

rappelons quelques définitions et résultats.

Soient K un anneau commutatif a &lé&ment unité et A

un K-module. On dira que A est une K-algébre ou

une algébre sur K, s'il existe une application K-~bi-

linéaire u: AxA —> A appelée multiplication de A. On dira que
(x,y) —> xy
A est associative si la multiplication u est associa-

tive, i.e, quels que soient x,y,Z dans A, u(u({x,y).,z)=

= u(x,u(y,2)) et que A est commutative si u est
symétrique 1i.e, p(x,y) = u(y,x), quels que soient x,y

dans A.

De plus, nous dirons que A a un élément unité noté

1, si u(x,1) = uy({1,x) = x pour tout x dans A.

Si A est une K-algébre, la K-algébre opposé A°, est
définie comme suit: en tant gque K-module A°= A et la

multiplication de A°® est définie par ﬁ:A°xA°——> A°
(xfy°)— uly,x).



Notons que si A est commutative, A°= A en tant qﬁe

K-algébre.

Se donner une structure de K-algébre sur A révient a
se donner une application K-lin&aire u: A QkA——> A,
c'est a dire, un é&léments

W € Hom ( A 8 aA,A).
k

On dira qu'une K-algébre associative A, non neccesai-
rement commutative, est simple si les seuls id&aux
bilatéres de A sont 0 et A et on dira que A est semi-

simple si A est somme directe finie d'algébres simples.

Soient A,A' deux Kfalgébres et f: A—>A' une applij

cation Kflinéaire. On dira que f est un morphisme de
Kfalgébres si f(x,y) = £(x)f(y) quels que soient x,y

dans A. Si de plus A et A' ont des &léments unité

notés 1 et 1' respectivament, on supposera que f(l)=I{

En général, l'application u §§ A°—> A définie par
k

Xx 8y —>xXy n'est pas un morphisme d'algébres, sauf si
A est commutative. En effet, il suffit de voir que
n(x @ y?) (x' 8 y'°) = u(xx' @y'y)°) = xx'y'y et que
n(x 8 ylu(x' 8 y'°) = xy(x'y') = xy x'y'.
Considerons A B A° munie de sa structure naturalle

k
de k-algébre, i.e, (x B v°) (x' B y'°) = xx' By'y)®



pour x,x' dans A et y°, y'® dans A°.

On peut munir A d'une structure de A § A°-module a
A

gauche "via" (x § y°)}z = x2y, ou X,z € A et y° & A°.

On remarque que u est une application A § A° -1i-

k
néaire.

(x @ y°) ux'By'°) = (x 8 y°) x'y' = xx'y'y =

= p((x § y°) (x' 8 y'°)). De plus, py est surjective.

Nous avons donc la suite exacte de A B A°-modules a

k
gauche
0 —>J(@a) —> ag@a° E>a—0
k
\
ou

J(A) = Ker (u).

On dira que A est une K-algébre séparable si la sui-

te exacte

0 —> J@a) — aga E>a—s0
k

\
de A § A°-modules a gauche se scinde.
k

LEMME 2.1. Soient KX un corps commutatif et A une
K-algébre associative de dimension finie. Les condi-

tions suivantes sont &quivalentes:

(i) A est une K-algébre séparable;

(ii) A est une K-algébre semi-simple.

cfC9] et [10]
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Si A est une Kralgébre commutative et associative

a 8lément unité&, notons DerKCA) le A-module des K-de-
rivations de A dans A, i.e, des applications Kflij
néaires d: A —> A vérifiant d(xy) = dx)y+xd(y),
quels que soient x,y dans A. La proposition suivanf
te nous montre le rapport existant entre dérivations

et séparabilité.

PROPOSITION 2.2. Soient K un anneau commutatif a

8l8ment unité et A une K-algébre associative et
commutative a &l&ment unité. Les conditions suivan-

tes sont &quivalentes:
(1) A est une K-algébre séparable;
(ii) DerK(A) =0 .

Pour la démonstration de cette proposition, on ren -
voie a la bibliographie citée (C£[3]). Par la sui-
te, nous verrons comment appliquer ce ré&sultat au

probléme qui nous occupe.

LE THEOREME DE GLEASON. Soient A un anneau commu-

tatif a &lément unité, M et N deux A-modules et
F(A,M,N) le A-module des applications f:AxMxM —> N
qui sont A-linfaires et anti-symétriques dans la
déuxiéme et la troisiéme variable et qui sont des
Zjdérivations dans la premiére variable, i.e, quels
que soient a,b dans A et pour x,y parcourant M on a,

f(a+b ,x,y) = f(a,x,y) + f(b,x,y) et f(ab,x,y) =



11.

= af(b,x,y) + bf(a,x,y}). 8Si q ¢ QO(A,M,N), on note

ag: AxXMxM —> N l'application définie par og(a,x,yl=

= ¢(ax,y)-ad¢(x,y), a e A et x,y ¢ M, ou ¢:MxM —>N

est l'application symé&trique associée a g. On a le

résultat suivant:

PROPOSITION 3.1. Il existe une application A~lineaire

o QO(A,M,N) ——> F(A,M,N) dont le noyou est Q(a,M,N),
c'est a dire, la suite de A-modules 0 —> Q(A,M,N)—>

—> QO(A,M,N) —> F(A,M,N) est exacte.

En effet definissons 1l'application
os QO(AIMIN) —> F(A,M,N)

par ¢ —> og et montrons d'abord que agq € F(A,M,N),i.e,
que ag est Ajlineaire et antirsymétrique en ses deuxié
me et troiSiémé'variables et que ag est une dérivation
dans su premiére variable. En effet pour tout a dans

A et tout x dans M, on a ¢(x,ax) = g(x+tax) - g(x)-g(ax)=

= ((a+l)2 - l-az)q(x) 2a q(x) et puisque ¢ est

symétrique et ¢ (x,x) 2q(x) pour tout x dans M, alors
o (x,ax) = ¢(ax,x) = a¢(x,x). Par suite, pour tout a
dans A et guels que soient x,y dans M, on a

¢ (a(x+y) ,x+y] = a¢(x+y,x+y), soit, ¢(ax,y)ja¢(x,y) =
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= T(¢(ay,x1 -a ¢(y,x)], ou encore, aqg(a,y,x) = juq(a,x,y).
Dantre part, ¢(ax,ay) = g(axtayl - g(ax) - g(ay) =
= az(q(x+y) - q(x) - gyl = a2 ¢ (x,y), pour tout a dans

A et quels que soient x,y dans M.

Dans la rélation ¢(ax,y) + ¢(ay,x) = a(d(x,y)+oé(y,x))

rempla?ons X par ax, puis a par atb. On a ¢(a2x,y) +

+ ¢ (ay,ax) a(¢(ax,y) + o¢o(y,ax)), soit ¢(a2x,y) +

+ a2¢(x,y) 2a ¢(ax,y) et ¢((a+b)2x,y) + (a+b)2 b (x,y)=

= 2(a+b) ¢((a+b)x,y) ce qui, aprés simplification et com-

pée tenu du que ¢ est Z-bilineairez entraine, ¢(abx,y)+
+ ab ¢(x,y) = a¢(bx,y) + bé(ax,y), soit ¢(abx,y) -

b(¢(ax,y) - a¢(x,y)), c'est a dire,

~- a¢(bx,y)

og(a,bx,y) = b ag(u,x,y) et ceci, quels que soient a,b

dans A et x,y dans M.

Enfin - og(a,x+x',y) = ¢(a(x+x'),yl-a¢(x+x',y) =
= ¢(ax,y) + ¢(ax',y)-a¢(x,y)-a¢(x',y) = aqla,x,y) +

+ ag(a,x',yl pour tout a dans A et quels que soient X,y
dans M. Donc Qq\ est Aflineaire dans sa deuxieme va-

riable et é&tant énti—symétrique en ses deuxieme et troif
siéme variables, on conclut que ag est aussi A—linéaif

re dans sa troisiéme variable.
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Finalmente, ogq est une Z-d&rivation dans sa premié-
re variable. En effet, oaq(a+b,x,y) = ¢((a+b)x,y)j

- (a+b) d)(x'y) = cb(ax,y) + ¢ (bxly) j-a¢(x,y)‘—bd>(x,y)=

= aq(a,x,y}) + ag(b,x,y)l et oag(ab,x,y) = ¢(abx,y) -

I

-ab¢ (x,y) (¢ (abx,y) - a¢(bx,y)) + (a¢(bx,y) -

ab¢ (x,v)) ag(a, bx,y) + a ag(b,x,v)= b aq(a,x,y) +

+ a og(b,x,y), quels que soient a,b dans A et x,y dans

M.

+ D'autre part, il est clair que a est Ajlineaire et

g € Ker(a) si et seulement si ¢(ax,y) = a¢(x,y) pour
tout a dans A et quels que soient x,y dans M, i.e,
l'application ¢ associée a g est Afbilinéaire, nece-
ssairement symétrique. Donc Ker (o) = Q(A,M,N), ce

qui achéve la démonstration de la proposition.

PROPOSITION 3.2. Si L est un A-module libre, pour

tout A-module N, l'application A-linéaire

est surjective.

En effet, soit f € F(A,L,N) et montrons qu'il . existe

une application A-quasi-quadratique g telle que

a(g)= £. Soit (ei)i€I une base de L sur A. On définit
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une application y: LxL —> N par y(x,y) =) £f(ai,ei,y),
ieT

ou x = ) ai ei et y sont deux &lé&ments de L. Il
i

est evident que ¢ est additive dans sa premiere va-
riable et A-lineaire dans sa sé&conde variable. On

pose alors q(x) = y(x,x) pour tout x dans L et si
X,y € L, a(xty} + q(x-y) = v(x+y,x+y) + w(ij},Xfy)=

= 2y(x,x) + 2¥(y,y) = 2q(x)+2q(y). D'antre part,

glax) = y(ax,ax)= ay(ax,x) = a ) f(aai,ei,x) =
i
= a ) af(ai,ei,x) + a )} ai f(a,ei,x) = a® vi(x,x) +
i
2 ' 2 . .
+ a f(a,x,x) = a° y(x,x) = a“g(x) a6 x = ) ai ei .
i

Il s'ensuit que g ¢ QO(A,L,N).

\
Il reste, enfin, a montrer que a(g) = £. Pour cela
considerons 1'application symétrique ¢: LxL —> N

associée a la application quuasifquadratique g, i.e,
¢ &,y) = qx+y)-q(x)-q(y), pour x,y € L. Quels que
soient X,y ¢ L, on a ¢(x,y) = v(x,y) + ¢v(ly,x). Pof
sons a(g) = f£f' soit, pour tout a € A et quels gue

soient x,y ¢ L, f'(a,x,y) = ¢(ax,y)fa¢(x,y) =

v(ax,y) + v(y,ax)-av(x,y) - av(y,x) = y(ax,y) -

ay (x,y) Yy (f(aai,ei,yl-af(ai,ei,y)) =) ai f(a,ei,y)=

1

f(a,x,y], si l'on pose x = ) ai ei. Ceci nous dit

[

que f' = f et, par suite, a(q) = £.
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PROPOSITION 3.3, Si P est un A-module projectif,

l'application A~lin&aire a:QO(A,P,N) —> F(A,P,N)

est surjective.

En effet, si P est un A-module projectif, P est
facteur direct d'un A-module libre L, i.e, il existe
deux applications A-linéaires P 21 ji> P telles
que Ba = idp. Cecl revient 3 dire qu'il existe une

décomposition en somme directe L = P f§ Ker(B) (iso-

' morphisme de A-modules). Dé&signons par

Ple(A,L,N) —> Q(A,P,N)

1'application A-lineaire définie par q —> qa et
par i;: Q(A,L,N) <— Q(a,P,N) 1l'application Aflinéaij
re definie gB <——q . Il est clair que Pl est surjec-
tive , car Pl(qB) = g, que i, est injective et que
P;i, = id, application identique de Q(A,P,N). D&fini-
tions analogues pour il,Pz,i3,P3 faisant commuter

les diagrammes:

o
0 —> Q(a,L,N) —> Q_(&,L,N}] —2>F(a,L,N) — O

SRR p, | 14, Py | T4,

0 —> QCAIPIN) —_—> QO(AIPIN) —_— F(AIPIN)

. /
I1 s'ensuit que ap est une application A-lineaire
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surjective., On remarque, tout simplement, que

P3(f) fo (id x oxa ]} pour tout f dans F(A,L,N) et que

P3(f) fo(id x BxB) pour tout f dans F(a,P,N), ou id

designe 1'identile de A, Ceci achéve la démonstration

de la proposition.

s . ’ o .
La proposition suivante acheve cette serje de consi-

’ .
derations.

PROPOSITION 3.4. Soient A un anneau commutatif a

élément unité et N un A-module. Si P est un A-li-

nedire o: QO(A,P,NI —> F(A,P,N) est surjective.

En effet, comme P est plat, il est limite inductive

d'une famille (Li)i de A-modules libres de type fini

el

(théoréme de Lozard), cf.( )....) soit P = lim Li. Il
—_—

en résulte que Q,(&,P,N) = lim Q_(aA,Li,N) et F(A,P,N)=
_>

= lim F(A,Li,N) et comme, pour chaque ieI il existe
->

une application A-lineaire surjective
0 ¢ QO(A,Li,N) —> F(A,Li,N)

et a = 1im ai, alors o est aussi une application
—>

surjective.

Soient A un anneau commutatif a &lé&ment unité et M,N

deux A-modules, On note I(A,M,N) le A-module des
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applications A-bilin€aires et antisymétriques de MxM
dans N. Il est clair que I(A,M,N] est le A-module

AZCM)*, ou A,(M) est le sous-A-module de 1'algébre
A(M) (c£[ 7] et [9]) formé par les &léments homo-

génes de degré 2 et que si de plus, 2 est inversible
dans A, alors I(A,M,N] est la deuxiéme puissance ex-
térieure AZ(M) de M. La proposition suivante nous

montre comment cet A-module est 1ié& aux applications.

PROPOSITION 3.5. Soient A un anneau commutatif a

&l8ment unité et M,N deux A-modules. Il existe un

isomorphisme de A-modules

~

Der, (a) 8§ I(aA,M,N) = F(A,M,N).
A

En effet, l'application

Der, (A)x ‘I(A,M,N) —> F(A,M,N)

. . 7 . :
définie par (d,g) —> <d,g> est A-bilineaire, ol
<d,g> ¢ F(A,M,N) est l'unique application A-lin€aire
rendant commutatif le diagramme:

A
Il tant 1 et j les injections

A &9 Aw};m

\

cononiques
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* Pour téut (a,x,y] ¢ AxMxM, on a <d,g> (a,x,y) =
= d(a}) g(x,y). Il s'ensuit que <d,g9> i=4d et

<d,g> dj = g, L'application

Derz(A) x I(A,M,N) —> F(A,M,N)

. . . 7 . .
de prolongue alors en une application A-lineaire uni-
que

(/K DerZ(A) 8 I(A,M,N) —> F(A,M,N)
A

donnée par

V(] d; 8y =] <di,gi>
i i

D' aﬁtre part, l'application

y's F(A,M,N}) —> DerZ(A) 8 1(A,M,N)
A

définie par f —> (foi) 8 (foj) est A-lineaire et il

est clair que Yy et YP' sont des isomorphismes réci-

proques.
On remarque que si DerZ(A) = 0, alors F(A,M,N) =0
et par suite Q (A,M,N) = Q(A,M,N), En suite on verra

des examples de tels anneaux.

PROPOSITION 3.,6. Si A est une Q-algébre commutative
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et associative séparable, alors @ (A,M,N) = Q(A,M,N),
P o

quels que soient les A-modules M et N,

Soient q € QO(A,M,N) et ¢ l'application associée

a q. L'application d: A —> A définie p;r

d(a) = ¢(ax,y)} - a¢(x,y) est une dérivation pour tout

(x,y) & MxM,

Comme DerQ(A) = 0, alors ¢(ax,y) = a¢(x,y) pour tout
a € A et pour tout (x,y) € MxM, c'est a dire

qg e (A,M,N).

Le lemme suivant achéve la démonstration de la proposi-

tion,

LEMME 3.7. Soient K un anneau commutatif a é€lé&ment
unité, S une partie multiplicative de K et A une
Sfl K-algébre commutative et associative a &l&ment uni-

té. Alors DerK(A) = Dersle(A).

Notons que la structure de Kfmodule de A est donnée par
AX = %»x pour tout A dans K et pour tout x dans A,
bonc, si d: A —> A est une Sfl K-dérivation, alors
d: A —> A est aussi une deérivation, soit,
DersflK(A) DerK(A). Réciproguement, comme toute
application KTLinéaire de A dans A est aussi S'lK—lif

néaire, l'egalité DerSflK(A) = DerK(A) s'ensuit.
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COROLLAIRE 3.8, Si A est une Q-algébre commutati-

A Y
ve et associative a €lément unité, DerZ(A) = DerQ(Alj

De la proposition 3.6., on déduit le corollaire sui-

vant:

COROLLAIRE 3.9. (Théoré&me de Gleason). Si A est un

anneau d'entiers algébriques, gquels que soient les

A-modules M,N, on a QO(A,M,N) = Q(A,M,N).

I1 suffit de montrer que A est une Q-algébre séparaf
ble. En effet A est une Qfalgébre simple car si

I #0 est un ideal de A et si a e I, a # 0, alors

a est solution d'une &quation algébrique a coefficients

2
dans Q non tous nuls, co+c1 a +c2 a+...+ ¢ an =0,

n
donc, par example 1 = - c;l(cla +...+ cn an) e I, soit,
I =A. On voit donc que A est simple et, par suite,

A est séparable sur Q (cf. lemme 2.1.).

PROPOSITION 3.10. (A.M, Gleason),

Si A est un corps, extension transcendante de Q, alors
Q(Aa,M,N) % Qo (A,M,N] quels que soient les A-espaces vec-

toriels M et N,

Pour chaque b € A, il existe une Q-derivation d:A —> A

qui ne s'anulle pas en b c¢f|3|. Dé&finisons une appli-

cation f:Ax MxM —>N par (a,x,y] —> d(a)lt(x,y)., ou
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t: MxM —> N est une application A-bilinéaire et an-

ti-symétrique non nulle.

Comme d:QO(A,M,N) —> F(A,M,N) est surjective il exis-
A
te q ¢ QO(A,M,N) telle que a(gq) = £f. C'est a dire,

si ¢ est 1l'application associée a q,¢(bx,y)-bo(x,y) =

= d(b) t(x,y) # 0, soit g £ Q(A,M,N).

De méme, il est clair que si M est un Afmodule tel
que F(A,M,N)] = 0, toute application quuasifquadratij
que de M dans N est une application Arquadratique
de M dans N. Nous donnons ici, un example de tels

modules.

EXAMPLE 3.11., Soient A un anneau commutatif a &1l&-

ment unité&, A intégre et M un A-module de torsion.

Pour tout A-module sans torsion N, F(A,M,N) = 0.

En effet, soient f € I(A,M,N) et x,y deux é€l&ments de
M. Il existe des €lé&ments non nuls a,b de A tels que
ax = 0 et by = 0, donc 0 = f(ax,by) = ab f£(x,y) et
comme ab # 0 et N est sans torsion, alors f(x,y) = 0.
Ceci étant verifié quels que soient x,y dans M, on
déduit que £ = @, ou encore, F(A,M,N) = 0. (Por prop.

3.5].

EXAMPLE 3,12, D'aprés le résultat du l'exercice pré-

cedent, on voit inmédiatemment que F(Z,Zn,Z) =0,
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F(Z,Zn,Q) =0 et F(Z,Zn,L) = 0 pour tout corps L

gqui est extension de Q.

RAPPELS SUR LES MODULES INJECTIFS. Soient A un anneau

commutatif a 6l&ment 1, M un A-module et 0 > R+ L > M~ 0
une representation de M comme quotient d'un A-module
libre L. On sait déja que pour tout A-module N la sui-
te de Afmodules 0 -~ HomA(M,N) > HomA(L,N) > HomA(R,N)

est exacte.

On définit Exti (M,N) = coker(HomA(L,N) - HomA(R,N)).

De méme, si 0 > N > Q - S » 0 est une suite exacte
de A-mudules, ol Q est un A-module injectif, la suite
de A-modules 0 -~ HomACM,N) > HomA(M,Q) > HomA(M,S),

est exacte et posons, par definition, Ext\(M,N)' =
A

= coker (HomA(M,Q) - HomA(M,S)). On a la proposition

suivante:

PROPOSITION 4.1, Les A-modules Ext' M,N) et Ext|(M,N)'

A A
ne dépendent pas de la répresentation de M comme quo-

tient d'un A-module projectif ni de la de N comme sous

A-module d'un A-module injectif.

Nous identificarons ces deux A-modules et le noterons

simplement Ext' (M,N). Les résultats suivants sont
A
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bien connus (cf|5]|).

PROPOSITION 4,2, Pour un A-module M, les conditions

sulivantes sont equivalentes:
i) M est un A-module projectif.

ii) Pour tout A-module N, E__ _y(M,N) = 0,
- xtA

PROPOSITION 4.3, Pour un A-module N, les conditions

suivantes sont equivalentes:

i) N est un A-module injectif;

ii) E_, sM,N) = 0 pour tout A-module M.
xtA
THEOREME 4.4, (de la suite exacte de les EXtQ):
A
i) Soient A un anneau et 0 > M' >+ M > M" > 0 une

suite exacte de A-modules, Pour tout A-module
N on a une suite exacte de A-modules

0 ~ HomA(M",N) > HomA(M,N) > HomA(M}N) >

+E ,y(M",N) > E_,y > E__y(M',N).
xtA xtA xtA

ii) Soient A un anneau et 0 - N' - N - N" »> 0 une
suite exacte de A-modules. Pour tout A-module

M on a une suite exacte de A-modules

0 ~» HomA(M,N')» HomA(M,N) > HomA(M,N") >

~E_,yMN'") »E__¢(M,N) > E_, y(MN").
xtA xtA xtA
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EXAMPLE 4,5, Considérons l'anneau quotient Zn=z/nZ ’

\
ou Z désigne l'anneau des entiers et n est un entier
verifiant (1 < n < «), SiI n est un produit de nom-
bres premiers différents, alors Zn est un anneau auto-
-injectif.
\
En effet, supposons que n = 7 p. ©Ou les P; sont des
ieTI
nombres premiers tels que si 1 # j, alors p # pj et

soit 2z = 9 P; %, i P; z_ est un idéal de Z, pour

chaque 1.

Montrons que pour tout homomorphisme fi: p. Z_ » Z

r

i n n
il existe m; € p; z, tel que £fi(\) = A.mi pour tout
A € p; Zn ; 11 s'ensuit d'apres la proposition 4.6 que

Zn est Auto-injectif.

Considérons les diagrammes commutatifs

£, Pi 2
1 ln
i
Z2_{~F- 12
8

.n
AN Tnj
J "p. 3
j n
ou les n;: P; Zn -> Zn sont les injections canoniques,

[y . \ -~
ieTIetou F: Zn > Zn est unique, verifiant

Fon, = fi pour tout i € I, Si 1'on prend
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m, = F((Sij)jerl; on voit que f; (i) = Am; pour tout A

dans P Zn .

PROPOSITION 4.6. Un A-module Q est injectif, si et

seulement si, pour chaque ideal I de A et pour cha-
que application A-linéaire f: I » Q, il existe un
élément g dans Q tel que £()) = Ag pour tout A dans

I.

Pour la démonstration, voir cf|4].

REPRESENTATION DES APPLICATIONS SEMI-QUADRATIQUES.

Soient A un anneau commutatif a €lément unité et M

et N deux A-modules.

Rappelons que l'on note Ql(A,M,N) le A-module des

applications A-semi-quadratiques de M dans N et que
si l'homothetie définie par 2 dans N est injective,
alors toute application Z-semi-quadratique gq:M - N
est une application Z-quadratique pour les structu-

res de Z-modules de M et de N,

PROPOSITION 5.1, (Représentation des applications

A-quadratiques]. Pour tout A-module M, il existe un
A-module Fz(M) et une application A-quadratique
q:M > T,(M) telle que toute application A-quadratique

q:M » N se factorise de fagon4 unique par une appli-
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cation A-linéaire g: TZ(M) + N, i.e, le diagramme

M —-‘L>’ N
V. -- °’k
NG

~

Commute, ou encore Q(A,M,N) = HomA(FZ(M),N), isomor-

-

phisme de A-modules.

Rappelons seulement que

I, = A(M)x M g VR '

\
ou A(M)est le A-module libre de base M et R est le
sous-A-module de A(M)x M 8 M engendré par les &8l1&-
A
2 , v
ments de la forme (eax—a eX,O) et (ex+y—ex—ey,—><8y)
\
ou X,y € A et oﬁ (ex)x€M est la base canonique du
A-module 1libre A(M) et y: M —> A(M)x M M—> F2(M)
A
est l'application composée de M —> A(M)x Mg M,
A
x —> (ex,O) et de la application surjective canoni-
que AMy 8 M—> r,M.

A

PROPOSITION 5.2, Pour tout groupe ab&lien M, il exis-

te un groupe abélien Fl(M) et une application semi-qua
dratique y;: M —> Fl(M) telle que toute application

semi-quadratique g: M > N se factorise de fagon“ uni-
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que par un homomorphisme de_groupes_g:Fl(M) + N, i.e,

le diagramme

e
Vet
rym 0

Commute, c'est a dire, il existe un isomorphisme de

-~

Il

groupes abéliens. Ql(Z,M,N) HomZ(Tl(M),N).

Si l'homothétie définie par 2 dans N est injective
g:M > N est une application Z-quadratique, donc, il
existe un Z-module F2(M) et une application Z-quadra-
tique Yy telle que toute application Z-quadratique
-g:M - N se factorise de fagon unique par une appli-

cation Zz-linéaire g:I',(M) + N, i.e, le diagramme

. M9 N
~

Y,"%
r,o

est commutatif, Il suffit de prendre alors Fl(M) =

= T2(M) et 1= Y .

Montrons gque en géneral Tl(M) = T2(M), consideré
avec sa structure naturalle de groupe abé&lien, et

Y=Y - En effet, soient (ex)x la base canonique

€M
du Z-module libre Z(M) et S les sous-Z-module de
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Z(M)x M f M engendré par les €léments de la forme

Z
. \
(e ,—e__,0) et (ex+y-ex-ey,—x 8 v), ou x,y parcourent

(M)

M. Notons Fl(M) = 2 x M8 %//S le Z-module quo-
2

tiant et considerons l'application Yq® M —> Fl(M)

(M)

composée des applications M - 2 x (M@ M, x + (e,,0)

Z

MM § M- r (. 11
4

et de la surjection canonique 2
est facile de voir que Y1 est une application semi-qua

dratique.

D'auytre part l'application y: MxM - Fl(M) associée a

Y1 est Z-biliné&aire.

Soit, d'autre part, g une application semi-quadratique
et ¢ l'application associée a g. Il existe une unique

application Z-lifieaire h: M § M - N rendant commuta-
Z
tif le diagramme

\
ou la fléche verticale est canonique.

D'autre part il existe une application Z-linéaire

t: 7 (M), N donnée par t( ) z_e) = ) oz g(x),
xeM xeM %

faisant commuter le diagramme



29.

M > N

ZCM) (z-lineal)

\
ou la fléche verticale est canonique donc il existe une uni
(M)

x(M 8§ M) —>N rendant
Z

que application Z-lineaire g: 2

commutatif les diagrammes

M),

e}>’z(l11

(M)

N <+--==Z " 'x M@ M
< Ti Z
\ 2

M8 M
V/

\
ou les ii (i=1,2) sont les injections canoniques. On a

a(x) = te) = g(i;(e,)) = §((ex,0)) et ¢(x,y) = h(x B y) =

= h(xQy) = §(i2(x § v)] = g((0,x 8 y)) gquels que soient
x,y dans M, donc, G(S) = 0. Il existe alors une unigque
application Z-lineaire g: I';(M) —> N rendant commutatif

le diagramme:

(M)

A x M@PM —> N

I

r, @

Donc le diagramme

. ML N
Yll/g)'

YlﬁM)
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est commutatif. Pour démontrer l'unicité de g veri-
fiant g, Y; = don procede comme suit. Supposons
qu'il existe une autre application Z-lineaire

£ Fl(M) —>N telle que onl = g. On a f°y1= FoYqr

donc £ et g coincident sur Im(y;). Si l'on démontre

que Im(yl) engendre T'; (M} en tant que Z-module, alors

g=f. En effet, les &léments de la forme(e , y 8 z)
oh X,Y,2 parcourent M, engendrent Z(M)x (M 8 M)en tant
Z

que Z-module donc les €lé&ments C(ex,y R 2z) pour xvy,z
parcourrant M, engendrent Fl(M) en tant que Z-module,

(M)

\)
ouC: Z""'"x M8 M — r,(M) est la surjection canoni-

Z
que et comme C((e,,y B 2)) = Cl(ey,0))-Clle,, e = -y § 2)
+ Clle,,,me me,,0)) = Cl(e,,0)) + Clle, + 2,0)) -
- C((ey,O)) - C((e,,0)) = v (x) + yq(y+z) - v4(y) -

- v(z) alors {Yl(x)lx e M} engendre T, (M) en tant que

Z-module.

PROPOSITION 5,3, Pour tout A-module M, il existe un

A-module T, (M) et une application A-semi-quadratique
Y12 M —> T'; (Ml telle que toute application A-semi-qua-
dratique g:M —> N se factorise de fagon unique par
une application A—linéaire‘g:Tl(M) —> N, i.e, le dia-

gramme
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M-,y
v .7
r, () 3

A Y
est commutatif, c'est a dire, il existe un isomorphis-

~

me de A-modules Ql(A,M,N) = HomA(Fl(M),N).

Considerons FZ(M) avec sa structure naturalle de grou-
pe abélien et dé%ignons par Fl(M) le A-module
(M) =4 8 FZ(M) obtenu par extension des scalaires

Z
Z—>A .

L'application composée yq:M — FZ(M)-4>AL§ r, ™ =

=TI M deM—> T,(M, x — y(x) et T,(M—> A% I, M,

Z —> 1§ Z est A-semi-quadratique.

En effet, quels que soient x,y dans M, on a, Yl(x+y)+
+ oy (x-y) =18 v(x+ty) + 18 v(x-y) =18 (v(x+y) +

+ y(x-y)= 18§ (2 y(x) + 2y (y)) = 2(1 Q v(x)) +

+ 2(1 8 v(y)) = 2Y1(X) + 2y, (y) et, d'antre part,

l'application ¢: MxM —> I, (M) associée a Y, est

\
donnée par y(x,y) =1 8 ¢(x,y) ou ¢ est l'application
A-bilineaire associée a y. Ceci nous montre que

est Z-bilineaire.

SI g est une application A-semi-quadratique, alors

g est une application Z-quadratique, donc il existe
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une unique application Z-lineaire g: FZ(M) —> N telle

que g,y = g. L'application A x FZ(M) —> N definie
par (a,y(x}] — aq(x) est Z-bilineaire, donc il exis-
te une unique application Z-lineaire g: A § r, M — N
rendant commutatif le diagramme. ‘

e

A@ T, k:
Z

oh la flé&che verticale est canonique. Ceci nous dit
qu'il existe une application Z-lineaire y telle que
JoY; = Q - De plus, il est evident que g est A-li-

neaire.

Pour ce qui est de l'unicité de g, supposons qu'il

existe une application A-lindaire h: A § Fy(M) —>N
Z

telle que hoyl = g. Donc hoyl = 9oY3 et ceci nous
dit que coincident sur im(y;)}. Si 1l'on démontre que

Im(y;) engendre A § I',(M) en tant que A-module alors
7
h = g.

Les generateurs de A § FZ(M) en tant gque A-module sont
pA

de la forme 1 § y(x) avec x € M. Comme les y(x) en-
gendrent I',(M) en tant que A-module, les Yq(x)=1 8 v(x)

engendrent A x Y,(M). Ainsi si u e A§ r,(M), on
Z Z

peut ecrire

u = } ui 8 Y (x4) = Z a; 1 @y(xi)) =;ai Y, G¢5)
i
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(sommes finies), avec a; ¢ A et X; € M, pour tout

i. L'assertion est ainsi demontré.

APPLICATIONS QUASI-QUADRATIQUES. Une condition né%e-

ssaire et suffisante pour que g: M —> N soit une appli
cation A-quasi-quadratique est que: (i) pour tout
(a,x) e AxM, qg(ax) = a2q(x), (ii) l'application-

d: MXM —> N, associée a g est Z-bilinéaire.

Soit F,(A,M,N) le A-module des applications f,: AxM — N

qui verifient les relations suivantes:

(1) £, (a+b,x) + £,(a-b,x) = 2f,(a,x) + 2f,(b,x)
(2) £,(a,x+y)+£f,(a,x-y) = 2f,(a,x) + 2f,(a,y)
(3) £,(ab,x) = f£,(a,bx) + a’f,(b,x)

quels que soient a,b ¢ A et x,y & M.

PROPOSITION 6.1. Il existe une application A-lineai-

re B8: Ql(A,M,N) —> F,(A,M,N) dont le noyau est
Qo (A,M,N), c'est a dire, la suite 0 » Q. (A,M,N) -

> Ql(A,M,N) Ji> F,(A,M,N) est exacte.

Pour tout g € Ql(A,M,N), on note Bq: AxXM —>N l'appli-
cation définie par Bq(a,x) = gq(ax) - azq(x) pour tout
a € A et tout x € M. Montrons d'abord que Bq € Fo (A,M,N).

En effet, Bq(a+b,x) + Bq(a-b,x) = g((a+b)x) - (a+b)2 g(x)+
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q((a—b)x)-(a—b)zq(x) = q(ax+bx) + g(ax-bx) - 2 a%qbd—

+

2 bzq(x) = 2q(ax) + 2q(bx)-2 azq(x)—2 bzq(x) =

2(g(ax)-a’q(x)) + 2(q(bx)-b2q(x)) = 28 (a,%) + 28_ (b,

quels que soient a,b ¢ A et x € M.

De méme Bq(a,x+y)+8q(a,x—y) = q(a(x+y))—a2q(x+y_)+
2

+ gla(x-y))-a“q(x~-y) = g(ax+ay) + g(ax-ay)-

2
- a (gx+y)+g({x-y)) = 2g(ax)+2g(ay)- a2(2q(x)+2q(y))=

2 2
= 2(g(ax)-a gq(x))+2 (g(ay)-a qly)) = 2Bq(a,x)+2Bq(a,y).
quels que soient a ¢ A et x,y € M. Finalment,
2.2 2 2

Bq(ab,x) = g(abx)-a"b g(x) = g(abx)-a"q(bx)+a“q(bx)-

2.2 2 .
- abgx) = Bq(a,bc)+a Bq(b,x) quels que soient
a,b e Aet x e M.
D'autre part il est clair que l'application
B: Ql(A,M,N) —> F,(A,M,N) définie par q —> Bq est A-1li-
néaire et que q ¢ ker(B) si et seulement si g(ax) -
—a2q(x) = 0 pour tout a € A et pour tout x € M, ou en-
core, si et seulement si q est une application A-quasi-

-quadratique. Donc ker(B) = Qo,(A,M,N} ce qui ‘achébe

la démonstration de la proposition.

Soit F, (A,M,N] le A-module des applications f:AxMxM +N
qui sont additives en ses trois variables et qui veri-

fient. f(ab,x,y) = f(a,bx,y)+af(b,x,y) quels que
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soient a,b dans A et pour x,y parcourant M.

LEMME 6.2. Supposons que l'homothétie définie par 2
dans N soit injective et soient q:M -+ N une applica-
tion semi~quadratique et ¢: MxM » N l'application
associée a g. Si pour tout a dans A et pour tout

ap(x,y), alors g est

il

(x,y) dans MxM on a ¢(ax,y)

une application A-quadratique.

En effet, 2g(ax) = ¢(ax,ax) = a2¢(x,x) = 2a2q(x),donc

g(ax) = a2q(x), guels que soient a dans A et x dans M.

PROPOSITION 6.3. Il existe une application A-lindaire

v Ql(A,M,N) - Fl(A,M,N) dont le noyau est Q(A,M,N),

i.e une suite exacte de A-modules
0 > Q(A,M,N) + Q,(a,M,N) —L> F,(A,M,N).

Siq e Ql(A,M,N) on note Yq: AXMxM +» N l'application
definie par yq(a,x,y) = ¢(ax,y)-ad(x,y) pour tout a
dans A et (x,y) dans MxM, ou ¢ est l'application

associée a q.

Il est evident que Yq € Fl(A,M,N), i.e, que yq est
additive dans ses trois variables et que yq verifie

Yq(ab,x,yi = Yq(a,bx,y) + a yq(b,x,y), quels que

soient a,b dans A et x,y dans M.
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- D'auntre part il est clair que l'application

Y:Q,(A,M,N) - Fl(A,M,N) définie par q » Yq est A-1li-

néaire et q € ker(y) si et seulement si ¢(ax,y])

= a$(x,y) pour tout a dans A et x,y dans M, i.e,
l'application ¢ associée a g est A—bilinééire. Donc
ker (y) = O(A,M,N), ce qui achéve la démonstration de

la proposition.
Soit F,(A,M,N) le A-module des applications
f:AxMxM + N qui verifient les conditions suivantes:

-

i) elles sont additives et symétriques en la deuxiéme

et troisiéme variables;

it) f(ab,x,y) = f(a,bx,y) + azf(b,x,y) quels que

soient a,b dans A et x,y dans M,

iii) f(a+b,x,y) + f(a-b,x,y) = 2f(a,x,y)+2f(b,x,y),

quels que soient a,b dans A et x,y dans M.

PROPOSITION 6.4. Si 1'homothetie définie par 2 dans

N est injective il existe une application A-lincaire

B':Ql(A,M,N) +~ F{(A,M,N) dont le noyau est Q,(A,M,N),
-

c'est a dire une suite exacte de A-modules

0+ Q. a,M,N) > (a,MN £ Framm.

Si qge Ql(A,M,N) on note Bé: AxMxM + N l'application

definie par Bé(a,x,y) = ¢(ax,ay)-a2¢(x,y) pour tout
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\
a dans A et x,y dans M et ou ¢:MxM » N est l'applica-
tion associBe a gq. Il est facile de voir que
Bé e P)(A,M,N) et que l'application B':Ql(A,M,N) >
-~ Fg (A,M,N) ddfinie par q - Bé est A-lindaire. De
plus, g € ker(B') si et seulement si ¢(ax,ay) =
= a2 ¢ (x,y), pour tout a dans A et x,y dans M. -Ou en-
core si et seulement si q est une application A-qua-

si-quadratique. Donc ker(B') = Q,(A,M,N), ce qui

achéve la démonstration de la proposition.

PROPOSITION 6.5. Si L est un A-module libre de rang

1, l'application A-lineaire B:Ql(A,L,N) -~ F,(A,L,N)

est surjective.

En effet, soit f € F,(A,L,N) et {e} une base de L.
4 \

On definit g:M > N par g(x) = f(a,e), si x = a e, ou

a e A, Il est clair que g est une application A-se-

mi-quadratique, car q(x+y)+q(x-y)=f(a+b,e)+f(a-b,e)=

= 2f(a,e)+2f(b,e)= 2q(x)+ 2q(y), si x = a e et

v = b e.

Il reste a montrer que B(gq) = f£f. Pour cela, calculons:
2

8, (B,x1 = qbx1-b’q(x) = f(ba,e) - b’f(a,e) =

= £(b,a e) + b’f(a,e)-bf(a,el-£(b,a e) = £(b,x).
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REPRéSENTATION DES APPLICATIONS QUASI-QUADRATIQUES.

PROPOSTITION 7.1. Pour tout A-module M, il existe un

A-module T, (M} et une application A-quasi-quadrati-
que Yo:M > Te(M) telle gque toute application A-qua-
si~quadratique 9:M » N se factorise de fagon unique
par une application A-lineaire g.:T,(M) -~ N, i.e,

le diagramme

est commutatif, ou encore, il existe un isomorphisme

~

de A-modules Q,(A,M,N) = HomA(Fo(M),N) considerons
FZ(M) avec sa structure naturalle de groupe abelien

et designons par R le sous-A-module de A § T',(M) en-
Z

gendré par les é€léments de la forme: 1 § y(ax) -
A Y
_ a° 8 v(x) ou a parcourt A et x parcourt M. Notons

r,(M =28 I, (M)
Z

R le A-module quotient et par

Yo:M ~» FZ(M) + A X F2(M) + T, (M) l'application évi-
Z
dente compos&e, ou C est la surjection canonique. On

voit que Yy, est une application A-quasi-quadratique,

car Yo (X+y)l+yo, (x-y) = c(1 B v(x+y))+c(1 § v(x-y))=

c(l B (y(x+y)l+y(x-y))l)=c(Q 8 (2y(x) + 2y(y))) =

c(2(1 8 y(x)) + 201 8 vy(y))) = 2 yo(x) + 2v,(y)
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et Yyo(a x) = c(1 8 vy(ax)) =c@ B v(a x)- a2 8 vy(x)+

ral @y = c@?@ @ yx) =a’cl @ yx)) =

)}

a2 Yo (X)), quels que soient x,y dans M et pour tout

dans A.

o

Soit, d'autre part, q une application A-quasi-quadra-
tique; g est une application Z-quadratique donc-il
existe une unique application Z-lineaire g:F2(M) + N
telle que g,y = g. L'application définie par
(a,v(x)) » a g(x) de A x F2(M) + N est Z-bilindaire,
donc elle se factorise de fagon unique par une appli-
cation zZ-linfaire g: A § I,(M) > N rendant commutatif

Z
le diagramme:

A x PZ(M) /7> N

-

A B P2ZM)
Z
De plus, g est A-linfaire, car gb(a § v(x)) =
=g a@ y®X) =baglx) =b(gla § y(x)), pour a,b
dans A et x dans M,

De plus g(R) = 0, Comme gl @ y(ax) - a2 8 y(x)) =

2
= g(ax) - a q(x) = 0 pour tout a dans A et pour tout
x dans M, alors g(R) = Q0 et ceci démontre 1'existence
de go, i.e, on vient de démontrer qu'il existe une

application A-linéaire g,:I'q(M) + N telle que g,.Y.= q.
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¢
Supposons qu'il existe une autre application A-lineai-

re h:T,(M] - N verifiant hyog = g. Alors hyYo= Jo:Yo

entratne que h et g, coincident sur Im(y,) et si 1l'on
démontre que Im(y,) engendre I',(M) en tant que A-modu-

le, alors h = g,. 0Or, les générateurs de A § I, ,
Z

en tant que A-module, sont de la forme 1-8 y(x) avec
X € M. Comme les y(x) engendrent TZ(M) en tant que
A-module, alors les y.,(x) = c(1 § v(x)) engendrent

T (M) .

Soit R' le sous-A-module de A § PZ(M) engendré par les
A

éléments de la forme: 1 B y(a x)- a’ B8 vy(x) et
18 (vlaxty)-y(ax)- v(y)l)- a § (y(x+y)-y(x)-v(y)) et
considerons le A-module quotient A@I‘Z(M)/R, . 11

P/
existe alors un isomorphisme de A-modules

PEDERYc Tz“V- :

En effet considerons l'application

~

g:I', M =AQT, (M) — AQT, M/,
2 - : 2/R

définie par a § y(x) —> a B y(x) ou la barre désigne
classe module R'. Montrons que g est un isomorphisme
de A-modules. En effet considérons l'application

A-lineaire g:T, (M) — A 8 I, (M) _, définie par
‘ 2 7 2 R
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\
y(x) —> B Y], ou la barre désigne classe module

R' .

D'autre part, l'application A-lineaire A 8 F2 (M) ~»
Z

+ T',(M) définie par a 8 v(x) — a y(xX) est surjec-

tive et s'ammule sur R' donc elle se factorise par
ARG T, —> T,(M

7 7
|
A@FZ(M) R

z

\
ou la fleche verticale est canonique. Il est evident
que h est surjective et comme g,h = id, alors h est

aussi injective, donc un isomorphisme de A-modules.
Considerons l'application A-lineaire surjective

h,:A 8 I,

g R = 1-‘o(.lvl) —> Pé(M) = Ag FZ(M) R'

définie par C(a § v(x)) —> C'(a § y(x)), ou

C: A @ T, —> T,(M et C': a § T, —> I, (M sont
Z Z

les surjections canonigques,

. . . . S
Considerons aussi l'application A-lineaire

hpiA @ To0N g = To(M —> To00 248 100
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définie par C(a § y(x)) —> a y(x); on remarque que h,

fait commuter le diagramme

h
A x I‘2(M) —_ F2(M)

Z

c
r% (M) hy

et comme h est surjective, il en est de méme de h2.

On a donc deux suites exactes de A-modules, a savoir

n2
0~ C(R') > T, —2> Ty + 0

o

0 » ker(hy) » (M) —2> T,() » 0

et 11 est evident que ker(hz) = C(R'"). On a donc la
suite exacte de A-modules

By
0 > C(R'") »ToM—= T,(M >0

PROPOSITION 7.2, Pour tout A-module M, la suite

h
exacte 0 + C(R') » I, (M) —£> P2(M) + 0 est scindée.

En effet, soit hé: r,(M) » T',(M 1'application defi-

nie par y(x) - C(1 8 vy(x)), on a h, hy(y(x)) =

= h,(c(1 § y(x)) = y(x), donc h, o h} = idpzonx =

COROLLAIRE 7.3. Pour tout A-module M, Q,(A,M,N) =

= o(@,MN) @ Hom, (C(R"),N).
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PROPOSITION 7,4. Si M est un A-module projectif

F(A,M,N] = HomA(c(_R') /N) .
En effet, on a les suites exactes (Prop. 3.3)

0 »qo(A,MN) » Q,(A,M,N) > F(A,M,N) »> O et
" I
0 - Q(A,M,N) » Qo(A,M,N) ~ HomA(C(R'),N) - 0 donc

F(A,M,N) = HomA(c(R') ,N) .

PROPOSITION 7.4. Si L est un A-module libre de ty-

pe fini,alors T;(L) = A@T,(L) est un A-module libre
Z
de type fini.

F2(L) est un Z-module libre de type fin;. Soit

Y(ei)i=l o+ une base de T, (L) comme Z-module et

2L

:T,(L) » A I,(L) 1'application Z-lineal dé&finie
9ii2 2

N X

par g(y(x]) 18 yx). Il est clair que g(y(ei»

i=1,...n

est une base de A § I, (L) comme A-module.
Z

COROLLAIRE 7.5. Si P est un A-module projectif de

type fini, alors TI;(P) = A § I',(P) est un A-module
Z

projectif de type fini.

En effet, il existe un A-module libre de type fini L

et un A-module projectif P' tel que P §§ P' = L, donc
ABL=28 ®P@P)=A8P@OARP estun A-module
Z Z Z Z
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libre de type fini, donc A § L est un A-module pro -
A

jectif de type fini et A § P est un A-module projec-
Z

tif de type fini.

PROPOSITION 7.6. Si T,(M) est projectif de type fi-

ni, alors FZ(M) est projectif de type fini.

'h
En effet, la suite exacte O0—> C(R') —> T,(M) —3>

~

—> FZ(M) —> 0 est Scindée, donc T, (M) = F2(M)(BC(RW.

PROPOSITION 7.7. Si L est un A-module libre de type

fini, alors T',(L) est un A-module libre de type fini.
\
T'e (L) = I‘l(L)/R , ou IR est le sous A-module de Fl(L)

engendré par les E€léments de la forme Y(ax)-a2 B vy (x)

et Pl(L) est un A-module libre de type fini (prop. 7.4),
donc R est aussi un A-module libre de type fini. Si
Yl(ei)i=1,...n est une base de T, (L), C(1 8 Yl(ei”qu

est une base de T,(L). En effet. ay c(1 8§ Yl(el)) +

oot a c(18 y(en)) 0 et seulement si C(ay(1 8 Y(e))+
+...+ an(l 8 y(en)) = 0 si et seulement si al(l 8 y(e1H+

oot oo (1 8 y(e )) € R C T, (L) si et seulement si

D'autre part si C(a B y(x)) est un élément quelcongue

PN o}
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de To(L), a § y(x) € I';(L), donc a B y(x) =

!

a;(1 8 vleq)) +...4 a (18 y(e)), donc C(a B y(x))=

a; C(1 B y(ej)) +...t o C(1 § y(e)).

COROLLAIRE 7.8. Si P est un A-module projectif de

type fini, alors T',(P) est un A-module projectif de ty-

pe fini.
Considerons l'application hy: (M —> T,(M) définie
par hy(a § v(x) = ay(x). h; est 1'application Z-lineai-

re qui fait commutatif le diagramme

h

A x 1‘2(_M) => I‘Z(M)
PR -1 ;
A8 Pz(M) 1 (Z-1lineaire)
Z

\
ou la fleche verticale est canonique et h est 1'appli
cation Z-bilinéaire definie (a,y(x)) —> ay(x). h

1
est aussi A-linfaire. En effet hl(b(a B v(x)) = hy

(ba 8 v(x))

ba y(x) = b hy(a 8 v(x)) et il est evident

que ker (h,) ker(hi) ou h!: /A § Iy (M) —> A’{FZUD/J

1 Z Z

est 1l'application A-linéaire aéfinie par af vy —

—> C'(af y&x)) et ou R' est le sous-A-modulede A 8 I, (M)
Z

engendré par les &léments de la forme 1 § y(ax) -

~ a% § y(x) et 1 § (y(ax+y)-y(ax)-y(y))-a 8 (y(xty) -

- vy(x)- y({y)). On a donc la suite exacte 0—>R' —>
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—>1, 0 s 1,00 — 0,

PROPOSITION 7.9. Pour tout A-module M, la suite exac-

te 0 —> R' —> Fl(M) —_ FZ(M) -—> 0 est scindée.

En effet, soit hi: FZ(M) _ Fl(M) 1'application défi-

nie par y(x) —> 1 8 y(x), on a hy o hi(y(x)) =

=By (1§ () = y(x), donc By o hi = 1dp -

COROLLAIRE 7.10. Pour tout A~-module M

Q,(A,M,N) = Q(A,M,N) B HomA(R' /N).

Considerons maintenant l'application A-linéaire

he: T;(M =2 f r,(M —> T,(M définie par a § v(x) —
Z

—> C(afB Y®)), h, est &videment surjective et ker(h,) =

= R, ol R est le sous-A-module de A 8 FZ(M) engendfé
’ Z
2
par les E&léments de la forme 1 § y(ax) - a” R y(x).

On a donc la suite exacte 0 —> R —> Fl(M) I—1«-9'->

I—1‘?—-> I',(M] —> 0, donc la suite exacte 0—> HomA(I‘o(M) /N)—>

—> Hom, (r,™,Nn) —> HomA(R,N) —> Ext;\(l"e(M) ,N) —>

—> Ext;\(l"l(M) ,N) —> Ext) (R,N) et si M est projectif

de type fini, alors I',(M) est projectif de type fini et

on a la suite exacte.
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0 —> Q. (a,MN) —> Q(A,M,N) —> Hom, (R,N) —> 0

et par proposition 6.1, on a aussi la suite exacte

0 —> Q. (A,MN) —> Q, (A, M,N) E, F,(A,M,N) et on peut
se demander si F,(A,M,N) = HomA(R,N). Evidemment si

B est surjective nous aurions cet isomorphisme mais
nous n'avons pas p{l établir la surjectivité de B, méme
si M est un Afmodule libre de type fini et de r%ng égal

ou superiur a deux. Né&annois par proposition 6.5 on a.

Si M est un A-module libre de rang 1 F,(A,M,N) EfkmAGLNL
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