HOTAS DE MATEMATICAS

e 19

AILLOS €7 ALGORITMO DERIL

POR

FRANCISCO RIVERO

UNIVERSIDAD NE LOS ANDES
FACULTAD DE CIEMCIAS
PEPARTAMENTC DE MATEMATICA

MERIDA-VENEZUELA

1982



UNIVERSIDAD DE LOS ANDES
FACULTAD DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

“ANILLOS CON ALGORITMO DEBIL”

TESIS DE GRADO PRESENTADO POR EL
LIC., FRANCISCO RIVERO M, PARA
OPTAR AL EL TITULO DE  MAGISTER
SICIENTIARUM EN MATEMATICA DIRL
GIDA POR EL DR. RAJ MARKANDA.



AGRADECIMIENTO

Al Profesor Raj Markanda por su valiosa ayuda en la elabo

Y

racidén de este trabajo.

A todos los profesores de la Maestrfia por haberme ensenado
los conocimientos necesarios, para poder alcanzar esta eta

pa de mi formacibn.

A la sefiora Elide Ramfrez y a la sefiorita Eunice Nava, por
su paciencia y dedicacifn mostradas en el mecanografiado de

esta tesis.

Finalmente al Consejo de Desarrollo Cientfifico y Humanfsti

co, por encargarse de financiar este trabajo.



INTRODUCCION

El objeto de este trabajo, consiste en estudiar los anillos

con algoritmo de divisién.

En el capitulo 1, se estudia el algoritmo qlésico de la di
visibn, el cual aparece por vez primera en "Los Elementos "
de Euclides. M&s adelante se obtiene el Algoritmb Minimo

con fespecto a un algoritmo de divisibn, y posteriormente se
estudian agquellos anillos en donde el resto de la Q@ivisibn
es finico. La filtima parte est& dedicada a las funciones de
grado y su relacién con los anillos Euclideanoé de restos -

Gnicos (Corolario 22).

En el capfitulo 2, se da una germeralizacifén de Dominio de -
Ideales Principales, como lo son los Anillos de Ideales Li
bres. La manera de obtgner este tipo de anillos, es por.me .
dio de la nocién de Algoritmo D&bil, que aparece por prime-
ra vez en Cohn [7].

El ejemplo cl&sico de Anillo de Ideales Libres, lo constitu
ye el algebra libre asociativa k < xl,...,xn),.(pég. 110).
El resultado principal de este capftulo viene dado en el Teo
rema 36, én'donde-se da una caracterizacién de los anillos
con algoritmo débil. o

El capftulo 3, consiste en resolver algunos pfoblemas bastan

te relacionados con el capftulo anterior, como lo es la gene

ralizacién para m6dulos, de el algoritmo débil.



CAPITULO 1

Este capitulo se divide en dos partes la primera trata del

algoritmo de divisifn sobre un anillo cualquiera y como se

obtiene, a partir de &ste, el algoritmo euclideano. Des -
pués se estudia algoritmo de divisién, en donde el resto

es inico y se obtienén una serie de propiedades.

La segundé parte toca otro tipo de funcién sobre'un anillo,

que es la funcién de grado. Después de estudiar sus pro -
piedades y algunos ejemplos, como el anillo de divisifn K
y anillos de polinomio no conmutativo K[x;a 8], se demues-
tra que estos son los finicos anillos que poseen funcifén de

grado.

Finalmente, se establece una relacién entre las dos partes,
al probar que (bajo ciertas condiciones) un anillo con al-
goritmo de divisién de restos finicos debe ser de la forma

K o K[x; o, 8].



ALGORITMO DE DIVISION

En esta seccibn, se expone el algoritmo cl&sico de la dif
visién y también se estudiar&n aquelllos anillos en donde

el resto de la divisién es fGnico.

A lo largo de esta seccifn, R seri un anillo unitario vy

R*=R_-{o}

DEFINICION 1: Una funcifén ¢: R* + N{J {0} se dice algo -

ritmo del tipo 1, si para todo a,b ¢ Rcon b # 0, existe

g,r € R tal que:

a=bg+r , con ¢(r) < ¢(b)

DEFINICION 2: Una funcién ¢: R* > N( {0} se dice algorit
mo del tipo 2, si para todo a,b € R* con ¢(a) > ¢(b), exis

te C € R tal que:

$la - be) < ¢(a)

PROPOSICION: Todo algoritmo del ipo 1 es del tipo 2 y re-

ciprocamente.

DEMOSTRACION: Un algoritmo del tipo 1, es del tipo 2. Re
ciprocamente, sea ¢ un algoritmo del tipo 2 entonces, sea

a,be R vy b#0, se tiene 3 casos:

i) Si a 0, ponemos a = b.0 + 0 cong =0, r

[}
o




ii)

iii)

NOTA:

Si a#0 vy ¢(a) < ¢(b), podemos escribir

a=b.0+a cong=20, r=a y ¢(r) = ¢(a) < «b)

a#0,b#0 y ¢(a) > 9(b).
Se elije q; € R tal que ¢(a - bql) sea minimo. En-

tonces afirmamos que
¢(a = bqy) < ¢(b)
Supongamos que

$(a - bay) > ¢(b)

Luego, por la definicibn 2, existe un C ¢ R tal

gue:
¢(a - bql - be) < ¢p(a - bql)

p(a - b(ql + c)) < d(a - bql)

lo cual es una contradiccién, pues ¢(a - bql) es mi

nimo.

Un algoritmo del tipo 1 o equivalentemente del tipo

2, se llama ALGORITMO DE DIVISION.

DEFINICION 4: Un anillo R que satisface un algoritmo de

divisi6bn relativoc a una funcién ¢, se dice EUCLIDEANO si

se tiene la propiedad

¢ (ab) > ¢(a) 4 a,b , ab ¢ R*
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A continuacifn, se demuestra que si se tiene un algoritmo
de divisi6én sobre un anillo R, se puede construir un nue-

vo algoritmo de manera que R sea EUCLIDEANO.

DEFINICION 5: Sea R un anillo y S C R*, definimos el

CONJUNTO DERIVADO, como

S' = {s eSS | a+s RCS para algin a € R}

TEOREMA 6: Sea R un anillo con algoritmo de divisién y

{Sn} la siguiente sucesién definida por recurrencia

w
]
0n

n+l

Entonces

DEMOSTRACION: Afirmamos que 6(x) > n Y xe S, (por in-
duccibn) .

Para n = 0 es cierto 6(x) > 0 Y x e R* =8

o

Sea



Luego
a+x RCS_ _; para algGn a = R.
De donde,
a + xg ¢ Sn—l \fq € R .
As{ )
8(a + xq) > n-1 (por hipb6tesis de induccidn).
Por la definicibn 2 3 g € R tal que
8(a + xq) < B(X).
Por lo tanto
8(x) > n .
Ahora bien, sea X € (\ S
n=¢ o
Por lo tanto
X € Sn \f n
Luego
8(x) > n % n
Pero 9(x) ¢ WY {0} . Hemos llegado a una contradiccién.

Por lo tanto



TEOREMA 7: Sea R un anillo que satisface un algoritmo .

de divisién relativo a una funcién ¢. Entonces existe una

funcibn
¢: R* > NiJ {0}

tal que
i) ¢(a) > 0 Y a ¢ R* ’
ii) $(1) =0
i)  _¢(ab) > ¢(a) Y a,b e R*
iv) R es euclideano respecto de ¢.
v) Ademds ¢ satisface.

$(a) < 6(a) Y ae R*
DEMOSTRACION:
Definimos ¢: R* > N\ {0}

$(x) =max {n| x ¢ Sn}

¢ est8 bien definida, pues

S =9
n=0 ®

(por teorema 6).

Adem&s S 87 >8,> ....D85 >....



entonces ¢(x) > n <=> X € Sn

i) Se verifica por definicén

ii) No existe a ¢ R tal que a + R R* (puesto que

0 e a+R) luego 1 4§ st ycomo 1t S°, se tiene

¢(1) = 0.
iii) Sean a,b € R*. Supongamos ¢{(a) = n. Entonces ; £ Sn
"y por lo tanto existe c € R tal que c + aRCS! ..
Ahora
c+abR C C+arCs!
luego
ab € S y ¢(ab) > n = ¢(a)
iv) Sean a,b e R, b #0.
CASO 1: a = 0
a=20b+ a y ¢(a) < ¢(b)

CASO 2: ¢(a) > ¢(b).

Sea
¢(b) = n .

Afirmamos que existe g € R tal que
p(a + bg) < ¢(b).

Si esto no es cierto,

¢(a + bg) > ¢(b) = n Y qeR



luego
a + bg e Sn \fq € R.

as{
a+bRC s
n

3 - t
y en consecuencia b ¢ Sp+1 = Sn. Entonces 6(b)> n+l1,

lo cual es una contradiccién.

v) Sea a € R* tal que ¢(a) = n, entonces

Pero

| v
3

a e Sn )por lo tanto 6B(a)

Luego
8(a) > ¢(a) ¥V ae Rt.

ALGORITMO MINIMO

DEFINICION 8: Sea R un anillo y ¢ una familia de algorit-

mos de divisién sobre R, entonces

6(x) = min{¢(x) | ¢ ¢ @}

define un algoritmo de divisién sobre R y se llama ALGORIT-

MO MINIMO, relativo a la familia ¢

Para verificar que 6 es un algoritmo, sean a,b € R* y sea
» € & tal que ¢(b) = 6(b). Como ¢ es un algoritmo, exis -

ten gq,r € R tales que:



a=bq+r con r=0 6 ¢(r) < ¢(b)

Por lo tanto se tiene r = 0 68

6(r) < ¢(r) < ¢(b) = 6(b)
y esto demuestra la hipbtesis.

NOTA: Si ¢ es la familia de todos los algoritmos defi-
nidos sobre R, entonces el algoritmo mfnimo 8 relativo a
$ es precisamente la funcién ¢ del teorema 7, ¢ se llama

algoritmo minimo sobre R y se denota por eR .

Una caracterizaci6n de &, viene dada en el teorema siguien

te.

TEOREMA 9: Sea y: R*

> NUJ {0} un algoritmo. Enton-
ces Y es el algoritmo minimo si y s6lo si para todo be R

y ne IN tal que n < y(b) '}a € R - Rb que cumple
v(c) > n Ycea+Rb (*)

DEMOSTRACION: Sea ¢: R —> WNIJ {0} algoritmo minimo.

Sea
beR y n < y(b)

Se define
6: R —> N U {0}
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por

]

8 (x) y(x) si xX #Db

8 (b)

"
o

Entonces 6(b) < y(b) y luego 6 no es un algoritmo.
Existen a,b' ¢ R con a 4 R Db', tal que:
8(c) > 6(b') Yecea+ ro

Si b # b', se tiene 6(b') = y(b') y wlc) > ¥(b'). Lue

go Y no es un algoritmo.

Por lo tanto b = b’ y
p(c) = 6(c) > n = €(b) \#/ce:a+Rb.

Reciprocamente, sea | un algoritmo que satisface (*).

Demostraremos que para todo algoritmo

6: R —> N\ UJU{0}

se debe tener

v(b) < 6(b) Y b e r- {0}

Procediendo por induccién, se asume que

Yv(x) < 6(x) ¥ x e R, con 6(x) < 6(b)

Si 6(b) < y(b), podemos usar (*) haciendo n = 6(b) vy



i1.

luego existe a € R-Rb tal que
¥(c) > n = 6(b) Yecea+rb

Ahora bien como 6 es algoritmo, existe c¢c e a + Rb tal

que

6 (c)

A

8(b) < y(c) (**)

Pero
8(c) < 6(b) implica

v(c) 8 (c)

| A

(por hip6tesis de induccién) lo cual contradice (*¥*).
Luego se tiene y¥(b) < 8(b) y esto termina la demostra -

cién.

LEMA 10: Sea R euclideano con respecto a un algoritmo

¢, y sea
¢, (x) = min{¢(y) | y € Rx}

Entonces ¢, es un algoritmo sobre R y

i) by (X) < ¢, (¥yx) Y x,y ¢ R

1i)  ¢,(x) = ¢,(yx) <=> Rx = Ryx

DEMOSTRACION: Para demostrar que ¢, €s un algoritmo,

sean a,b ¢ R*.

Por definicifn, existe ¢ € Rb tal que
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¢, (b) = ¢(c)

y como ¢ es un algoritmo, existen r, q, € R tales que

0 6 Y(r) < é(c).

a=qlc+r con r

Pero ¢ € Rb implica a = bqql + r para algGn g £ R

yr=0 6 ¢,(r) < ¢(r) < ¢(c) = ¢,(b). La prueba de i)

y ii) es trivial.

TEOREMA 11: Sea R un anillo con algoritmo ¢. Sea be R

que satisface ¢(b) = ¢,(b) vy Ann(b) ={xeR| xb =0}.

Entonces R/Ann(b) es euclideano vy
¢(gb) > ¢(b) + eR/Ann(b) (g + Ann(b))

para todo g € R.

DEMOSTRACION: Tenemos

o(ab) > ¢,(b) = ¢(b) Nger.

Definimos

H: R* —> WY {0}

u(a) = ¢(gb) - ¢(b)

Asf u estd bien definida, y ademds, si g-q' ¢ Ann(b).



¥}
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Se tiene

y esto implica

u(g) = u(qg')

Por lo tanto u induce una aplicacién

A: R/A__(b) —> NyUio}
A(q) = ¢(gb) - ¢(b)

Afirmamos que A es un algoritmo de divisi6én. En efecto,
sean r, s ¢ R/Ann(b), con s # 0. Por ser ¢ algoritmo,

existen g, ¢ € R tales que
rb = gsb + ¢ con ¢ =0 6 ¢(c) < ¢(sb].

Ahora bien,

MT = g8) = ¢((r - qe)b) - ¢(b)

¢ (c) = ¢ (b)
A(8) = ¢(sb) - ¢(b)
Restando se obtiene

A(s - gs) - A(s) = ¢(c) - ¢(sb) < 0
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Por lo tanto
A(r - gs) < A(s)
y esto implica R/A__(b) es euclideano.

Finalmente

o(b) + A(q)

¢ (gb)

| v

¢(b) + 6 (g + R/ )
R/Ann(b) Ann(b)

lo cual da fin a la demostracién.

COROLARIO 12: Sea R un anillo euclideano sin divisores de

cero. Entonces

6glab) > 6p(b) + 8, (a)

para todo a,b £ R*.

DEMOSTRACION: En el teorema 11, tomamos ¢==6R. Entonces

6glab) > 6.(b) + 6 (a +a (b)),

R/Rnn(b)

Pero R no tiene divisores de cero, y en consecuencia
Ann(b) = (0), si b # 0. Luego R/Ann(b) = R, y de agqui se

obtiene el resultado.

ALGORITMO CON RESTO UNICO

DEFINICION 13: Sea R un anillo. Una funcién ¢:R* > W{0}
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se llama un ALGORITMO CON RESTO UNICO, si para todo a,beR,

existe un Gnico elemento Y € a + Rb que satisface
y =20 6 o(y) < ¢(b).

EJEMPLO: R = k|x| , con k- un campo y ¢ la funciSn de gra

do. T

PROPOSICION 14: Un algoritmo ¢: R* » WN(J{0} es de resto

Ginico si y s6lo si se cumple

i) X, yeR¥Y con x #y

¢ (x-y) < max {¢(x}, o(yl}
ii) X,yY, YX € R*,

¢ (x) < ¢(yx).

DEMOSTRACION:

i) Sea a =x, b = x-y. Luego x,y € a + Rb y por unici

dad, no se puede tener al mismo tiempo

b (x) < <b(b))y $(y) < ¢(bl N

entonces se cumple

P(x) 2 8(B) 6 B(y) 2 4W) |

lo cual implica



le.

¢ (x-y) < max{¢(x), ¢(y)}.

ii) Si se supone ¢(yx) < ¢(x). Entonces r = yx yr =0

son dos elementos de 0 + Rx que satisfacen

r =20 6 o¢(r) < o(x)

lo cual es una contradiccib6n (¢ es algoritmo de res-

tos finicos). '

Luego

¢ (yx) > ¢(x) \J X,¥, yX € R* |

Reciprocamente, supongamos que i) y ii} son v&lidos.

Sean s,r ¢ a + Rb, entonces si

r=20 6 ¢(r) < ¢(b)

s =0 6 ¢(s)l < ¢(b)
Se debe probar r = s.

CASO 1: r = 0. Se tiene que s-r €¢ Rb, luego s ¢ Rb y por
la condici6n ii) se deduce ¢(s) > ¢(b) y esto obliga a ha-

0.

cer s

(1

Si s 0 se procede de la misma forma.

CASO 2: ¢(r) < ¢(b) y ¢(s) < ¢(b) puesto que s-r ¢ Rb,
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podemos hacer s - r = gb, para algn g € R*,
Entonces

max{¢(r), ¢(s)} < ¢(b) < ¢(gb) = ¢(r-s).

Ahora bien, si se supone gb # 0 se tiene la desigualdad

.

¢ (r-s) < max{¢(xr), ¢(s)}.

Luego, se llega a una contradiccién, y por lo tanto debe

ser gb = r~s = 0. Con esto termina la demostracién.

COROLARIO 15: Si ¢ es un algoritmo de restos @inicos en

tonces ,

i) o (x) = ¢(TX) \{ X € R,
ii) ¢ (x+y) = max{¢o(x), ¢(y)}

Si p(x) # ¢(y) y X,y € R*

DEMOSTRACION:

i) ¢(x) < ¢(jlx) = ¢(jx) por prop. 14,ii)
¢(-x) < ¢(-1(-x)) = ¢(x) igualmente.
De esto se sigue ¢(x) = ¢(7x).

ii1) Si ¢(x) > ¢(y), se tiene

X = (x + y) -y
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o (x) < max{¢(x+y), ¢(y)}

lo cual implica

¢(x) < ¢(x + y)

y asi

max{¢(x), ¢(y)} = ¢(x) < ¢(x + y). (*)

Por otro lado,
¢(x + y) < max{¢(x), ¢(-y)!}

por proposicién 14 i).

Pero ¢(7y) = ¢(y), y entonces se obtiene la desigual
dad
o(x +y) < max{¢(x), ¢(y)}. (**)

Combinando las desigualdades (*) y (**) se obtiene el

resultado deseado.

TEOREMA 16: Sea ¢ un algoritmo de restos (nicos tal que
sea sobreyectiva (es decir ¢(R*) = N{J{0}). Entonces ¢

es el algoritmo minimo eR sobre R. Ademds, para b,geR.

Se tiene

SR(qb) = GR(b) + 8 (g + Ann(b)).

R/Ann(b)
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DEMOSTRACION: Para demostrar que ¢ es igual a 8 nos

RI
basamos en el teorema 9. Para ello, seabe R y ne IN

tal que n < ¢(b). Puesto que ¢ es sobreyectiva, existe

a € R* gue satisface

$(a) = n .

Ademis

¢(xb) > ¢(b) > n \{ X € R¥

y de esto se sigue a ¢ Rb 6 egquivalentemente

04 a+ Rb.

Luego el Gnico elemento r de a + Rb que satisface ¢(r)< ¢(b)
es a. Por lotanto ¢(r) > n para todo r e a+ Rb y en

consecuencia ¢ = eR .

Para demostrar la segunda afirmacidén, se sabe (por el Teo-

rema 11) que existe un algoritmo

A: R/A_ (D) » N {0}

para b,qg € R*, definido por

A Q) 8plab) - 8. (D).

Probaremos que A 8 en dos partes:
R/Ann(b)
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i) A es un algoritmo de restos finicos.

ii) A es sobreyectiva.

i) Sean q,p € R/p (p) ¢ O P#Qq

nn
Entonces
AP - q =8 ((p - qb) - 8,(b)
= 8,(gb - pb) - 6, (b) ‘
< max{eR(qb), eR(pb)}-eRGﬂ
= max{A(q), A(p)}
A(p q = 6ylpgb) - 6 (b)

v

eR(qb) - eR(b)

A (Q)

Entonces por la proposicién 14 X es un algoritmo de restos

inicos, y i) queda demostrado.

ii) Sea n e W {0} . Por la sobreyectividad de O+

existe c € R tal que

eR(c) = SR(b) + n . (*)
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Si c € Rb, entonces ¢ = rb y se tiene

u(r)= n

y en este caso, queda probado.

Si ¢ no estd en Rb, entonces c =rb + d y ademds

[y

se tiene
GR(d) < BR(b)
(GR es algoritmo de,restos inicos) .
Luego
plc) < max{6_ (rb), 6 (d)}
Pero

GR(rb) > GR(b) > GR(d).

Y usando el corolario 15 ii) se tiene

eR(c) = max{eR(rb), BR(d)} = GR(rb).
Asf de nuevo u(r) = n.

COROLARIO 17: Sea R un anillo sin divisores de cero y

con algoritmo de restos finicos sobreyectiva, entonces

6 (ab) = 6 (a) + 6,(b) Y a,b ¢ R¥
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DEMOSTRACION: Consecuencia directa del teorema anterior..

FUNCION DE GRADO

DEFINICION 18: Sea R un anillo. Una funcibn

d: R» NUI{0}

se dice funci6n de grado sobre R, si *

p.1. WYaeRt,d(al >0 , y d(0) = - =
D.2. d(a-b) < max{d(a),d(b)!}
D.3. d(ab) = d(a) + d(b).

NOTA: De esta definici6n se derivan los siguientes hechos

i) d(1)

0 = d(-1) (por D.3).

ii) d(a) d(-a) (por D.2).

iii) d(a + b) < max{d(a), d(b)} y si d(a) # d(b) entonces

d(a + b) = max{d(a), d(b)}

Véase la demostracibn en el COROLARIO 15 ii).

iv) R es un dominio de integridad.

EJEMPLO: R = k[x], el anillo de polinomios sobre un cuer
po k, 6 mas generalmente, k un anillo de divisifn.

Si

n
£f =a + xa, +...+ X a

o (a; € k)

n
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entonces
d(f) = max{i | a; # 0}
es la funcién de grado.

A continuacién, se estudia un ejemplo de anillo, que es
una generalizacibn de k[x], en donde la indeterminada x

no conmuta con los elementos de k. .

DEFINICION 19: Sea R,S anillos, tal que R es subanillo de

S. Sea x € S. El anillo de polinomio no conmutativo A,

es aquel generado por R y x, en donde todo elemento £ ¢ A,

se expresa de manera finica

- n ‘ *
f = a, + xa; *....+ X a, (ai € R) (*)

y ademds
i) la funcién
d(f) = max{i | a; # 0}

es una funci6én de grado.

ii) Para todo a € R, existe aa, a6 € R tal que

o § .
ax = xa + a .

NOTA: Puesto que la representacién (*) es @nica se tiene
lo siguiente:

1) a%, a6 estdn unicamente determinados por a.
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3) Usando la ley distributiva en A se tiene
- a 8
(a+b)x = x(a+b) ™ + (a+b)
§ $

ax + bx = x(aOt + ba) + a +b

igualando ambos términos queda

(a+b)*

0
)
+
o

(a+b) B = af + bf
4) Usando la ley asociativa para el producto en A, se de
duce:
a(bx) = a(xb® + bé)
= a(xba) + ab(S
§

= (ax)b®* + ab

= xaa b% + a(S bé + ab6

(ab)x = x(ab)® + (ab)®

igualando queda

(ab) ¢

]
j+

(ab)6 § , o

]
W
o
+
&

5) Finalmente, haciendo a = b = 1, y usando la ley de



[\0]
(6]

cancelacifén, ya que R es dominio de integridad se ccn

cluye
1% =1

19218 418 o 1% 20

Entonces gqueda demostrado que la aplicacibn

a: R > R

es un endomorfismo, vy & una a-derivacién,

El anillo A gqueda completamente determinado cuando R,
ay § estan dudas.

En lo sucesivo, A se denota por

A = R[x; o, §?

.J

TEOREMA 20: El1 anillo de polinomio no conmutativo

kEx; o, 6], donde k = anillo de divisién, satisface el al

goritmo de divisidn relativo a la funcién de gfado usual.

DEMOSTRACION: Sean a,b € k[x; a, 8] , entonces

n
a= a_+ xa, +...+ x a
o} 1

b= b _ + xb

(a, # 0, bm #0 ,y n > m



26.

Entonces

1l n-m
X

d(a-b bm an) < n = d(a)

b

y en virtud de esto, d es un algoritmo de divisi6n (POR DE

FINICION 2).

Estamos en condiciones de demostrar el siguiente.

TEOREMA 21: Sea R un anillo con algoritmo de divisifn:.re

lativo a una funcidn de grado. Entonces R es un cuerpo (6

anillo de divisién) k, 6 R = k[x; a,8] .

Reciprocamente todo anillo de divisién o cuerpo k, o anillo
k[x; a, 8] tal que d(x) > 0 para alguna funcibn de grado,

satisface el algoritmo de divisién.

DEMOSTRACION: (=>) Sea d la funcidn de grado definida so- “

bre R, la cual satisface el algoritmo de divisifn. Conside

remos

k = {aeR | d@ <a} .

k es un subanillo de R.

En efecto, sean a,b € k. Luego

d(a-b) < maxf{d(a), d(b}} < O

d(ab) = d(a) + d(b) < 0 .
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Entonces a - b € k, y ab € k con lo cual queda probado.

Adem8s, dado a € k*, se tiene d{(a) = 0. Por ser 4 algo -

ritmo de divisi6n, existe b ¢ k tal que

i

d(ab - 1) < d(a) = 0.
luego .
ab -1=20
6 ab = 1
y
d®) =0 => b e k¥ ,

Hemos demostrado gque todo elemento no cero de k tiene in-
verso, bajo el producto. Luego k es un anillo de divisién,

o k es un cuerpo, si R es commutativo.

Si R no tiene elementos de grado positivo R =k, y se si

gue el resultado.

Si R tiene elementos de grado, positivo, sea x € R, tal
que d(x) es minimo. Entonces,afirmamos que todo elemento f

de R se expresa de la forma

_ n *
f = aj + xap +...+x a, (ai e k). ( }

Supongamos que existe b € R que no se escribe de esta mane-

ra. Asumamos, de una vez, que d(b) es mfnimo. Entonces,
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por el algoritmo de divisifn, existe g € R tal gque

d(b - xq) < d{(x)

Por la eleccifén de x, se sigue gque

b - xq ek (**)

y por lo tanto

b =xqg + a con a ¢ k.

Se tiene

d(g) < d(x) + d(q) = d(xqg)

d(xq) = d(b-a) < max{d(b),d(a)} = d(b) .

Luego d{(q) < d(b), y por la eleccibn de b, q es de la for
ma

_ i
q = 2 x"a, (ai e k).

Sustituyendo esto en (**) obtenemos

Lo cual contradice la definicibn de b y por lo tanto todo
elemento en R es de la forma (*). Ademés, esta representa
cién es finica, ya que si un elemento a tiene dos represen-

taciones
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por el algoritmo de divisibén, existe g € R tal que

d(b ~ xq) < d(x)

Por la eleccifén de x, se sigue gue

b - xq ¢k (**)

y por lo tanto

b =xqg + a con a ¢ k.

Se tiene

d(q) < d(x) + d(q) = d(xq)

d(xq) = d(b-a) < max{d(b),d(a)} = da(b) .

Luego d{(q) < d(b), y por la eleccibn de b, q es de la for

ma
g = 2 xta. (ai e k).

Lo cual contradice la definicifn de b y por lo tanto todo
elemento en R es de la forma (*). Ademds, esta representa
cién es fGnica, ya que si un elemento a tiene dos represen-

taciones
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se tendria

n
(ao-bo) + x(al-bl)+...+x (an~bn) = 0

Usando propiedades de la funcidn de grado 4, obtenemés

ax™ = a(x™(a_-b )) < max  {dx‘(a.-b.))}
P Ticicn-l S

y luego
n d(x) < (n-1)d(x)

lo cual contradice el hecho de ser d(x) > 0. Entonces si
R es un anillo conmutativo R = k[x] y el teorema queda

probado en este caso.

Si R no es econmutativo, sea a € k debemos tener

ax = xa; + a, . (*x*)
(Ambas expresiones tienen el mismo grado) de donde

d(a

I A

5) max{d(ax), d(xal)} =

max{d(x), d(xal)}

y ast
d(a,) < d(x) .
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Si d(a,) = d(x), entonces a, es de la forma(*) y por lo.
tanto se factoriza en (***),
Luego, debe ser d(a2) < d(x) y ast d(az) < 0.

También,

d (ax)

| v

d(x) + d(al).

Por lo tanto

d(a;) < dlax) - d(x] =0 .

Y ast

Por la unicidad de la representacién (***) se deduce (ver

la nota de la definici6én 19) que la aplicacién
a: a > a,

es un endomorfismo.
Y
(S:at->a2
es una a-derivacidn.
Luego R = k[x; &, 8], como se esperaba.

(<=) Reciprocamente, si R es un anillo de divisién, con una

funcién de grado, esta es un algoritmo de divisién.

Sea R = k[x; a, 8] con una funcibén de grado d, tal que
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d(x) = x > 0.

Entonces los grados de x" son diferentes para cada n y por

lo tanto, si se tiene un elemento

_ n
a = ao + xal +...+ X an
_ n
d(a) = d(ao + xa; +.o..+ x an)
= max {d(xia.)} =n A
1< i< n 1

(V8ase la nota a la definici6n 18).

En virtud de esto, podemos dividir todos los grados entre
A, para obtener la funcibn de grado usual. Después, 1la

demostracifn se obtiene directamente del TEOREMA 20.

COROLARIO 22: Sea R un anillo sin divisores de cero, vy

con un algoritmo de restos finicos ¢ sobreyectivo.
Entonces

i) La funcién

o (x) , si x#0
d(x)= J-

- o si x=20

es una funcién de grado sobre R.

ii) R es de la forma k 6 k[x; a,G] (k - anillo de divi-

sién o cuerpo).
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DEMOSTRACION:

i) Ciertamente, d satisface las condiciones D.1, D.2 y
D.3 de la definicibn 18.
D.1 es consecuencia de la definicién, D.2 aparece en
la PROPOSICION 14 i) y D.3 se demuestra en el COROLA

RIO 17,

ii) Consecuencia directa del teorema anterior.



CAPITULO 2

ALGORITMO DEBIL

En el capftulo 1, estudiamos los anillos en donde se defi
ne un algoritmo de divisifén. Este tipo de anillos tiene
propiedades bastante buenas como por ejemplo ser Dominio

de Ideales principales, dominio de factorizacibn Gnica etc.

Una generalizacifén de Dominio de Ideales principales, son
los Anillos de Ideales Libres, en los cuales todo ideal

es libre.

Para obtener este tipo de anillo, usamos una funcibén con
propiedades mis "dé&biles" que la de divisibn, como es una

fitraci6n.

Luego, definimos un algoritmo dé&bil, (que es equivalente
al algoritmo Euclideano en el caso conmutativo) y a partir

de &ste llegamos a los Anillos de Ideales Libres.

A continuacibn, se estudia el Anillo Graduado asociado a

R y se expresa el algoritmo d&bil en estos anillos.

Finalmente, se da una caracterizaci®én de los anillos con

algoritmo débil.
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DEFINICION 1. Sea R un anillo con 1. Una filtraci6n,

es una funci6n

v: R* —> WU{0} , R*¥ = R-{ 0}
con las siguientes propiedades:
v.l. vi(x) >0 V¥xeR , v(0) = -=,
v.2. v(x-y) < max{v(x), v(y)},
v.3. v(x,y) < v(x) + viy),

v.4. v(l) = 0.

Si bien una filtracifén no es una funcifén de grado, por co

modidad en el lenguaje, llamaremos grado de x a v(x).

EJEMPLO. Todo anillo posee la filtracién trivial

F 0 si x # 0 ,
v(x) = 7 N

si x =20

NOTA: A partir de la definicibén 1, se tienen las siguien

tes propiedades:

a) v(x) = v(-x)
v(0-x) < max{v(0),v(x)} = v(x) (por v.2)
de donde

V(f-X) < v (x)



b)

c)

En particular,

v(-1) < v(1) =0 ,
y por lo tanto,
V(fl) = 0,

Luego,

vix) = v(-1.(-x))

< v(fl) + v(fx) (por v.3)

y de aqui se tiene la desigualdad

v(x) < v(-x)

con lo cual a) queda demostrado.
v(x+y) < max{v(x), v(y)}.

Por v.2 se tiene

v(x-(-y)) max{v(x), v(-y)!

I A

max{v(x), v(y)} (por a))

vix-y) = max{v(x), v(y)}
Si

vix) # v(y).
Supongamos

vix) > v(y)




36.

y ademés,

v(x-y) < max{v(x), v(y)} = v{(x)
Utilizando la parte b), se obtiene:
vix) = vy + x-y)
< max{v(y), v(xfy)} < v(x)
contrédiccién. Luego
vix-y) = max{v(x), v(y)}

DEFINICION 2. Sea R un anillo filtrado con filtraci®n

v. Una familia de elementos de R. (a.)

il ie1 7 es dependien

te por la derecha relativa a la filtraci6n v, o v-depen-

diente a la derecha; si existen elementos bi € R casi

todos nulos tales que:

v ( Z a. bi) < mgx{V(ai) + V(bi)}
i i

o algunos a;, son nulos.
Si esto no ocurre, se dice que la familia (ai) es v-inde-

pendiente a la derecha.

NOTA: Toda familia v-independiente a la derecha es lineal

mente independiente a la derecha.

El reciproco no es cierto en general.
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DEF INICION 3. Sea R un anillo con filtraciénv, y =~

(ai)ielr' una familia de elementos de R. Diremos que un

elemento a e R es vfdependiente a la derecha sobre 1la

familia (a;), si a = 0 o si existen b; ¢ R casi todos m

los, tales que,
via - ¥ a; by) < v(a),

donde

vi(a;) + v(b;) < v(a)

para todo 1i.

En caso contrario, se dice que a, es v-independiente a la

derecha de la familia (ai).

NOTA:

1) si a, es v-dependiente a la derecha sobre un conjun
to B, entonces, a es v-dependiente sobre los miembros
de grado menor o igual a v(a).

En efecto, si1 B = existen bi € R casi to-

(ai)ieI ¢

dos nulos tales que,

via - Ja;b;) < v(a) (*)

y ademés

vi(a;) + v(b;) < v(a) (**)
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Luego, si a; ¢ B es tal que

v(ai) > v(a),

por (**) bi = 0.

Entonces en (*) aparecen justamente, aquellos términos a;r

de grado menor o igual a v(a).

2)

%

Si a es v-dependiente sobre un conjunto B, y cada ele
mento de B es v-dependiente sobre un conjunto C, enton

ces a es v-dependiente sobre C.

Para demostrar esto, sea B = (ai)i€I y cada a; es

v-dependiente de una familia C = (x, ) . Entonces,
) j Jjed
existen bi € R que cumplen

via - [ a; b;) < v(a)
i

con

vi(a;) + v(b;) < v(a)

para todo 1i.

También para cada i € I, existen dj € R con la pro-

piedad
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con

vic;, 1 + v(d, ) < vl(a;)

para todo j.
Luego, para cada 1 ¢ I se tiene
via; b, - y cij dj b,) < vi(a; - ) cij dj) + v(b,)

< v(ai) + v(bi) < v(a)

Asi,
v{a —.Z_ c, dj bl) =
1,7 J
= via - Z a;, b, + ! oag b, -1 c; d; by)<v(a).
i i 3
y ademis

v(cij) + v(dj bi) < v(cij) + v(v(dj) + V(bi)

A

via;) + vib,) < v(a)

Por lo tanto, a es v-dependiente sobre (ci )
' 73 4.3

DEFINICION 4: Sea R wun anillo con filtraci6n v. Dire-

mos gue R satisface el algoritmo débil de n términos, si

dada cualquier familia v-~dependiente 8y, Ay,...44 (m < n)

m

con

viaq) < ... < viay)
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algGn a; es v-dependiente sobre Ayreverd; g - Si R

satisface el algoritmo dé&bil de n térmihos para todo n,

diremos que R satisface el algoritmo dé&bil para v.

NOTA: En la definicibn anterior, se supone que estamos
hablando de v-dependiente a la derecha. Sin embargo, co
mo veremos m&s adelante, esta definicibn es simétrica en
el sentido siguiente: Si R satisface el algoritmo dé ;
bil de.n terminos por la derecha entonces R satisface
el algoritmo debil de n?términos por la izquierda y rect

procamente.

DEFINICION 5: Sea R un anillo con filtracién v. Enton

ces el ntmero de dependencia de R, relativo a la filtraf
cibén v, que se simboliza por AV(R), es el menos entero n,
para el cual no hay algoritmo d&bil de nftérminos Yy, + @
si R satisface el algoritmo dé&bil de njtérminos para to-

do n.

A continuacifn, estudiaremos el significado concreto ‘'de
esta definici6én sobre un anillo conmutativo o m&s general

mente un anillo de ORE.

DEF INICION 6: Un anillo R se dice que es un anillo de

ORE a la derecha si

aR[ VbR # 0 N a,b ¢ R -{0}
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TEOREMA 7: Sea R un anillo de ORE a la derecha con fil
traci®én v. Entonces si: |
i) XV(R) =1 v no es una funcién de grado

ii) XV(R) = 2 v es una funcién de grado pero R no es

Euclideano con respecto a v.

iii) XV(R) = o, v es una funci6n de grado y R es Ewli

deano con respecto a v.

DEMOSTRACION:

i) Sea AV(R) =1,

Si v es una funcibn de grado, entonces se tiene

v (ab) v(a) + v(b) \i a,b ¢ R¥*

Entonces no existe a ¢ R tal que a es v-dependien
te y en virtud de esto, se cumple el algoritmo débil
de 1 té&rmino (por vacuidad). Esto es una contradicién,

pues AV(R) = 1.
ii) Sea AV(R) = 2,

Si se supone que v no es una funcibén de grado, se

tiene

v(ab) < v(a) + v(b)

para algunos a,b € R -{0}.
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Luego a es v-dependiente, y R tiene algoritmo 4é&bil - -~

de 1-t&rmino y por lo tanto, existe ¢ € R tal que,

v(a - ac) < v(a) (*)

v(a) + v(c) < v(a) .

Asi, ¢ =0 (por la Gltima desigualdad) lo cual con-

tradice (*). En consecuencia se debe tener

v (ab)

v(a) + v(b) Na,b ¢ R - {0} .

Para demostrar que R no puede ser Euclideano, note

mos primero, gque cualquier par de elementos
ay, a5 € R - {0}

son v-dependientes.

En efecto, ya que alR‘ﬂ\azR # 0 existen Cqr CyE R

2
tales que

1 €17 32 %
y entonces

v(alc1 + az(fcz)) = v(0) < m?x{v(ai) + v(ci)}
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Si v es un algoritmo de divisifn, y suponemos
v(a;) 2 via,),
existen g, r € R tales que

via; - a,q) < v(a)

y adem&s
v(az) + v(g) = v(a,q)
= v(a - r)
< max{v(a); v(r)}
= v(a)
donde

r = a1 = azq

Luego a; es v-dependiente de a, vy {al, a2} es

una familia v-dependiente.

Por lo tanto R tiene el algoritmo débil de 2-té&r-

minos y asl AV(R) > 2 , lo cual es una contradiccién.
iii) Sea AV(R) = o ,

Sean ajs a2 € R con v(al) < v(az). La familia

{al, a2} es vfdependiente, pues R es anillo de ORE.

R satisface el algoritmo débil de 2 té&rminos, por lo
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tanto a, es v-dependiente de a; y } g e R tal que |
V(a2 - alq) < v(a2) .

Luego R es Euclideano con respecto a v.

TEOREMA 8: Sea R un anillo con algoritmo débil de 2-tér
minos y

R, ={aeR | v(a <o},

Entonces Ro es un cuerpo (o anillo de divisi6n si R no

es conmutativo).

DEMOSTRACION: R° es un subanillo de R, pues a,b ¢ RO

v(a-b) < max{v(a), v(b)} <0 ,

v(ab) < v(a) + v(b) <0

Adem&s, sea a ¢ R,. Entonces la familia {1,a} es v-de -

pendiente.

v(0) < max{v(1l)+ v(a)}

]

v(l.a - a.l)

v(a) v(l).

I A

R tiene algoritmo débil de 2-términos y esto implica 1

es v-dependiente de a.
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Luego 3 b ¢ R tal que,

v(1 - ab) < v(1) = 0

v(a) + v(b) < v(1) =0

Esto implica

1 - ab

]
o

<
o

o
)

Asf ab =1, o sea, todo elemento en RO posee un inverso.

DEFINICION 9: Sea R un anillo con filtracibn v, y

un ideal de R. Diremos que un conjunto BC ¥ es una v-ba-

se d8bil de ¥ si:

i) Todo elemento de 1 es v-dependiente a la derecha de

B.

ii) NingGn elemento a ¢ B es v-dependiente de B-{a}

PROPOSICION 10: Sea B una v-base dé&bil de 9, entonces

B genera a 9 como ideal derecho.

DEMOSTRACION: Sea 1 el ideal derecho generado por B.

Sea a €%-19" tal que v(a) es minimo. Como a es v-de-

pendiente de B, por definicibén, existen

bl"’“’bn € B
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tales que

n
via - ) b, ¢;) < v(a)
“i=1
Luego,
n
_— 1 .
c -‘Z b, c; ef
i=1.
Y
via - ¢c) < v(a)
implica

a-c¢cef

(pues v(a) es minimo).
De esto se deduce que a € ', lo cual es una contradiccidn.

TEOREMA 11: Sea R un anillo filtrado, tal que

K ={aeR| via) <0}

es un cuerpo.

Entonces, todo ideal derecho 71 de R, posee una v-base débil.

DEMOSTRACION: Para cada t ¢ N ({0}, sea

R, = {aeR | v(a) 2t}
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Entonces ﬁt = 1N Rt es un K-espacio vectorial a la déf'
recha ¥t ¢ N U{0} . En efecto, si a,b ¢ . v xek
se tiene

v(a-b) _<_ t .
Y

v(ax) < t .

Consideremos los siguientes conjuntos definidos por recu-

rrencia

- - :
1, = {aef, | a es v-dependiente de ﬁt-l} .

Afirmamos que para cada t, ﬂé es un subespacio de “t
Sean

a,b ¢ ﬁé

i) 8i wv(a -Db) <t -1 entonces a~b es v-dependiente

de por lo tanto ajb € “t'

Tecp ¥

ii) si v(a-b) = t, entonces como a ¢ ﬂé , a es v~depen-

diente de ¥ __, . Luego, existen

ays az,....,ar € “t-l

~

lecZ’-oo'c € R



tales que,

v(a - Ja; ¢;) < v(a)

via,) + vic;) < v(a)
Del mismo modo, b ¢ ﬂ% , implica

v(b - [by a4y < v(b)

con,

v(bj) + V(dj) < v(b)

donde,

para todo j.

’

Utilizando ambos resultados, se obtiéne

v((a=b) - (Zai cy

‘o

< max{v(a- la; c,),

it

< max{v(a), v(b)}

Ademé&s,

A
rt
i

V(ai) + V(Ci)

]

v(bj) + V(dj) < t

Toj dj))
V(bj ij dj)}

t.

V(afb)

V(ajb)

48.
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Luego a - b es vfdependiente de “t-l r Y con esto se lle-

ga a que ajb € ﬂé .

Entonces, una vez hecho esto, podemos escojer un conjunto
minimal B, ( Vft > 0) tal que genera ﬂt médulo ﬂé .
Es decir representantes de la Krbase de ﬂt / ﬁé .

Tome@os ahora B =‘~)Bt .

Afirmamos que B es una v-base débil de 1,

i) Todo a ¢ 1 es v-dependiente de B. La prueba es por

induccién. S8i v(a) = 1 entonces a ¢ T

Pero

1
1, =
1 ﬂi
pues
1, =1MNkK=(0),
y
ﬁi = {a ¢ T / a es v-dependiente de ﬂo} = (0)

Luego B; es una base %, . Por lo tanto, a es una
combinacifbn lineal a la derecha de elementos de Bl

y asi v-dependiente de B,.

Supongamos gue todo elemento de ﬂt_

; es v-dependien-

te de B.
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Sea,
v(a) = t.
Entonces,
|
a+ 1) ¢ —$ ’
t i
t
Yy luego,
' - ]
a + 1 b k; + 10, b, e By
O sea

- t
a - Zbi ki e 1L .

-1 ° Pero

es v-dependiente

Luego a - Zbi k; es v-dependiente de
por hipStesis de induccibn, ﬂt—l
de B, y por la nota a la definicién 3, se concluye

que a es v-dependiente de B.

NingGn b ¢ B es v-dependiente de B -{b}.

Supongamos que V(b) = t y ademis, b es v-dependien

te de B -{b}
Entonces,

3 bi € B, c; € R
tales que

v(b - Jb; ¢;) < v(b) =t



a)
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y
vib;) + v(c;) < v{bl =t .

Luego
b - ]b;c; e

y por lo tanto ‘
b = ]b, c; mod 1 (*)

Si para algtn i, v(bi) < t, entonces b, c; es v-de -

-

pendiente de %, _, .

En efecto, se presentan dos posibilidades.

Si

v(bi ci) =t ,

se tiene

t = v(bi ci) < v(ci} + V(bi) <t

y por lo tanto

v(bi ci) = v(ci) + v(bi)

luego, se deduce fiacilmente, gque bi c; es v-dependien

te de bi' y por ende de “t-l

~

Si

v(bi ci) < t,
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entonces

y esto implica que bi c; es vfdependiente de ﬁt-l'

b) si v(bi) = t para algln i, se deduce que v(c;) = 0,
Y ¢4 e k.

Eliminando términos superfluos en (*) se obtiene

- '
b= )b, c;mod ¥} con ¢c; e k.

Pero b’bl""’bn son linealmente independientes mé-~
dulo ! , y esto es una contradiccién. Luego 1ii) que

da demostrado.

El teorema que acabamos de demostrar, también es cierto en

sentido contrario como veremos a continuacién.

TEOREMA 12: Sea R un anillo filtrado, 1 un ideal de

R y sea B una v-base débil de T . Entonces los elemen

tos de grado t de B, forman la k-base de “t (mod ﬂé) .

DEMOSTRACION: Por induccién.

Sea

B; = {beB/ vb) =1i} i=20,1,...

Entonces Bl es una kfbase de TI =
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En efecto, B1 es un conjunto v-independiente y por lo tan-
to linealmente independiente. (Véase la nota a la defini -

cién 2).

Ademds, si x ¢ ¥, , entonces x es v-dependiente de Bl'

Luego
] bi £ Bl r Cy E R (i=1,2,...,n) '

tales que

vix - Jb; c;) < v(x) =1 (*)
con

v(b;) + v(c;) < vi(x) =1
Debemos tener entonces,

v(bi) =1 y V(ci) = 0.
Luego

c. € k Yi=1,2,...,n

De la desigualdad (*) se originan dos posibilidades:

i) wv(x - Jbje,) = O.

Con lo cual x - Zbi c. es una unidad, y por lo tanto

- i
T =R .
ii)  v(x - Zbi ci) = -
y entonces

X - Zbi Ci = 0
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x=]Jb,c; con b, eB y ¢ ek

Con esto termina el primer paso de la induccién.

Supongamos ahora, que el resultado es vdlido para t-1.
Sea

x e 1 , con v({x) = t.

Entonces x es v-dependiente de B y asi, existen

bj € B, cj e R j=1,...,n tales que

]
ct

vix - ij cj) < v(x)

con

]
o+

v(bj) + v(cj) < vi(x)

Razonando como en la prueba del teorema anterior, lle

gamos a x = Ebj ¢y (mod i) con v(by) = ¢, cy ¢ k.
Luego x es combinacién lineal de elementos de Bt m&-
dulo ﬁé . Con esto termina la prueba.

NOTA: Si R es un'anillo que satisface las hipStesis del
TEOREMA 11, entonces dos v-bases débiles de un ideal éerg
cho 1, deben tener las mismas cardinalidades. Mis preci:
samente, si B y B' son dos v-bases dé&biles para 1, entonj

-~

ces

13=U13t , B' =U13't
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-— ] . . 1]
card(Bt) = card(Bt) = dJ.mk “t /ﬂt
y card(B) = card(B').

A partir de estas ideas, tenemos la siguiente.

DEFINICION 13: Sea R un anillo filtrado. Sea Y1 un ideal

derecho con v-base débil B. Entonces el NUMERO DE V-GENE-

.

RADORES DE % DE GRADO t, denotado por Yt(ﬁ) es igual al

cardinal de B donde

tl
B, = {a e B| v(a) = t}
Ademds, se define el NUMERO DE V-GENERADORES DE 1, como

Y1) = Iy (1)

PROPOSICION 14: Sea R un anillo con algoritmo d4ébil.

Sea 1 un ideal de R, con base débil B. Entonces si
{ai}C 1 es una familia linealmente independiente ningftn

a; es v-dependiente del resto.

DEMOSTRACION: Razonando por el absurdo, supongamos que

a, es v-dependiente de a,,...,a 4

O sea existen c; € R tales que
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Adem&s

pués {al,...,an} es un conjunto linealmente independiente.
Para cada ajs existen bj € B tales que

m
a, =) b, d, con d.. € R, '
Ly T3 iy ij

Esto, en virtud de la PROPOSICION 10. Luego, podemos es-
cribir

b.d . - b. d,. c,) < b, .

v( ] by § g j 913 ¢5) < vl % j 9nj!

< .+ d .
< m?x {bJ nj}

Entonces la familia {bj} es v-dependiente y por tener R
el algoritmo d&bil, algfin bi es v-dependiente de bl""*ﬁ-l'
Hemos llegado asi a una contradiccifn, ya que B es una v-ba

se débil.

Luego, se verifica la tesis de la PROPOSICION.

COROLARIO 15: Sea R un anillo con algoritmo débil, y 1

un ideal de R. Entonces, toda base B de 1 es una v-base dé

bil.

DEMOSTRACION: Probaremos que B satisface las dos corndiciones
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de la DEFINICION 9.
i) Sea ae ¥, a#o0

Entonces existen bi € B tales que,

Luego

n
via - ]

b, c.) < v(a)

Adem&s los {bi} son linealmente independientes, vy
por 1o tanto v-independientes (por el TEOREMA 14)

Asi

v(a) = v( [ by ¢;) = m?x{v(bi) + v(c;)}

Entonces a es v-dependiente de B.

ii) NingfGn bi € B es v~dependiente de B -{bi} , en vis-

ta del TEOREMA 14.
ANILLO DE IDEALES LIBRES

DEFINICION 16: Un anillo R se dice ANILLO DE IDEALES LI~

BREZ, si todo ideal a la derecha es libre, como R mbdulo,

y de rango Gnico.
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NOTA: Un ideal libre es de rango Gnico, si dos. Dbases

cualesquiera tienen la misma cardinalidad.

Si F es un m6dulo libre sobre un anillo conmutativo R,

con unidad, entonces esta condicibn se satisface. (Ver[2]).

En caso de no ser el anillo conmutativo, el teorema no es

cierto. Un ejemplo se encuentra en [1], pag. 6.

[y

TEOREMA 17: Sea R un anillo con algoritmo débil. Enton

ces R es un anillo de ideales libres.

DEMOSTRACION: Sea 99 un ideal de R.

Hemos demostrado en el TEOREMA 11, la existencia de una

v-base dé&bil B, para T
Afirmamos que B es una base de 1

i) B genera a 1 como R-m&dulo.

Consecuencia de la PROPOSICION 10.

ii) B es un conjunto linealmente independiente.

Supongamos que se tiene

v(b;) < v(by) < ... < v(b) .
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Entonces la fami.la {bﬁ,f.bybr} es v-deperndiente v es

o

to obliga a gue algln bi es v-dependiente de bl' “"bi—l

(por el algoritmo dé&bil;. Esto contradice ei hecho de

ser B una v-base débil.

Finalmente, ¢ tiene rango Gnico, pues dadas dos bases cua-
lesquiera X e ¥, ellas son v-bases débiles, (por COROLARIO

15), vy entonces se tiene

card(x) = card(Y).

(Véase la nota al TEOREMA 12).

ANILLOS GRADUADOS ASOCIADOS

DEFINICION 18: Un ANILLO GRADUADC H, es una familia

{Hi}i—c 1 de grupos abelianos disjuntos, tales que
-y 7 v .

1) Existe una multiplicacién o

0: Hi 5.4 Hj - Hi+j

la cunal ec asociatiwa.

ii) H, tiene estructura de anillo, y cada H; es un Ho—m§

dulo.



60.

NOTA: De esta definicifn se concluye que para cada a ¢ H,

existe un finico entero no negativo d(a) tal que

a e Hy(a)
d(a) serd llamado el grado de a.

DEFINICION 19: Sea H un anillo graduado. Una relacifn,

! ajb, =0 (*)

donde d(ai) + d(bi) es igual para todo i, se dice TRIVIAL,

si

para todo i.

DEFINICION 20: Una familia de elementos {ai} en H, se di-

ce linealmente dependiente si satisfacen una relacién del

tipo (*), y los b; no todos son nulos.

TEOREMA 21: Sea R un anillo con filtraci6én v. Para ca-

da i > 0 definimos

R; = {a e R | via) < i)

Entonces cada Ri es un subgrupo del grupo abeliano R. Ade-

mds, se cumple:



61.

¢} Ry Rj - Ri+j

DEMOSTRACION: Consecuencia directa de las propiedades de

Ve

DEFINICION 22: Sea R un anillo con filtracién v. En-~

tonces.

gr(R) = (:) Réi

L= i-1

se llama ANILLO GRADUADO ASOCIADO A R.

NOTA: gr(R) es, en efecto, un anillo graduado. La multi

plicacidén viene dada por

(@, B)

Aqui, @ es un elemento de Ri’ Yy B8 es un elemento de Rj'
Luego

via 8) < v(a) + v(B) < i+ 3,

0 sea,
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a B € Ri+j/R .
i+j-1
Ademés, esta operacién esta bien definida, y no depende

del representante de la clase. Es decir, si se supone

el

]
o
<
wj

i
o

se tiene gue

a - a =7y, con Yy € R;_1
b - 8= Yo con Y, € ijl
luego
v{ab - aBg) = V(Ylb + ayz)
< max{v(y;b), v(ayy)}
<i+3j-1
Luego
ab = af mod Ri+j-l
y asi
ab = af en Ri+j/R
i+j=-1

En lo que sigue, dado a € R* , la imagen de a en -
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Rv(a)/Rv(a)jl , seri denotadapor a, y se llama coeficienf

te principal de a

En los siguientes teoremas, veremos como se reflejan en
gr(R) los conceptos de v-dependencia, y el algoritmo débil
de n-términos. Se supone que R es un anillo con filtracién

Ve

TEOREMA 13. Una familia de elementos {ai} roa; € R es

v-dependiente a la derecha si y s6lo si algfin a; es 0 o

{EI} es linealmente dependiente en gr(R).

DEMOSTRACION: Si {ai} v-dependiente a la derecha, exis-

ten bi € R tales que
v( Ja; by) < max{v(a;) + v(b,)} = t.
Esto sucede si y sblo si
Ia; b, e R/R .,

y ademds

Zai b, =0 en R/R _,

TEOR@QA 24: Un elemento a ¢ R es vfdependiente de una

familia {ai} en R, si y s6lo si a es una combinacién li-

neal de {3;} .
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DEMOSTRACION: Si a es vfdependiente a la derecha de

{ai} , entonces, existen bi € R tales que

via - Ja; b)) < v(a) =t

con

via;) + v(b;) < v(a)

para todo 1i.

Esto sucede si y s6lo si

a - Ja; b, e R/R

y ademé&s

a - 251 Bi =0 en Rt/Rt-l

COROLARIO 25: R satisface el algoritmo débil de n-térmi

nos si y s6lo si gr(R) satisface lo siguiente.

Dado cualquier sucesifn linealmente dependiente a la dere

cha &y, ay,...,a  (m < n) con

aE,) < ... < 4a@Ey .

Entonces, algfin Ei es combinacifn lineal de Ei, 32,..,§£_1.

DEMOSTRACION: Sale directamente de los dos teoremas

T
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anteriores.
Con el objeto de expresar el corolario 24 en términos de

matrices, damos la siguiente definicibn.

DEFINICION 26: Sea H un anillo graduado

H = Hj ) H, B ... 8 H e ...
Sea la sucesién de enteros no negativos
D = (dll dz,ccnldn) Con dl i d2 _<_ -nc< d

- n

Entonces se llama GRUPO DE MATRICES TRIANGULARES SUPERIO-

RES RELATIVAS A D, y se denota por TrD(H) al conjunto de

matrices nxn, de la forma (xi.) tales que

3
X545 € de - Hdi si i< 3
Xij =1 si i=3
xij =0 si i>73

NOTA: Los elementos de T ,(H) forman un grupo multiplica

D
tivo y operan a la derecha sobre los elementos de

H. §H, @ ... 82, =H



En efecto, sea
a=f(a, ,...,a,) € H
dl dn D
Yy
(xlj) € TrD(H)
Luego .
/
. /j et Xlz: 3 ole oxln
(Qq ,ecep@q 7oees8y )
d1 di dn 1
0 1 ...x.
. Jn
\\‘ . 1
n
=(ad1’nao'j§i adj Jl 'o.)j£1 ad X]n) - (Cl,. .,Ci, .,Cn)
Como
le € Hdl - dj y adj € de
entonces
c, = a X.. € H \a 1 <i1i<n.
i jgl dj “ji di -
Luego si
U € TrD(H)
se tiene
pHa € HD' \fa € HD .

66.



67.

Para mostrar que TrD(H) es un grupo multiplicativo, bas-

ta con demostrar
N e TrD(H) \Jiiln € TrD(H) .

Podemos hacer

Entonces
pon o= (2 k)
donde
n
z2.,, = X.. Y.
ik jzl ij yjk
I) Si i < k . Se presentan dos casos

1< implica x.. =0
i2>3 implica j < k

y de aqui se sigue Yix = 0 .

Ast,
2ix = O
IT1) Si i = X . Hay tres casos
j =k implica xij Yik = 1
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j >k implica xij =0

j < k implica yjk =0 .
Luego

zZix T 1 si i=k.

ITI) Si i > k, solamente aparecen términos si i < j < k.

En este caso

ik T *ij Y3k © Ha, T fa,
Con esto, hemos demostrado (zik) € TrD(H) .
DEFINICION 27: Sea
D' = (di, dé re s ,dé)
con
D} > d, 2 >4 >0

se define el GRUPO DE MATRICES TRIANGILARES INFERIORES
RELATIVAS A D, y se denota por TrD(H), al conjunto de ma-

trices nxn de la forma (xij), con

X ..
ij
X..
ij
si 1< 3

' - '
xij £ de de



69.

Estas matrices, operan a la izquierda, sobre el anillo gra-

duado

Si
d=4d; +d) =d,+dy=... =4 +al '

y adem&s

dj < dy, 2 ... 2 dn

dj >d5 > ... > 4’
Entonces

TrD(H) = Trg,(H)
(donde a® = transpuesta de A).
DEFINICION 28: Una relacién en H

) a; b, =0 (*)

se dice bien ordenada, si

gy(a;) = g (b;) = d ¥i,
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'y ademis

gpla;) <g.(ay) <.. <g.(a).

Podemos escribir la relacién (*) en t&rminos de matrices

(al,az,...,an) bl
b
2l =0
bn
0 también
a.b =20

NOTA: Si a.b = 0 es una relacidn bien ordenada en H, vy

U o€ TrD(H), se cumple
(a.u).b = a.(u.b)

DEFINICION 29: Una relacifn bien ordenada

se dice Tr-trivializable, 81 existe 1 ¢ Trb(H) con
D -(gr(al),...,gr(an))

tal que
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es una relacién trivial.

TEOREMA 30: Sea H wun anillo graduado, y n > 1.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Dada cualquier sucesién linealmente dependiente a la

derecha agre--rdy € H (m < n) con

d(ay) < d(ay) <...< d(ap),

algGn a; es linealmente dependiente de agrecerd; 4

b) Dados al,az,...,am e H (m < n) con

d(a;) < dlay) <...< d(ap)
U € TrD(H) tal que los términos no cero de
(al, az,...,am)u

sonn linealmente independientes a 1la derecha.

c)] Toda relacién

con

d(aj; < dlay) <...2dla)) m<n

es Tr-triviaiizable.
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DEMOSTRACION: (a => b). Sean

1,...,3 (min)

d(ay) < dlay) i'f"é é‘fm).'

Si a /85500092, €8 vfdependiente, entonces por (a), al-

gtn a, es v-dependiente de ajra,,...,8,_, . Luego
i-1
a, = a,b
1%L %%

y en vista de ello, existe

Wy € TrD(H)
tal que

(@greceray_qr @y 84 0reeasa )y

ra_)

’(alloal,ai-l' o'ai+l'o.c- n *

Procediendo de esta manera, despu&s de un ntmero finito de
pasos, se tendr& una matriz u ¢ TrD(H) tal que los té&rmi

nos no cero de

(al, az,...,am)g
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son linealmente independientes a la derecha

“(a=» . ¢}, Sea la relacibn

d(ay) < d(a,) < < dlapy) (m < n)

Por la parte b) existe yu ¢ TrD(H)

tal que los elementos
no nulos de

(al' “oe lan)U

son linealmente independientes.

Puesto que u es una matriz invertible,

a.b =0 implica

Si hacemos

(al,...,am)u = (ai,...,ai)
-1 . t
U- (bl,...,bm) = (hl' ..,bﬁ)
Entonces se tiene la relacién
au u-lb = (a! a') b!
. ~ l,ouu'm / l
14
. = 0
b
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Pero los té&rminos no nulos de (ai,...yai) son linealmen-

te independientes, luego

ai = 0 o b! =0 1 <i<m
(c => a). Sean
all az,...,an E H

g

linealmente dependientes con d(ay) <... < (an) .

Luego existen bl""'bn en H (no todos nulos) tales que

es decir

"
o

a.b

Por c) existe u ¢ TrD(H), tal que

au .u"b = 0

es una relaci6én trivial.

Luego

i
(o]

O
3-
~—
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Comc algfn bi es diferente de cero, se tiene que

u?lb £ 0
lo cual implica b3 # 0 para algGn j
Pero

[ aj b} =0

es una relacién trivial.

Entonces debe ser aé = 0,
Luego
Jil
a' = a., + a, b, =0
] J kel k "k

de donde se concluye que aj es linealmente dependiente
a la derecha de al""’aj—l

NOTA: La condicién c) es equivalente a la siguiente:

c¢') Si se tiene una relacibén en H

¥ a; b; =0

con

d(by) > d(by) >...> d(by) (m < n)

entonces es Tr-trivializable.

Luego, el TEOREMA 30 es simétrico, pues todo lo gque se
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afirma para el lado derecho, también es cierto para el la

do izgquierdo.

Adem&s, el anillo graduado gR = H, satisface las condicio
nes a) b) y ¢) si y s6lo si R tiene el algoritmo dé&bil

(COROLARIO 25). Por lo tanto hemos demostrado.

COROLARIO 31: El1 algoritmo débil de n-términos a la dere

cha, para anillos filtrados, implica el algoritmo d&bil de '

n-términos a la izquierda y reciprocamente.

CARACTERIZACION DE ANILLOS CON ALGORITMO DEBIL

En esta seccién, R ser§ un anillo con filtracién v.

DEF INICION 32: Si se tiene una expresién

g ail...aini con a;, €R, 1 <k<n

entonces el grado formal de esta expresidn viene dado por

Y )

max {V(ail) oot viag 0!
NOTA: De esta definicifn se sigue que el grado de un ele
mento de R, siempre es menor que el grado formal de cual-
quier de sus representaciones. En los resultados que si-

guen, asumiremos que K C R es un campo donde



K=R, =1{aeR]| vl 2o}

DEF INICION 33: Un conjunto XC R se llama BASE DEBIL DE

LA K-ALGEBRA R si

i) R es generado por todos los monomios de X como K-es

pacio.

ii) NingGn elemento x ¢ X es v-dependiente de X-{x}

TEOREMA 34: R tiene una base débil X.

DEMOSTRACION: Para t > 0 sea

R, = {ae R | via) <t}

Rt es un k-espacio vectorial.

Entonces se define R!, como el k-subespacio de Rt genera-

do por todos los productos de la forma:

a.b donde a,b e R _,

v(a) + v(b) < t.

Sea X una k-base de R

£ (mod Ré) y consideremos

t

x=Uxt
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Afirmamos gue X satisface las condiciones i) y ii) de la

DEF INICION.

ii) Sea x ¢ X, x v-dependiente de X-{x} . Supongamos

vi{x) = t.

Existen elementos X, en X~{x}y bi € R tales gue

vix= Ix, b;) < vix) =t,

= t.
V(xi) + v(bi) < vi(x)

Se presentan dos casos:

A) Si v(xi) = t , entonces v(b;) = 0 y esto implica
bi e k.
B) Si v(xi) < tjl entonces X bi € Ré . Luego

o bien, podemo s asumir

X £ ) %. b, med R
) A 1

]
i t
con viw,; = ¢ wayra todo 1.

Por lo tanto, en ¢. cazo A como en el B, hemns llegado a



expresar X como una combinacifén lineal de elementos de la

]
k:base de Rt(mod Rt).

Esto es una contradiccibn, pues [x,xi] son linealmente in

dependientes mod Ré .

i) Demostraremos que X genera R sobre K. Mis precisa-
mente, los monomios de X de grado < t generan R, .

La prueba es por induccién sobre el grado de los ele-~

mentos de R.

Y

Para n=1, X1 genera Rl como k-espacio y por lo tanto, R1

esté& éenerado por monomios de grado 1.

‘Supongamos que R es generado por monomios en X de gra-

t-1
do < t-1
Sea x € R, con v(x) =t
Luego

t 1
X + Rt € Rt/Rt
Pero X, es una base de Rt/Ré y asi

' =
X + Rt z X; ay

con

Notemos que Ré esta formado por elementos del tipo
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a.b , con a,b € R

vi(a] + v(b) <t

De esta definicién y de la hipbtesis de induccifn, se si-

gue que Ré esti generado por monomios de X de grado <t.

Luego X es una combinacién k-lineal de monomios de X de

Y

grado < t. Con esto termina la demostracibn.

Los monomios en X, ser&n denotados por
Xp = Xq Xp... X .

En virtud cdel teorema precedente, todo elemento a € R, se

puede escribir

Adem&s, si v(a) = t, entonces v(xI) < t para cada I.
Y asf, el grado formal de a es igual a tc.

A continuacidén, construiremos una funcifn AUXILIAR en el
Anillo R, la cual ser8 de gran utilidad para probar que K

satisface el algoriimn débil.

Fijamos un monomioc -ie grado r, Kyoe Xes ¥ definimos una

k
aplicacién k-lineal



R —> R

a —> a*

dada por la f6rmula

xl...xk.b —> b
otro monomio —> 0.

Esta aplicaci6én esté bien definida, pues X es una k-base

[

de R, y todos los elementos de X son monomios.
Afirmamos que

via*) < v(a) - r ‘\f aeR.

En efecto, sea

via) = t

Luego a € R , y por la escogencia de la base X, (véase

el TEOREMA 34) se tiene

para cada j.
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Por lo tanto a* es una combinacién lineal de monomios de

grado t-r, y de esto se sigue

v(a*) < t-r = v(a) - r.

-

TEOREMA 35: Para todo a,b ¢ R se tiene

(ab)* = a*b (mod Rv(b)—l)

DEMOSTRACION:

CASO 1) S8i wv(a) < r, entonces a* = 0 vy ademés

v{(ab)*) < v(ab) - r
fv() +v(pb) -r
< v(b) .-1

y entonces
(ab) * € Rv(b)rl

CASO 2) wv(a) >r y a es un monomio de la base X.

Entonces

1)
33

*
a xlthxs-xk a

ab = xl.xz...xk a*sh

y per lo tanto



(ab)* = a*b .

CASO GENERAL. Se sigue por linealidad.

A continuacifn, daremos una condicifn necesaria y suficien
te, para que se tenga el algoritmo débil en un . anillo fil-

trado.

TEOREMA 36: R satisface un algoritmo débil, si y s6lo si

R, = k es un cuerpo, y R tiene una base débil X como alge

bra, de elementos de grado mayor o igual a uno.

Cuando esto es cierto, entonces los monomios de cualquier
base débil X forman una k-base para R y el grado de una ex

presibn
L xg o
es su grado formal.

DEMOSTRACION: R tiene algoritmo débil, entonces R, = k

es un cuerpo y va se ha visto como se construye una base

débil X para R. (TEOREMA 34).

Reciprocamente, sea X una base d&bil de la k-algebra R.
Afirmamos que los monomios en X son linealmente indepen -

dientes.

Supongamos que se tiene una relacién

(") I x; ar =0,
I



dcnde

M, T M. ...X ; X, &
i n ! i
¥
AT S
EY

Probaremos gue la relacifn dada es una re  cidn grivial,

usando induccifn scbre el grado formal.

n=l. 81 ei grado formal de la relacidn (%1 .- o, entun-

.

ces tenemos por definiciln

m?x istI) + v(aI)} = 1

Y por lo tanto v(xI) = 1 para todo I, lo cual implica

Luego la relacién {(*) nus gueda

Tw,oa, s O ["i

o

y como 108 elementosr de Lé mase Goot! L oo woondependian

-

Les

o

, la relacidn (**' ag crivial.
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Supongamos que el resultadc es cierto para toda expresién

(*) con grado formal < n

Sea

una relacibén del tipo (*) con grado formal igual a n.

Podemos factorizar algunos té&rminos arriba, para obtener.

con

O sea

v(] x a ) = v(-a) =0

Asi, tenemos una relacién de v-dependencia en X, luego ca

da a, = 0 y o = 0.

Pero para cada x, la relacidn

tiene grado formal < n , y por hipStesis de induccién es

una relacidn trivial. ’

De aqui se concluye gue cada ap = 0, v la afirmacién que-

da probada.
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A continuacibén demostraremos gue R tiene algoritmo dé&bil.

Sea bl' b2""'bn una familia de elementos de R los cua-
les son v-dependientes a la izquierda, es decir, existen

aqs1d85,..48 €N R tales que

v(] a; b)) < m = max{v(a,) + v(b;)!

Podemos asumir

viby) 2 v(by) 2 ... 2 vi(b)
y

v(ai) + v(bi) = m \{ i
Por lo tanto se tiene

viag)  viay) ... v(a))

Elegimos el monomio de grado maximal Xy---X, Qque aparez
ca en la representacién de a,, con coeficiente a # 0. Es

decir

v(al) = v(xl...xk) LIS 4
Definimo# la funcién auxiliar,

a —> atr



como ya lo habiamos hecho, y consideremos

I a¥* by

Por el TEOREMA 35, tenemos

(ai bi)* a; bi (mod R

v(b;)-1'"

para cada i.

Adems&s,
v(bi) < v(bl) para todo 1
implica
Bob;)-1 & Ru(by)-1
Luego

(1 ay b,)* = I (a; bj)* = ] a* b, (mod

Yy por lo tanto

W]

(}a; bj)* -1 a% by Rv(bl)—l

o bien

v((] a; b)* - ] a% b;) < v(by)-1

Rvﬂ:

1)
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Por otro lado, obtenemos
v((] a; b)*) < v(] a; by) -r

<m-r=v(bl)

y de aqui se concluye

v(] a* by) < v(b,)

-1
como a{ = a € k, podemos tomar su inverso a- y enton-

ces tenemos

-1
v(b, - a- " a¥ by) = vi} a% b;) < vi(by)

i

Hes

2

Luego b1 es v-dependiente de b2""’bn

UN EJEMPLO DE ANILLO CO# ALGORITMO DEBIL

Sea k un cuerpo, v M un k-bimodulo. Denotemos por el

el producto tensorial
M= g M 8 ... 8 & r-veces
Existe un isomcrfismo

vig ml s witI
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que permite definir una multiplicacién asociativa entré'ég

tos m8dulos.

Por ejemplo, para 1i=2, j=3 se tiene

(x9 8 x3) B (x3 8 x4 8x5) =% 8x,8x;8x;8x

DEFINICION: Se llama Anillo Tensorial sobre M, y se deno

[

ta por T(M), al anillo
T(M) =k @ MO g ®....

P(M) tiene estructura de anillo . no conmutativo. La demos-

tracién de este hecho aparece en [3] .

Si X es una k-base de M, entonces los elementos de la

forma

x; 8x,8 .... 8 x, con x; e X

forman una k-base de Mt .
Por lo tanto, los monomios en X forman una k-base de T(M).

Podemos obtener una filtracién sobre T(M), asignando a ca-

da elemento de X el grado 1 y a los otros de la forma
[ x; ap

se le asigna el grado formal.
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Con esta filtracifén v, X es un conjunto v-independiente ,

pues si se tiene una expresibn
L x; o con x. € X, a, € T(M),

entonces

V(] x; ay) = m?x {vixg) + v(a;)} . ‘

Luego, no hay una relacién de v-dependencia entre los ele

mentos {xi} .

Entonces T(M) satisface el algoritmo dé&bil, pues satisfa-

ce todas las hipStesis del teorema 36.



CAPITULO 3

RESOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS
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MODULOS CON ALGORITMO DEBIL

Si R es un anillo con filtracibén v, y si

R, ={xeR | vix) <n}

Entonces se satisface

En base a estas propiedades, podemos definir una filtracién

en un R - médulo M de la siguiente forma.

DEFINICION 2: Una familia {Mn} ® de subgrupos del grupo
n=o

aditivo M, se dice que es una filtracién de M, se

i) M, € M & My &
i) (UM, =M
iii) Mj R, - Mi+j \1 i, 3 , 1i>0, i 2o

iv) M = {0}

-0

Con esta definicién, cada Mj es un Ro - mddulo. Ademis,

se puede definir una funcién
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v:M > NU{o0}
v(x) = min { n | x ¢ M }

(Usaremos indistintamente la letra v para esta funcibén y la

filtracidén sobre R).

Luego, valen las propiedades

i) vim) > 0 ¥V mem- {0} , vio)=-=
ii) v(m1 - m,) < max {v(ml) , v(mz)}
1ii) v(ma) < v(a) + v(m) Yaer,Vmen

DEFINICION 2: Un conjunto de elementos {mi} de M es v-

dependiente, si existe {ai} C R tales que

v ( Zmiai) < max { viay) + vim;) }.

o algGn m;, = 0

NOTA : Si los {m;} son linealmente dependientes,entonces son

v - dependientes,

DEFINICION 3: Un elemento m ¢ M es v - dependiente de una

familia (mi)C; M , si existen {ai}C: R tales que

vim - ] mja;) < v(m)
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con vim) + via,) € vim) Yi

DEFINICION 4: Sea N un submbdulo de el m8dulo filtrado N,

un conjunto BC N es una v - base débil para N si
i) Todos los elementos de N son v-dependientes sobre B,

ii) NingGn elemento b ¢ B es v-dependiente de B - (b}

DEFINICION S: Un R - m8dulo filtrado posee algoritmo débil,

si para cualquier familia v~dependiente (m,} de elemantos
i

de M, con

vim) S v(mp) < .ov _ vim)
entonces algfn m, es v=-dependiente de MysMapeney mi-l
Si k =R, es un cuerpo y M tisne algoritmo débil, entop

ces se obtiens un resultado analogo al TEOREMA 11, Mas pre

cisamente .

TEOREMA 5: 81 M cumple las hipotesis anteriores entonces M

es libre como R ~ médulo.

DEMOSTRACION: Sea M con filtracién {(M,).
De acuerdo a la definicién 1, cada M, es un k espacio veg
torial.

Para cada t > 0 definimos .
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M' = {xeM

. | x es v-dependiente de Mt—l}

t

Afirmamos que cada Mé es un k-espacio vectorial.

1
En efecto, sean X3, X, en Mt

Entonces, si v(x1 + x2) = t

Xy V- dependiente de Mt-l , implica que existen Yy € Mt—l’

a, e R tal que

i
vix, = [ yja;) < v(x) (*)

con v(yi) + v(ai) < v(xl)

Analogamente, existen z; M,__, , b, R tal que
vixy, = [ z;b. ) vixy) (**)

con vi(z;) + vib;) < v(x,)

Combinando las expresiones (*) y (**) tenemos

vixg+x,) - ( [x;a; + Jy,b.)) < max {v(xy), v(x,)}
=t = v(x; + x,)
Si v(xl + xz) t , entonces 3 + x, Mt-l

Luego en ambos casos se llega a que X + X, € Mé ¢+ Y con es

to se demuestra que Mé es cerrado bajo la suma.

Ssiempre que m € M,

Ademis Kme M! &

t
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Para cada t > 0, podemos entonces elegir un conjunto minimal ,

¥
xt que genera M mod Mt

t

Entonces X = LJ X, es una v - base 4d6bil para M. La demos

tracién es similar a la prueba del teorema 11.

Finalmente probaremos que X es una base de M como R - mbdulo.

1) X es un conjunto de generadores de M

Sea N el submS8dulo generado por X
Supoﬂgamos M-N#%¢ . Sea x e M- N tal que v(x)

es minimo.

/
Por hipotesis existen {x;} en x tal que

vix - ] x4a;) < vix) con a; e R

luego x - [xa; €N

y ademés I xa; € N,

De aquf se sigue x € N , pero es una contradiccién., Por

lo tanto M = N

2] X es un conjunto linealmente independiente,

Supongamos que se tenga una relacién nula entre elementos

{x,} € X
[ xja, = 0 con a, ¢ R

Entonces.
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vi ] x;a;) < max {v(x;) + v(a;)}

y esto quiere decir que que la familia {x} es v - depen
diente. Pero M tiene algoritmo débil y esto implica
que algtn x; es v - dependiente del resto, lo cual es

una contradiccibén, por ser X una Vv - base débil.

DEFINICION 6: Sea M un R-m6dulo, entonces la filtracidn tri

LY

vial v - se define mediante
v(0) = - = , via) = 0 a#$0, \fa.e R
v(0) = - , vix) =0 x% 0, \{ X e M

NOTA: Si R es un anillo con algoritmo débil relativo a la

filtracibén trivial, entonces R es un anillo de divisibn.

PROBLEMA 1: Dar una caracterizacifén para médulos con algorit

mo débil, relativo a la filtracién trivial.

e W R

En primer lugar, deduciremos dos propiedades interesantes.

LEMA 7: Toda familia {xi} de elementos de M es v - depen

diente, si y s6lo si es linealmente dependiente.

DEMOSTRACION: Si para algunos a; € R, se tiene

(1 x;a; ) < max {vi(x;) + v(ai)}

Entonces | x;a, = 0
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El reciproco es inmediato

LEMA 8: Si una familia {xi} es linealmente dependiente,

entonces algln x; es linealmente dependiente del resto.

DEMOSTRACION: Supongamos, existen a; € R, tal que

inai =0
y adem&s vixy) € vixy) £ .. £ VIR

Luego, por el algoritmo débil, algfin x; es Vv - dependien

te de X1reeesX;_4 « O sea, existen C. € R tal que

3
igl
vix, - X, ¢c; ) <« vix.)
i j=1 i 73 i
y por lo tanto
i-z-l
X, = X, C.
i j=1 j J

TEOREMA 9: M satisface el algoritmo d&bil, relativo a la
filtracién trivial, si y s8lo si, todo submbdulo N de M de
la forma.

N = le + sz L PIP an, con xi e M

es 8 suma directa

6
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00|+ 3 . * o o
R + X R + xl"_1 R + + xn R

DEMOSTRACION: Sea N el submSdulo

Si N no es suma directa, entonces la familia {xi} es lineal
mente dependiente, y entonces por el Lema 8, algln X; es 1i

nealmente dependiente del resto.

Entonces

+..
X; R C %) R+...+ x R

Reciprocamente, para demostrar que M posee algoritmo débil ,
sea {xi} una familia de elementos de M los cuales son v -
dependientes. Entonces por el Lema 7, estos elementos son 1li

nealmente dependientes

Asf, el submbdulo N

no es suma directa.

Entonces, para algGn i

O sea X; es linelamente dependiente de XqreesrXe Por

lo tanto M tiene algoritmo débil,
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PROBLEMA 2: Demostrar que el centro de un anillo R no

ORE , con algoritmo débil es un campo.

DEMOSTRACION: Para demostrar que el centro es un campo es

suficiente con probar que todos sus elementos son unidades.
Lo cual serd cierto si v(x) = 0 para todo x en el cen

tro de R.

En efecto { X, 13 es una familia v - depediente, pues"

vix .1=-1,x) =v(0) < max v(x) + v(Q1)
Ademds, v(x) < v(1)

Luego, usando algoritmo débil, 1 es v - depediente de x, vy

por lo tanto

v(l=-xb) < v(l) =0

para algn b € R

Esto implica
l-xba=20

y entonces x es una unidad.

Sea x en el centrode R, x %0 , vi(x) # 0

Entonces la sucesién {v(x), v(xz) R T s

es una sucesién de enteros positivos creciente,

Supongamos por, el absurdo que v(x) = r > 0 y a partir de

un cierto n
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n+l
X

v(xn) = v{ ) = t >0

n n+l }

Entonces { x , x son v - dependientes, y por el

algoritmo débil existe un r tal que

v(ix® - xn+1 r) < v(xn) = t con re R°
Ahora bien , L - Py es un elemento de grade me
nor que t, luego Xt es de grado menor o igual a t.

& se puede escribir como combinacidn lineal de monomios de
f
la k - base de R

* = 3 X a; con a;¢ R, x; - monomio

Por el teorema 36 capftulo 2 , el grado de x" es su grado

formal en esta representacidn.

Luego v(x?) vix;) =t para algn I

Y entonces

v(xn+1)

vix [ xp a;)

vl xxa)y t

(Usando el grado formal) .

Finalmente, como R es un anillo no ORE, podemos escojer a

y b en R, con la propiedad
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aRMNbR = (0) (*)

Sea n, tal que
via) < v(x") y v(b) < v(x")
La familia { a, xn} es v - dependiente, pues

vixla - ax™) = v(0) < max {v(a) + v(x™)} .

Por el algoritmo débil, X' es v - dependiente de a; luego

existe r1 tal que

vix" - a rl) < v(x™) con via) + v(rl) = v(xn)
Analogamente, existe un r, en R tal que
vix? - b rz) < v(x™) coh v(b) + v(rz) = v(xn)

Haciendo
' n _ n -
X - a r1 = tl :r X a r2 t2
~ nos queda

in

max {v(tl) , v(tz)}
< vixh)

= v(a) + v(rl)

Luego la familia {a, b} es v - dependiente. Pero ay b

son linealmente independientes (por * ). Luego en el ideail
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aR+DbR no puede ser a v - depediente de b (por el
TEOREMA 12 capfitulo 2). Hemos llegado asf a una contradic

. cién, que viene de suponer vi(x) > 0 .
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CALCULO DE LA GOCHA PARA UN ANILLO CON ALGORITMO DEBIL

Sea R un anillo filtrado.

Si hacemos

entonces si cada gr ~es un k - espacio de dimensién firi

ta, podemos formar la serie de potencias

_ n
YR(t) = ] a, t
donde
R
- , n
¥, 0= dlmk

R 1
n-‘

YR(t) se llama la GOCHA de R.
Cuando R posee algoritmo débil, es posible expresar la GOCHA,
mediante otra férmula,

Sea X la base débil de la Kk - &lgebra R, como en la defini

cidn 33 capitulo 2.
Vamos a ¢otar a R de 'ma nueva astructura.
Para cada h > 0 , consideremos

i) Rysq igual a el k - espacio vecturial gue tiene por

k - base, les monomios de X ;, de grade menor o igual a
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h+l, y del tipo

Rh+1 es un anillo filtrado, con funcién de grade igual
a el grado formal de los elementos expresados como combi

nacién lineal de la base.

ii) R,,, es un k - m6dulo que contiene R, ., como k - sub
médulo.

Con esta definicién, sea ahora

. R. .,
An = dunk ( n/Rn )

TEOREMA 10:

n -1
Tpit) = (1 -] A th

DEMOSTRACION: Notemos que estd generado sobre k

n
/Rn-l
por todos los monomios X; de grado n.

Para cada sucesién (nl,...,nr) que satisface n,+... n. = n,

da origen a A n A cee A monomios de grado n. Luego
1+ B2 By
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donde la suma se toma sobre todas las particiones de n. Por-

lo tanto

YR(t)

[}
0~
>
o}
r
>
‘-f

Puesto que « 1, podemos escribir

Q

n,
i
YRit) = 1 + ( anit )+ (] A, xnjt

LM
=1+ ) Anit + (At

1

Usando la relacién
(1 - x)-l = 1+ x + x2 + ...
se tiene finalmente
YR(t) = (1- [ th)
Si * es un ideal de R, se define su gocha como:
YRit): 1) = I an(w>t“'
donde 8,(7)es el nGmero de v - geqeradores de ¥ de grado n

(Ver DEFINICION 13 capitulo 2)

El cociente R/T es un k espacio, y cuya base daremos a

continuacién
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Se define u, = 1
Si n >0 y sise tiene una base de (R _, + ¥)/q , enton

ces se tiene

Rn/1 = (Rn + “/{n-l + ﬁ) / (Rn-l + ‘/‘)

luego, elegimos un conjunto U, de representantes de la k-

base de (Rn + ﬁ»/ig + g )
n-1

Asf, U= LJ Un da una k - base de R/g

s

Si di“&&Rn + %) // (Rn_1 + 1] = V., entonces se define 1la

gocha relativa de R/%¥ por

n

(t; R/g) I vt

YR

TEOREMA 11: Se tiene entonces la siguiente relacién entre

las gochas

Yr{t 5 R/g) = yp(t) (1 - yp(t ; )

DEMOSTRACION: Sea U = (ui) la k - base tenida para R/Y,
y (e;) la v - base débil de .

Entonces R, tiene la representacidén como suma directa
= + *
R =] uk [ e R (*)

Sustituyendo por R en la segunda suma (*) obtenemos
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R=] uk+ eyuik + [ e e R

Afirmamos que los elementos

a. ) eAu-

U PRV (*%)

pi
son Kk - linealmente independientes.

En efecto, presentan dos posibilidades

i) Si se tiene una combinacifn k - lineal en donde aparez
can los u,

0 = Juja, + ] exuiaiz+...+ [ey s exnui a,

1 n

entonces al tomar clases m&dulo T se obtiene

] u.a,

1
pero esto es una contradiccién, por la forma como fue-

ron elegidos los ‘ui .

ii) 81i no hay té&rminos en u;, entonces por la v - indepen

cla de los e, cada coeficiente de los eA debe sar

cero. Pero cada uno de estos cozficientes, es una combji
nacién de té&rminos an u; solamente, y entonces llega-

mos a una contradicecidn
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Esto demuestra que los elementos en (**) son k - lireal

mente independientes.

Falta probar que los elementos (**) generan R como k-espa
cio. Sea a <« R , entonces
a =} we, +]euoa +...+]e ...e .
1 n 1 n
donde todos los a estén en k, excepto los de la Gltima suma

gue estan en R.
Podemos tomar n > v(a).

Si a € R, entonces los a; son todos nulos y se tiene

v(a) < n < vie, ...
1 n 1 n

Luego por la v - independencia de los ey el coeficiente

ak .o uk debe ser cero. Y por lo tanto, hemos expresa

1 n
do a como una combinacién k - lineal de elementos del tipo

(**), Si ad¢v también se tiene el mismo resultado.

Finalmente, calculamos la gocha de R con estos elementos. Pri

mero, hallamos el coeficiente de tn

a =V, + ) VaB (E) 4Lt L v,

1 2 n

donde (Xl ’
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Luego

n . Ay Aq A
YRt = F v t© + ..o+ ] V*lt B, (1)t © ... an(ﬁ)t

n

T ) s, -1
=(] vgt) (1 -] 8 (Nt")

-1
= Ygiti R/g) (yp(t; 9))

y de aqﬁi se llega a la férmula

Yp(ti R/T) = yp(t) (1 - yp(t; .

EJEMPLO: Sea R = F<X;,...,X4 > una algebra libre asocia

tiva., Todo elemento de R es la forma

[ Ry & donde a. € F .

Por @] teorema 36 capitulo 2, R tiene algoritmo d&ébil.

supongamos que c¢ada Xy tiene grado 1. Entonces

pa
PV

t
¢
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Luego

YRi(t) = (1 -4 g7t

Sean ahora un ideal 1 de R de rango finito r # 1 vy

dimk( R/%) = n

Entonces, usando la f&érmula del teorema 1, nos queda' para

t=1
n=(1-ata-n
o bien
r-1=n(d - 1)
Esta f6rmula se llama FORMULA DE LEWIN y es analoga a la

férmula de Schreier para grupos (Ver [s] ).

PROBLEMA N2 3: Sean R, S algebras graduadas sobre un

cuerpo F vy T = R 8 S su producto tensorial. Entonces

la gocha de T viene expresada por la férmula

DEMOSTRACION: Tenemos




y por lo tante

aR = dim Rn
n
N n
YR T Lt
n

h I

Analizando un pocc 13 estructura

R v 5, podemos deri-ar

En efecto, s: R = & =®

elemento homocénec v si

X = [ x;a. , con

v los a; son casi -odos

Ahora bien, 1Los elementos

x T R, by
S
1 (x_ es una wase dJde

entonces 10s glamentos

‘a

f

o0y

[#2]

flrmula
S o+
O ™
IE
entonces
£ R se
%, £ R,
1 i
ruLes

vt
Q

Ch

3

tiene

nomogeneons de

I,

m
i

[4

n

¢ R
n

-

[

hie ]

se illama

vienen dados Dor

nass
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forman una base de Tp

En consecuencia, se tienen las siguientes relaciones

&, = Q a
Tl Rl + Sl
o, = a + a, a + a
T2 R Ry78y 57
Yy por lo tanto
Yp(t) = 1+ I ap t ap og tooot og e (*)
n 1 "n-1 n

Usando la f6érmula del producto para polimonios

n n
(1 + a;x +...%+ a X ) (1 + blx +...+ bnx )

2
=1 + (al+bl)x + (a2+a1bl+b2)x teinnn
la cual es v&alida para todo n, podemos factorizar (¥*)

oo

n
(t) (ag t)(] agt

Y
T n n

il

YR<t) . Ys(t) .
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