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RESUMER

ER este trabajo estudiemos la asocistividad del 4lgebra asociada
4 UR B=grafo G, con p > 1, con la finalidad de caracterizar los con -
JUAteS moleculares que tienen estructura cfclica y electrones no enla

ntes:



ON ALGEBRAS DERIVED FROM P-GRAPHS AND THEIR APPLICA-
TIONS TO A MATHEMATICAL MODEL OF CONSTITUTIONAL CHE-
MISTRY.

ABSTRACT

This article is devoted to present a characterization of ensembles
of molecules which have cyclic structure and free valence electrons for
such purpose we study the associativity of the algebras derived from p-

graphs G, with p > 1.



ALGEBRAS ASOCIADAS A UN P-GRAFO Y SUS APLICACIONES
A UN MODELO MATEMATICO DE LA QUIMICA ESTRUCTURAL.

INTRODUCCION.

A todo p-grafo G le podemos asociar un Slgebra. Esta dlgebra, en

general, no es asociativa ni conmutativa y no tiene elemento identidad.

Dugundgi y Ugi (Eﬂ) han desarrollado un modelo que permite matema
tizar los aspectos esteoquiométricos de una familia de conjuntos mole-
culares isdmeros. Su punto de vista es el siguiente: fijado un conjun
to finito de dtomos A se define un confuntc mofecufar de A (EM(A)) co-
mo un compuesto quimico cualquiera o una coleccidn de especies quimi -
cas formadas a partir de A utilizando cada 5tomo de A una sola vez vy
una familia de conjuntos molecilares (sdmernos de A (FEMI(A)) como el

conjunto de todos los EM(A). Por ejemplo, si A = {Hl, HZ, H3, Hh >

s W7,
H6, C‘, CZ, 0} tenemos, entre otros, ios siguientes EM({A):
EMO(A)={2C+6H+0}, EMT(A}={CH3-CH2-0H},
EMz(A)={CH3-O-CH3}. EM3(A)=={C H3-CH0+H2}
EM,(A) = {C H, + CH, =0}, EMS(A) = {HCZCH+H 0+ HJ"

En este caso, FEMi(A) = {EMO(A),..., EMS(A),..., EMv(A)}.

El hecho de fijar un conjunto finito de dtomos A y de considerar

todos los conjuntos moleculares que se puedan construir con los ele~
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mentos a £ A les permite representar los conjuntos moleculares por ma-
trices simétricas con coeficientes entercs no negativos (be-matrices)y
las transformaciones quimicas por matrices simétricas con coeficientes
renteros (matrices de reaccidn). Por ejemplo, el conjunto molecular

H - C = N: puede ser representado por la be-matriz

——t
<
-
-

0
B={1 0 3¢

0 3 2 N

H € N

y la reaccion H - C = N: —> H - N ZC: es representada por la matriz

de reaccién

0 -1t 1 }{H
R=f-B=|" 20
1 -2} N
H N
donde
0 0 1}H
E=| 0 2
3 N
H C N
Y
0 i 0)H
B={1 0 3
o] 2| N
H € N -

Por otro lado, Dugundji y otros ([3]) han sefialado la conexién

entre pseudo-grafos (p-grafos) y be-matrices.

L) este articulo caracterizamos los conjuntos moleculares que
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tienen estructura ciclica y electrones no enlazantes. Dicha caracteri
zacién se logra al establecer condiciones que permiten determinar cuan

do el &lgebra asociada a un p-grafo, con p > 1, es asociativa.

1. GENERALIDADES SOBRE P-GRAFOS.

Un p-ghafo es un par (S,A) donde S 2s un conjunto y A: $xS—+{0,1,.
.,p} es una aplicacién de conjuntos dondz P es un enterc no neéativo.
Los elementos de S son llamados los véitices de G y las andstas de G
son los pares ordenados (r,s) € 5x$ tales que A(r,s) = q (0<q<p). Ui

p-grafo es denominado con £azos cuando A(p,r) # 0 para todo r € S.
Cuando A(r,s) = A(s,r) para todo r,s £ S, el p-grafo es &imétrnico.

Sea G = (S,A) un p-grafo y sean r,s € 5. Decimos que s es afean-
zable a partir de r si existen r = Fys Foseeealp =S tales A(ri,ri+1)#
£ 0 (i=1,...,n-1}. En este caso la sucesién Fyreceesf, €S 1lamada un
camino que une r a s. La relacion definida arriba es reflexiva y tran
sitiva, denotada r < s. La relaclén r v s e=> r < sy s <r ‘es de

equivalencia. Las clases de equivalencias son las componentes fuette-

mente comexas de G. Si solo hay una clase diremos que G es guetfemen-
te conexo. En el caso de grafos simétricos, la relaci6n r < s es de

equivalencia 'y en este caso diremos componente conexa Y conexo.

Sea 6 = (S,A) un p-grafo y S’ un sub-conjunto de §. Se dice que

G' = (S',A) es un sub-grafo de G generado por S' si G' es un p-grafo.

A todo p-grafo G=(S,A) le asociamos una maf%iz(A(r,s))(r s)éSxS'
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denominada matiiz asocdada a 6. 50 3 es un conjunte finito con n elemen

tos, A(r,s)(r sjesxg B5 una matriz cuadra o x n.
14

Sea € = (ci:) una matriz cuadrada nxn con coeficientes enteros no
negativos y consideremos el conjunto § = {s?,..n,sn). El par G(C)=(S,A)
donde 4: SxS~+{0,1!,. .,p} es definida por A(si,ﬁj) = Sy es un p-grafo.

Asi, a toda matriz cuadrada ©, nxn le ascciames un p~grafo G(C). .

En consecuencia, exisie una biyeccifn entre e conjunto de Los p-

gurfos simétnicos y el confunto de fai matnices cuadnadas simétricas.

Como toda be-matriz Bz(bij) es unn matriz cuadrada simétrica, le
podemos asociar un p-grafo simétrico G(B). En este caso los vértices

son los atomos del conjunto molecultar representado por B y las aristas

——

A (Si’sj) = b representan los enlaces entre los atomos S; Y Sj'

j

En particular, un lazo A(sg,s } o= bii representa un electron exter-

no libre del atomo s.. Por clempio, la be-matriz

-

0 3 o0}H

B=l 1t 0 3{c

Lo 3 2w
H C N

que representa el conjuntc molecular H ~ € = N: le asociamos el 3-gra

fo simétrico. G(B):




2. ALGEBRAS ASOCIADAS A Ui P-GRAFO,

Sean G =(S,A)} un p-grafo, K un anillo conmutativo con unidad vy

(ers)(r,s)Est la Lase candnica del K-médulo libre K(SXS). Definimos
sobre K una estructura de K-dlgebra por:
2 = 4 up L A V)
€qr st = Opg 8 pialg,r), uts,t,)eqt, .

Fara todo q,r,s,t en 5, donde 6rs es la dalta de Kronecker.

(sxS}

una estructurs de K-&lgebra, denomina

da, dfgebra asociada al p-grage G y sz dencta LR(G) = K(st). En gene

Se obtiene asi sobre K

ral, LK(G) no es conmutativa, ni asociativa y no tiene elemento identi

dad.
Costa y Micali ([}J) han demostruedo la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2.1. Sea G =(S,4) wn T-grufo conexo y sdmétrico, con n =
= card S > 2. Llas sigulentes condiclones son equivalentes:

i) Para todo r,s,q €S tales que A(r,s) =A(s,;q) =1,enfonces A(r,q)=1
1i)  A(r,s) = 1 pena Zodo r,s en S.

iii) Existe un Lsomonfismo d'e_ K~&lgebras LK(G) SLEN Hn(K).'

.-

iv) LK(G) es un K-dlgebra asociativa.

CORGLARIO 2.1.1. Sea G =(S,A) un T-grafo conexe y simétnico y supon-

gamos que S dea un confunto finto con n efemento, n > 2. Sea S' un

»



sub-confuntd de S 1al que card{(S') # 1.

S4 ef sub-T-grafo G' de G, ge

nexado pon S', ¢4 un 1-grnafo completo con Lazos; entoncesd LK(G') es

un K-dlgebra asociativa.

Esto es una consecuencia del hecho de ser G' un T-grafo completo

con lazos.

La proposicibn 2.1
zos, entonces LK(G) es
mos a continuacidn nos

no con lazos o si G es

nos dice que si G es un 1-grafo completo con la
un K-3lgebra asociativa. Los ejemplos que da-
muestran qgue st G es un T-grafo completo pero

un l-grafo con lazos pero no completo, enton -

ces LK(G) no es asociativa

EJEMPLG 2.2.

)
i} Sea G el 1-grafo;
) 3
entonces
e = e =0
(eqs ®sq’ ®aq ™ ©qq aq
Y
e (e e })=e e =e .
95" sq qq qs sq  qq i
t.uego, LK(G) nc es asociativa.
]
ii) Sea G el 1-grafo;
¥



entonces

e e Je =¢ e =OGde (6 e j=e e =e
gr rs’ sg gs  s@ qro rs sq gr rq q9

y, por tanto, LK(G) no es asociativa.

Estos ejemplos nGs mussoran gue er Slyebrs ssociada al 1-grafo de

los siguientes conjunios moleculares: .
'C'H A 7
LY & Fraty
H-¢~Tc-u, Ho- %-1f—ﬁ ﬁ H~gf~§ - H
! ¢ ,
& H H H H H

no es asociativa. En cambio, el &lgebrs asaciada al sub-~1-grupo

c.
SN
Tl
del conjunto molecular
Lo -H
¢

H -~ c-‘ ..‘Ce
i
H

es asociativa.

LEMA 2.3. Sea G = (S,8) un p-guafo conexe 4 Admétrice y supongamos
que S 4sea um confjunto finite con n elementos, n > 2. Si existe un
véntice q € § tal que Alq,q) = 0, enfonces LK(G) no es asociativa,

Basta con ver que {e e } e

= e e = ue
as s’ “qq = ®qq “aq ¥ A9




-8~

EJEMPLG 2.4, ) Zigebrs esociada al graio de ios conjuntos molecula~

. .
e 08 GuEQCIalsva.

seghn 2.7 v 2.3 wemos qua, ¢ Sroerat, ¢ L oes un p-grafo conexo

y simédtrico el hecho de tencr ololior o sneu o-c <los no implica la

asociatividad de LF{G}' Por otro tauas, ia eristercia de conjuntos

~ [y

moleculares con una »arie {suher-genfeed cielica nos lleva a bascar
resultados donde podomos sueontrer re leaianes entre 'a ciclicidad y
ta asociatividad del aluebra szociads & un prgrafo conexo y simétri-

CG.

e

En todo lo que <igue 5 o4 w1 conjato tinito con n elementos,

n > 2,y Kes i aniito cermutativo con elemento identidad.

LEMA 2.5, Sea K un - addude sdn forsdidn, G ={S,A) un p-grago simé-
trhico o supongamnes cur Hlr,sY = % pang fodo r,s €S, r ¥ s Y
Afu,u) = p (1 < p, < p) parz tode w e 5. Entonces L, (G) es un k-

£egebra asociativa.

Iniciaimente verificamosz que (¢ apitcacidn a: LK(G) — Mn(K)

Fini r ale = E afe = 0 [ es un homomorfismo de
definida por af rs) rs ¥ ook aad % % Tuu "
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K-algebras, donde ErS es le matriz n x n que tiene 1 en la interseccidn
de la r-ésima columna con la s-ésima filea y o en el resto. Para estq
es suficiente con demostrar que o es un homomorfismo para los elemen -
tos de la base de EK(G) donde aparece ey Esto es, productos de la for

me € ,e e _ye e . Enefecto, a(er

rua  uyg Uy ur L1V I ¥ 17; euu) = a(pu el’“ ) "

[¥; Y]

= E = £ £ = afe afe ).
Pu “ru Py Bru fuu ( ru) €

” { -
Andlogemente, fx(eu cur) = a\euu) G(eur). Finalmente, u(eu e )=

L U uy

2 2 . .
= u(pu euu) = Py Euu Py Euu E‘uu = Py Euu Py Euu a(euu) 0‘(euu)'
, - n - : T
Por otro lado, si af Z lr& ers) G, se tiene Ars Ers +
r,s r¢s

+ g Arr Err = 0, lo que implica krs = 0, 51 r# s,y Arr = 0. Como K
es un Z-mOGdulo sin torsidn tenenmos Rrr = 0 para todo r € S y en conse-
cuencia o es un morfismo invectivo de K-Zlgebra y LK(G) es una K-&lge-

bra asociativa.

PROPOSICION 2.6. Sea K un Z-mbdifo sin tonsién. Sea G =(5,A) un p-
grago conexo y siméirice y supongames Alu,u) = pu(! <hy < p) para to

do u € S. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Para todo r,s,q & S distintos tales que A(r,s) = A(s,q) = 1,

entonces Alr,gq} = 1.
(ii) alr,s) =1, pana todo r,s € S, r # s.
(iii) Ex{sfe un monomorgdismo de K-~&lgebra LK(G) — Mn(K)‘

(iv) LK(G) es un K-dfgebna asociativa.
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Como G es conexo y simétrico necesariamente (i) =>(i1). Por 2.5,
(ii) =>(iii) y es claro que (iii) =»{iv). Supongamos que no se veri=
fique (i), esto es, que existan r,s,q € S tales que Alr,s) = A(s,q)=1
y 4(r,q) = 0. Entonces (erq eqr) e . ¥ €rq (eqr ers) 1o que muestra
que (iv) =>(i).

EJEMPLO 2.7. Sea G' el sub-p-grafo que representa la parte cfclica de*

los conjuntos moleculares:

/ \ e re e «r
:0—0: , H ~—N-—N——H, H—N-—HN-—H,
o-/ 'S /
N N \.O
| a
H
H="N—N—H, 0 y 00—
NS /N N/
c ] X c
] N —C {
L :

Entonces, LZ(G') es un Z-algebra asociativa.

LEMA 2.8. Sean K un Z-médulo sin tonsifn y G = (5,A) un p-grnafo 84-
métnico. S&L A(r,s) =c¢ (1 <c < p) para tode r,s € S, entonces

LK(G) es un K-dlgebra asociativa.

Es facil de verificar que la’aplicacién*aéz LK(G) 44>Mn(K) defi -
nida por uc(ers) = C Ers es un homomorfismo de K-dlgebras, donde
E__es lamatriz n x n que tiene T en la interseccidn de la r~&sima

rs
columna con la s-ésima fila y ¢ en elhresto. ‘or otro lado, si
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-t

ac( 1 Ag ers) = 0, tenemos 2,

A c E = 0 y esto acarrea que A__c=0
rs rs rs
r,s r,s

para todo r,s € S. Como K es un Z-mbdulo sin torsidn, Ars = 0, para
todo r,s € S. Por tanto, a_ es un monomorfismo de K-&1gebras y LK(G)

es un K-3lgebra ascciativa.

PROPOSICION 2.9. Sean K un Z-mfduto sin torsién y 6 = (S,4) un p-gra

fo conexo y siméinico. Las sigulentes condiciones son equivalentes:

Ui Para todo r,s,q € S, Zakes que Alr,s) = A(s,q) = c (1 < c <p),

entonces A(r,q) = c.
(ii) afr,s}) = ¢, para Ltodo r,s € S.
(iii) Existe un monogommismo de K-dlgebras LK(G) — Mn(K).

(iv) LK(G) es un K-degebra asociativa.

Lla demostracidn es aniloga a la prueba de 2.6 a excepcidn de (ii)

=>(iii)} que es upa consecuencia del lema 2.8.

EJEMPLO 2.10. EI Sigebra asociada al p-grafo de los conjuntos mole-

culares:

A - .

s tN= € ~—H , 0= C = Q
hY
H H
no es asociativa. i

Ahora bien, para los siguientes conjuntos moleculares:

:0 = O: ¥ "% N:
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Supongamos que G sea el prgrafo que los representa (Qué podemos de~

cir acerda de la asociatividad del &lgebra ascciada a G1.

Ninguno de los resultados haste ahora verificados npos-dan alguna infor
macion al respecto. FPor causa de ello vamos a demostrar la siguiente

proposicion:

PROPOSICION 2.11. Sea G = (5,A) un p-grafe conexo, Admétnico y de on-

den dos. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i} Pana todo r,s €5 tafes que Alr,s) = ¢ (1 <c <p) y &(s,s) =

~

= Ar,r) = c' {1 < c*<p), enfonces ¢' > c.

(1) L, (6) es un K-dlgebra asociativa.

s e, e ).

Es claro que una base de LK(G) es {err’ & or s

rs

La tabla de multiplicacién de LK(G) se escribe:

. ¢ @
rr rs sr %5
€ c'e c'e 0 0
rr I s
4] 0 C ¢ cle
€rs €rr rs
e cle c e G ¢
Sr sr ss
e 0 ' D Cau CPp
55 €or 55

Se puede verificar facilmente que, en general,
AN

(a) (etq emn) e = etq(emn euv) =0 si gfm y n¥u;

»
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¢ e e e (e e J=0stiaéd¢m v n= u;
tg mn’ o uv tq " mn wy ! stsFmy ’

e e =a (e e = 0 s5iq=m n ¥ u;
tg mn) UV tg o mn nv) LEmy *

()

g e Je =g de ¢ jmlgi femgmwpmap=y=y,
tg omn v tg ' mn g’ 4

Haciendo el célculc tenemus, en nuestire caso, 16 casos parz cada una de
las situaciones (a},{b) v {¢} vy dos para (d}. Por otro lado, usando la
tabla, dada arriba, se pueds verificar que en los 14 casos restantes te
pemos asocistividad. CLomo hay &b productos estes nos muestra que(i)=>(ii).
Reclprocamente, supongamos que (i)} no se verifique, esto es, que existen
r,s £ S tales que Afr,s) = ¢ v 4{r,s} = Als,s) = ¢c*, con ¢! < c. Como

Z (

e e }Je =c"e ¢ e fle r me ce =cc'e , entonces
( rr ®rs’ Ssr re T s sr) rr rr rrt 0T

(e e e #e (e e ).

re rs st re rs sr

Por tanto, si G es el p-grafo gue representa el conjunto molecular
:0 = 9, LZ(G) es un Z-8lgechra asociativa y si G es el Z-grafo de orden

L

. ;
dos que representa el conjunto molecular € = H, LZ(G) no es asoclativa.

3. CONCLUSION E INTERPRETACION

En esta seccién damos una interpretacidn de los resultados 2.1,
2.6 y 2.9 y estudiamos un tipo particular de p-grafo conexo y simétri-
co. Para ello sea K= 7 y A un conjurte firito de dtomos con n elemen
tos {n > 2). Sea G un p-grafo completo y con lazos. Podemos draducir
estas dos propiedades, en términos qé?mfcos, diciendo que G representa
un conjunto molecular de FEMI{A)} que tiene ciclos y electrones no en-
lazantes en todos sus vértices. Por consiguiente, ias proposiciones

2.1, 2.6 y 2.9 nos ilevan a concluir gque fn cicficidad de un p-ghago
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G que nepresenta un confunto molecufar de FEML{A), mds el hecho de te-
nen €ste conjunto efecthrones noe enlizantes es equivalente, es decin que

LZ(G) es un Z-lgebra asociafiva y reclprocamente.

EJEMPLO 3.1.

(i) Sea G el 1-grafo

Sabemos, por 2.1, que LZ(G) no es ascciativa. Esto quiere decir
que noc es posible hacer nuevos enlaces partiendo de s. Esto es,
no existe enlace adicional entre los dtomos ry sdésygq, ¥y a

fortiori entre r y q.

(ii) Sea G el 1-grafo

Entonces LZ(G) no es asociativa, o sea, que podemos hacer sola
mente un nuevo enlace entre s y g. Por tanto, un enlace adi -

cional entre r v s & entic  y g «5td excluido.

(iii) Sea G el 1-grafo
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En este caso, Lz(G) es un Z-£lgebra escciativa. En consecuencia,
podemos hacer nuevos enlaces entre dos cualesquiera de los tres

vértices de G, i.e, Sentre r y s, 6 ryqésvyq.

{iv) Si G es un l-grafo de orden b podemos tener los siguientes casos:

En consecuencia, podemos hacer, respectivamente 0, 1,1 vy 2 pue-

vos enlaces entre dos vértices cualesquiera de 6.

Recalcamos que, solamente, cuando podemos establecer nuevos enla-

ces LZ(G) es un Z~3lgebra asociativa.

NOTA. Evidentemente, esta interpretacion es vilida también en las

condiciones de las proposiciones 2.6 y 2.9.




MOTACIONES

z : anillo de los enteros.

K : antlle comnmutativo con elemento identidad.

Hn(K) : conjunto de watrices cuadradas n x n con coeflicientes en
K.

LK(G} : algebra asociado a un p-grafo G.

G(B) : grafo aseciado & upa metriz cuadrada n x n con coeficien

tes entercs no negativos B.
A : conjunto finito de atomos.
FEMI(A): familia de conjuntos moleculares isémeros.

EM(A) : conjunto molecular en FEMI{A}.
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