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PRODUCTO DE MEDIDAS REGULARES
POR

DIOMEDES BARCENAS

RESUMEN ‘

En el presente trabajo se muestra que el producto de dos medi-

das regulares sobre espacios topoldgicos de Hausdorff localmente com

pactos, tiene una {inica extensidén al o-3lgebra de Borel del .espacio
producto, en el caso en que ambas medidas son de variacidn acotada.



PRODUCTO DE MEDIDAS REGULAPES

INTRODUCCION.

En Eﬂ teorema 21.8 pg. 389, se prueba que si S y T son espacios
de Hausdorff localmente compactos; B(S) y B(T) los o-3lgebras de Bo-
rel de Sy T; u; v u, medidas regulares y o-finitas sobre B(S) y B(T)
respectivamente, entonces Uy X Uy admite una extensidn regular hasta
la completacidn de B(S) x B(T). Jhonson [4] prueba que, bajo cier -
tas condiciones, el dominio de completacién de B(S) x B(T) contiene
a B(SxT). Como consecuencia de esto se obtiene que bajo las condi -
ciones dados en I}], el producto de dos medidas regulares admite una
extensién regular a B(SxT). En el pardgrafo 2 de este trabajo demos
tramos que el producto de dos medidas finitas y regulares tiene una
extensidn regular de B(SxT) y en el pardgrafo 3 extendemos este re -

sultado al caso de medidas vectoriales de variacidén acotada.

1. PRELIMINARES

Sean T un espacio topoldgico de Hausdorff localmente compacto vy
Ky G sub-conjuntos de T con G abierto y K compacto. EI intervalode

extremos Ky G se define como la clase de conjuntos.
1(K,G) = {A e P(T): K< A cG} .

Definamos sobre P(T) la topologia T que tiene por base los intervalos
I (K,G). La topologfa inducida por T sobre una clase A de P(T) segui-
ra siendo denotada por T. Es facil ver que una clase A es densa en
P(T) con esta topologfa si y solo si para cada compacto K y cada abier
to G que contenga a K, existe A€ A NI(K,G). En consecuencia, tanto
la clase de los conjuntos compactos como la clase de los conjuntos

abiertos son densas en P(T).



El siguiente resultado es esencial para los propdsitos de este

trabajo:

TEOREMA: Una medida positiva u es regular si .y solo si es continua
en la topologfa de P(T), esto es; si y solo si es continua en la to-

pologia inducida por T sobre los borelianos de T.
DEMOSTRACION: Véase [2] pg. 304. .

2. PRODUCTO DE MEDIDAS REGULARES

LEMA 1. Si Sy T son espacios de Hausdorff localmente compactos y A
es el algebra generado por los rectangulos medibles, entonces A es

denso en P(SxT).
DEMOSTRACION: Sea K compacto y G abierto en SxT con K € G;para cada
X € K existen abiertos Ux y VX en S y T respectivamente tal que
X € Ux X Vx €. G. Como K es compacto, existen X],...,xn € K tal que
i
K‘:i=l Uxi X inc;G,

y como A es el 3lgebra generada por los rectdngulos medibles,

y en consecuencia A es denso en P(SxT).
De la demostracién del lema 1 se deduce el siguiente resultado:

COROLARIO. Si denotamos por T, X Ty la topologfa producto de SxT en-

tonces A A\ T, x T, es denso en P(SxT).

TEOREMA 2. si My Y U, son medidas positivas finitas y regulares,
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entonces Wy X U, es regular sobre el &lgebra A generado por los rec

tangulos medibles.

DEMOSTRACION. De acuerdo con [2] prop. 2 pag. 305; es suficiente
probar que para cada A e A y cada € > 0, existe un compacto K € Aen
SxT tal que KCAyu]xuz(B)<€ ¥B < A\K.

Supongamos que A es un rectdngulo medible de 1a forma A] P A2
con UI(AI) uz(Az) >0 (el caso u](A]) uz(A2)=0 es trivial); luego
existen compactos K] y K2 contenidos en A] y A2 respectivamente ta-

les que

£ . ' 2
siempre que B ¢ B(S), B € (A]\ K]); B' ¢ B(T), B'c Ao\ K,. El con

junto K = K] x K, es compacto en T; pertenece a A vy ademds, para

2
cada E € A con E€ A\ K se tiene que

E&G(A\ K])x AZ) U (K] x(AZ\ KZ)
y por lo tanto,

Hy X , (E) < u,(Al\ K])uz(Az) + ”1(K1)“2(A2\ Ky) <

€ “z(Az) U](K1)

+ =g .
21, (A,) € 21, (K, €

El resultado general es consecuencia de Eﬂ proposicién 7 pag.

307.

TEOREMA 3. La funcidén de conjuntos definida sobre los compactos de

SxT mediante la férmula

Y(K) = inf{u; x uZ(A): AeANT xT,5 AD K}



satisface las siguientes propiedades:

(1)

v(K) < v(K) si K QK,

(2) (K UKy < v(Ky) + v(K,)
(3) Si K Q) K, =9, entonces  Y(K; U K;) = v(Ky) + v(K,)
(4) Para cada compacto Ky cada € > 0, existe un abierto G con K¢ G
tal que si K' es compacto y K ¢ K' € G, entonces y(K')- x(K)< €.
DEMOSTRACION:
(1) si F={A€AnT]xT2:ADK1}
G=(BeAn T, X T, : B2 Kz}

(2)

(3)

entonces GG F y por lo tanto inf My X uZ(B) > inf u, qu(A) =>

BeG AeF
= v(K,) > v(K,).

Si K1 y K2 son compactos existen G] y G2 en Af) Ty X T, tal que
Ki& 6y, K@ 6y y iy x1,(6,) <v(K)) + e/2.

Como

Ky U K& 6U Gy YKy UKy <y xuy (6, U6,)
<Hyxuy(6)) + oy xuy(6y) < v(K) + v(Ky)+ e
y de la arbitrariedad de € se obtiene (2).

Supongamos que Kl() KZ =& como S x T es Hausdorff y localmente

compacto, existen abiertos G1 Yy G2 tales que

G]f\:c =0 k,© 6 vy K, €

1 1 2°
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Los conjuntos G] y G2 pueden ser seleccionados pertenecientes a

A(1 T] X T2 por ser esta familia de conjuntos densa en P(SxT).

SeaEeAn Ty X T tal que

2

g C
Ki UK, ©CE vy uyx uz(E) < Y(K] g KZ) + e .

Luego,
YK+ v(K) <uy x i (EAG) +uyp x 1, (EA G,) =
= Uy x WL (EN (6, U G,) <uy x 1,y (E) <v(Ky UK,y + ¢
como € es arbitrario se sigue que
YKy + v(K) < v(K; UK,)
y de la parte (2) de este teorema se sigue (3).
(4) Sea e >0 vy K compacto. Existe G € A T, X T, tal que k CG
Y
Hy X 1, (6) <y(K) + ¢ .
Si K' es compacto conK & K'& G, entonces
YK) < v(K') <py x1,(6) < y(K) +e =>y([K')-vy(K)< e .
Esto prueba (4) y termina la demostracién del teorema.

TEQREMA 4. si H,Y M, son medidas regulares, entonces Wy X U, tiene

una Gnica extensidn regular y numerablemente aditiva a B(SxT).
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DEMOSTRACION. Sea vy la funcidén de conjuntos del lema anterior; por

[2] teorema 1 pag. 339, la funcién de conjuntos

Y: P(SxT)

> R

A ————> sup Y(K)
A2 K, K compacto

es numerablemente aditiva y regular sobre el o-algebra
o = {A e P(SxT): Y(A) = inf Y(G); GDA, G abiertol,

el cual contiene a los abiertos y por lo tanto a los borelianos de

SxT. Adem3s, Yy es Onica.
Probamos ahora que 7Yy |B(S) x B(T) = My X Uy -
(a) Yy My X W, coinciden sobre los rectingulos de lados compactos.

Supongamos que K es un rectadngulo medible de lados compactos; la
!

monotonia de Uy X H, muestra que
Hy X Uy (K) < v(K) . (1)

Sean € > 0, A abierto en S y B abierto en T tal que

€

€ )
U](A\K]) < HETK;T" UZ(B\KZ) <1§TKTT.
Luego,

My ox uz(AxB) - Uy X uZ(K] X KZ) <eg

y por lo tanto,
Y(K) < uy x u,(K) (2)



(b)

(c)

de (1) y (2) se deduce (a).
Para cada rectidngulo medible AxB,

My X uZ(AxB) < y(AxB).

SeanK]CA, KZCB y € >0 tal que <
po(A) < (K + e
1 ™M zu](’ﬁf’
, £
Uy (B) < my(Ky) TR
Luego,

My % 1y (AxB) \ (K; x K,)))
= up x 1wy ((ANK I x Ky) ulky x(BN ky)))
<y x Wy (ANK) w,(Ky)
+u (K BV Ky) <& =y x u,(AxB) =
sup{y(K): K € A, K & AxB, K compacto} < Y(Ax8).
Hy X W, (SxT) = y(SxT).
Por (b) se tiene que

Hy X 1, (SxT) < y(sxT)



(d)
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Por otra parte, como SxT € A () Ty X T, , para cada compacto = se

tiene que

Y(K) < 1y x u,(SxT).

Tomando supremo sobre el lado izquierdo de esta desiqualdad ob-

tenemos que

Y(sxT) < My X h, (SxT)
de esto y la conclusién de (b) se deduce que
Y(SxT) = Hy X uz(SxT).
Hy X pz(AxB)=§7(AxB) para cada rectangulo medible AxB.
Supongamos que existe un rectdngulo medible AxB tal que
Y(AxB) > u; X u,(AxB)
por la regularidad de Y existe un compacto‘KCZAxB tal que
Y(K) >, x H, (AxB) ;

y de la aditividad de v vy Hy X M, Jjunto con la parte (c) de

este teorema se sigue que
YT N\ K)) < 1y x 1, ((SxT\ AxB))
= Uy x uz((S\ A)xB) U (Ax(T \ B)]}

=1 (s\ A)u2(8)+u] (A)u?_(ﬁT\ B).
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De la regularidad de u.,y H, se obtiene la existencia de rectan-

1
gulos compactos K' y K", de lados compactos, tal que

K'& (S\A) xB ; K' . Ax(T\B) vy
Hy X uz(SxT\ AxB) < Hy X uZ(K') + Uy x uZ(K“)+ £ =
=y X uz(K' UKD+e=7Y(K' U K)+ €

puesto que My X Uy Y Y coinciden sobre los rectdngulos de la-

dos compactos. AsfT,
Y(SxTYK) < ny x uy (K U k)

Jo cual contradice la monotonfa de Y puesto que
K' U K'€ SxT \ AxB € SxT \ K.

Esta contradiccidn muestra que Y Yy My X W, coinciden sobre los
rectangulos medibles; y en consecuencia coinciden sobre el alge-
bra generado por los rectangulos medibles. Asft, My X Wy tiene
una extensidn regular, desde el dlgebra A generado por los rec -
tangulos medibles, hasta B(SxT). Es decir, My X W, tiene una
extension continua, desde A hasta B(SxT) en la topologfa T que
tiene por base los intervalos de la forma I(K,G). Como A es den
so en P(SxT)con dicha topologia; la unicidad de la extensién se

deduce de 5 ejercicio (c) pag. 119.

3. EXTENSION AL PRODUCTO DE MEDIDAS VECTORIALES

DEFINICION 1. Si u es una medida vectorial, se dice que u es regular
si para cada € > 0 y para cada conjunto medible A existen un compacto
Ky un abierto G tal que K A&G vy |[u(B)| < € para cada conjunto
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medible B & G\ K.

DEFINICION 2. Ssi My Y M, son medidas vectoriales numerablemente adi-
tivas y de variacidn acotada con valores en X e Y respectivamente don
de X e Y son espacios de Banach; y si Z es un espacio de Banach vy

b: X x Y > Z es una aplicacién bilineal y continua, la medida produc~-

to de un rectadngulo medible AxB se define por la férmula
My x W, (AxB) = b < u, (A), u,(8) >

y se prueba (D]) que Uy X U, tiene una {nica extensidén numerablemen~
te aditiva al o-algebra generado por los rectdngulos medibles. Esta

extensidn es de variacién acotada y ademas,
luy x| < Iell gy | X fw, ]

El objetivo central de este paragrafo es probar el siguiente re-

sultado:

TEOREMA 3. El producto de dos medidas vectoriales regulares, numera
blemente aditivas y de variacién acotadas definidas sobre los bore -
lianos de dos espacios topoldgicos de Hausdorff y localmente compac-

tos Sy T admite una nica extensidn regular a los borelianos de SxT.

DEMOSTRACION. Sean B(S) y B(T) los o-&lgebras de S y T respectivamen
te; X,Y,Z espacios de Banach y b: X x Y - Z 13 aplicacidn bilineal vy
continua mediante la cual se define la medida producto. De [j] sabe-

mos que
luy xuy |l < Il oy | Xl

de regularidad de 1 y 1, se deduce la de Iull y |uzl-y por el teore-

ma 4 §2; ]u][ x hizl es regular. Esto implica la regularidad de
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[16 || ILHI x[uzl y esta a su vez la de Iu] X uzl.
Para cada compacto K € SxT definamos
n(K) = inf{lu; x u,| (A); A eB(s) xB(T): A2 K}.

La funcién de conjuntos n satisface las condiciones del teorema 3 del
pardgrafo 2; y por un proceso similar al de la demostracion del teore
ma 4 del mismo pardgrafo, se prueba que n admite una extensién regu -
lar W a B(SxT) y de la demostracién del teorema 2 pag. 347 de I}ﬂ, se
deduce que u(A) = Iu] x u2|(A) v A e B(SxT). Asi, U es una exten-

sién regular de lu‘ X uzf

Usando un argumento similar al de las proposiciones 1 pag. 304 y

19 pag. 314 de [2], se obtiene que My X W, es regular sobre B(X)xB(T).

Consideremos ahora la pseudométrica

p: B(SxT) x B(SxT) > [0,4)

(A,B) ————> u(AAB).

Como B(S) x B(T) es denso en B(SxT) con la topologia T, la proposi -
cién 29 §15 de [2] muestra que B(S) x B(T) es denso en B(SxT) con la
topologia determinada por la métrica p; por tanto My X U, puede ser
extendida a una Gnica medida 7Y: B(SxT) —> Z con variacién acotada
ly| tal que |Y| es una extensién de |u1 X uzl. De la unicidad de 1la
extensién se deduce que IYW =1u. De donde IY[ es regular y en conse -

cuencia lo Y. Esto termina la prueba.
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