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INTRODUCCION

En 1939 Kuratowski [6] definié una medida de no compacidad 1la
cual tiene una serie de propiedades functoriales que no han sido totél
mente estudiadas hasta el presente. Por ejemplo, nosotros notamos -
que si f: X >~ Y es una aplicacidn continua ''cercana' a una isometrfa
entonces las medidas (de Kuratowski) de X e Y estdn cercanas la una

-

de la otra. Aqui X,Y denotan espacios métricos acotados.

Nuestra idea central es definir el concepto de medida de no com
pacidad como una transformacidn natural pu= {ux} (entre dos functores
definidos en una subcategoria de espacios métricos) la cual, ademas
de verificar la propiedad antes enunciada satisface, a grosso .modo,

las siguientes otras:

(i) v es invariante por isometrfas.

(ii) W tiene la propiedad del producto; es decir, la medida de un pro
ducto es el maximo de las medidas de las componentes de dicho -
producto.

(iii) u no es expansiva; es decir, si f: X > Y no expande entonces la
medida de f(A) no supera la medida de A.

(iv) Cada W, es una medida de no compacidad en el espacio métrico X ,

en un sentido similar al presentado en [3].

Nuestros resultados principales consisten en probar que para ta-
les medidas se tienen teoremas de tipo Ascoli como los probadas por
Ambrosetti [2], Nussbaum [7] y Heinz [5]~para la medida de no com

pacidad de Kuratowski.

Finalmente deseamos decir que el mismo método que empled Kura -
towski para construir su medida de no compacidad o a partir del d{é

metro 8§, es empleado por nosotros para asociar a cualquier medida u



(en el sentido anterior) una nueva medida u* tal que &% = qa. Natu-
ralmente, el 'didmetro § es una medida de no compacidad en el sentido

precedente).



1. DEFINICIONES

En esta seccidn basicamente introducimos el concepto de medida

de no compacidad (abreviado m.n.c.) en un espacio métrico completo .

Mis detalles pueden ser encontrados en [3].

En lo que sigue (X,d) denotard un espacio métrico completo y B(X)

denotard la familia de los subconjuntos acotados y no vacfos de‘X.

Por una m.n.c. en X entendemos una funcién u = Hy B(x) » [b,w)

verificando las siguientes propiedades:

M1) u(A) < u(B) si AgB.
M2) u(A) = u(A) donde A denota la clausura de A en X.
M3) Si A] o ....2/&12... es una sucesidn decreciente de cerrados de
B(X) tal que u(An) > 0 entonces N A # 0.
ML) Tim, u(B(A,r)) = u(A) uniformemente en A; donde B(A,r) es el con
>0
junto de puntos de X que distan de A menos de r.
OBSERVACIONES :
(a) Sea {xn} una sucesion de X tal que
lim u({x_, x ...}) =0 (*)
300 n’ “n+l1’
entonces, aplicando M3) a A= {xn, xn+1,...} deducimos que {xn}
posee una subsucesidn convergente; de aqui se sigue que si
u(A) = 0 entonces A es compacto.
(b) Si un espacio métrico X no es completo también se puede definir

la nocidén de m.n.c. en X, utilizando las condiciones M1}, M2) y

M4) mas la siguiente:
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(M3)" si {xn} es una sucesién de (X) que verifica (*) entonces

{xn} posee una subsucesién de Cauchy.

(c) Sea D la pseudo-métrica de Hausdorff en B(X) (ver por ejemplo
[ 3]); la condicién M4) dice entonces que U es uniformemente

continua en dicha pseudométrica.

(d) Entre los ejemplos mas conocidosde m.n.c. en X tenemos el didme
tro (L(A) = didm(A)) y la medida de no compacidad de Kuratowski
[6], u(A) = a(A); definida como el Tnfimo de aquellos r > 0 ta
les que A puede ser cubierto con un nimero finito de subconjun-
tos (de A 6 de X) de didmetro menor o igual a r. Esta situxidn
serd generalizada mas tarde. Otro ejemplo muy usado es la m.n.
c. de la bola; xx(A); lo cual se define como el Tnfimo de aque-
llos r > 0 tales que A puede ser cubierto por un namero finito

de bolas en X de radio r. Para mas detalles ver, por ejemplo

[3] .

Supongamos ahora que X es un espacio de Banach; diremos que U

es Lineal si se cumplen

u(A+B) < u(A) + n(B)

u(AA)

IX| u(A) (AeR)

{x+y: x € A, y € B} y AM={dx: x € A} (AeR).

donde, como es usual, A+B

Sea Co(A) la capsula convexa de A € X (Co(A) es el mis pequefio

convexo de X que contiene a A); diremos que U es convexa si
u(Co(A)) = u(A), A e B(X).

Basicamente, el resultado siguiente fué probado por Darbo [liJ.

La version actual puede encontrarse en [3].
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TEOREMA 1.1. Sea u una m.n.c. en un espacio de Banach la cual es 1i
neal y convexa y sea f: C -+ C una aplicacién continua definida en un
convexo cerrado acotado y no vacio de X. Si existe una constante k;

0 < k < 1; tal que u(f(A)) < k u(A) entonces f posee un punto fijo.

2., LA CONSTRUCCION DE KURATOWSKI

.

En esta seccidn U = ux denotarad una m.n.c. en X; haciendo un pa
ralelismo con la idea de KuratOWSki[ 6] asociamos a U otra m.n.c. u¥;
la cual serd lineal y convexa (X Banach) si u es lineal y convexa .

Recuperaremos de esta forma un resultado de Darbo [4 ].

Definimos u*(A) (A € B(X)) como el Tnfimo de aquellos r > 0 tal
que A puede ser cubierto por un nimero finito A]""’An de elementos
de B(X) tales que u(Ai)_i_r. Dada una sucesidn de cerrados A, D...D
AD....en B(X), con u*(An) > 0, podemos proceder como en [87 para
obtener otra sucesién B,2....2 B D.... de cerrados de B(X) tal que

B CfAn y u(Bn) > 0. De aqui se sigue facilmente la siguiente:

PROPOSICION 2.1. yu*: B(X) - [b,w) es una m.n.c. en X, que llamare-

mos la pu-medida de Kuratowski.

OBSERVACION: La medida u* tiene la siguiente propiedad (propiedad de
maximo [3]).

u;‘:(A U B) = max {U*(A)’ U*(B)} .

De hecho yu tiene esta propiedad si y solo si u*=yu.

Supongamos que X es de Banach; si U es lineal es facil verificar

que W* es lineal. Es mds; siguiendo [:l] 6 I:h] es facil probar.

PROPOSICION 2.2. Si u es lineal y convexa entonces u* es lineal vy



convexa.

PROPOSICION 2.3. Sea f: X = X una aplicacién que envia acotados en

acotados y supongamos que existe una constante k > 0 tal que

u(f(A)) < k u(A)

entonces

wr(f(A)) < k ux(A). (A e B(x)).

DEMOSTRACION. Dado € > 0 podemos encontrar ApseeanA € B(X) tales
que ACA U.---UA Y u(Ai) < e +u*(A), entonces f(A)gf(A1)U....U
f(An) y u(f(Ai)) < ke + k u¥(A). Por tanto ux(f(A))< k € + k u*(A)

y el resultado se sigue ripidamente. #

COROLARIO 2.4. Sea U una m.n.c. lineal y convexa en un espacio de Ba-
nach X y sean f,g: C > X funciones continuas definidas en un subcon-

junto no vacio cerrado, convexo y acotado de X. Supongamos que:
(i) f(x) +gx) ec (x € C)

(ii) g(C) es compacto.

(iii) Existe k 0 < k < 1, tal que u(f(A)) < k u(A). (Note que f(A) es

acotado).

(iv) u({a}) = 0 para cada a £ X.

Entonces f + g: C > C posee un punto fijo.

DEMOSTRACION. Sea K & X precompacto, dado € >0 K puede ser cubier
to con un nimero finito de bolas abiertas B(x],e),..., B(xn,e). Por
otro lado B(x,e) = {x} + €B(0,1), de modo que u(B(x,e)}) < e u(B(0,1)).
De aquf p*(K) = 0, donde p* es la p-medida de Kuratowski. Notando
ahora que (f+g) (A) & f(A) + g(A) vemos que u*((f+g)(A)) < k u*(A) vy



el resultado se sigue del Teorema 1.1. #

3. MEDIDAS DE NO COMPACIDAD EN LA CATEGORIA
DE ESPACIOS METRICOS E ISOMETRIAS

En esta seccidn consideramos una m.n.c. como una ley U que aso-
cia a cada espacio métrico completo X una m.n.c. My en X verificando
se algunos axiomas mas. Para ser mads precisos necesitamos recordar

algunos conceptos.

Se dice que una aplicacidon f: X > Y entre dos espacios métricos
es 10 expansiva si dY(f(x),f(x')) j_dx(x,x') (x,x' € X). En ca-
so que haya igualdad para cada par (x,x') decimos que f es una {some
ia.

Dados espacios métricos (X],d]),...,(Xn,dn) se define el espa -
clo métrnico producto como el par (X,d) dado por X = Xp Xewwux X,

1 1 = A .
d((x],...,xn), (X1""’Xn)) max{di(xi,xi). 1 <i<nkh

Las aplicaciones . : X > X;; ﬂi(x],...,xn) = X, son llamadas las
proyecciones naturales. Note que dichas aplicaciones son no expansi
vas.

Finalmente, dada una aplicacién f: X > Y entre dos espacios mé-
tricos acotados, definimos la medida de no {sometria de f, denotada
1 (f), mediante

[ (F)=sup{|d(f(x),f(x'))-d(x,x")|: x,x' e X}.

Por una medida de no compacidad (m.n.c.) entendemos una ley u

(transformacién natural. Ver mds adelante) que asocia a cada espacio
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métrico completo X una m.n.c. My en X; verificandose ademds las siguien

tes propiedades:

ml) Si f: X+ Y es una isometria entonces
ny (F(A)) = uy(A) (A € B(X))
m2) Si f: X > Y es no expansiva entonces .
Hy (F(A)) <y (A) (A € B(X))
m3) Para cada € > 0 existe § > 0 tal que si f: X >~ Y es una aplica-
cién no expansiva y sobreyectiva entre espacios acotados tal que
I(f) < & entonces
luy &) - X < €.
Equivalentemente uX(X) <€+ uY(Y).
ml) Si X es el espacio métrico producto de X]""’Xn y si m, X - Xi
(1 < f_n) denotan las proyecciones naturales entonces
Hy (A) = maxiy, (m, (A)): 1 <i <n}; AceB(X.
i
OBSERVACIONES:
(a) Sea M la categoria cuyos objetos son los espacios métricos com

pletos y cuyos morfismos son las isometrias y sea B: M - Ens
el functor, con valores en la categoria de conjuntos, dado por
B(X) = subconjuntos acotados y no vacios de X, B(f) (A) =f(A)
(f un morfimso de M). Entonces una m.n.c. 4 es una transforma-
cidén natural entre B y el functor constante B_, dado por BO(X)=
= [0,) (B (f) = identidad de [0,%)); que verifica las condi-

ciones m2), m3) y mk4); ademds Hy €5 una m.n.c. en X para cada X.
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(b) La condicién ml1) permite suprimir los subindices en los simbolos

My » My etc. AsT, escribimos u(A) en lugar de uX(A).

(¢) La condicién mh) es equivalente a decir que
u(A] XeoooX An) = max{u(Ai): 1<i<n}; A e B(Xi).

(d) La medida X de no compacidad de 1a bola no satisface la condicién

(m1). Es bien sabido que existen espacios métricos A€ X ¢ Y ta

les que xY(A) < XX(A). Sin embargo X satisface m2)-mk).

TEOREMA 3.1. Sea u una m.n.c. y para cada espacio métrico completo X

sea u§ la ux-medida de Kuratowskien X. Entonces U* es una m.n.c.

DEMOSTRACION. La condicién m1) es verificada trivialmente mientras
que m2) fué pricticamente probada en la proposicién 2.3. Para probar
m3) sea € >0y sea§ >0 dado por (m3) para 1 con €/2 en vez de €.
Dada f: X > Y no expansiva y sobreyectiva entre espacios acotados,
escojamos Y,,...Y cerrados en Y tales que Y =Y, U....U LI u(Yi)§
_i-% + p*(Y). Si ponemos X, = f-](Yi) y denotamos por fi: X;> Y. la
restriccién de f tenemos que I(fi)_f I1(f), de modo que si I(f) <8
entonces u(xi).i u(Yi) + €/2; de aquf u(Xi)_i e +ux(Y), lo cual prue
ba que u*(X) < e+u*(Y). La condicién m3) se sigue observando que
p*(Y) < p*(X). La prueba de mk) se sigue facilmente de la observa -

cién anterior, parte (c).

NOTA. Es facil verificar que el ''didmetro' es una m.n.c. tal que
[8(Y) - 8(X)| < I(f) si f: X > Y es una aplicacién sobre no expansi-
va. De aquf, la medida 0. de no compacidad de Kuratowski satisface
nuestros requerimientos ml1)-mk) de medidas a no compacidad. Ademas

[o(Y)-a(X) | < 1(f), si f: X > Y es sobre y no expansiva.



4, TEOREMAS DE TIPO ASCOLI

En esta seccién nosotros fijamos una m.n.c. Y probamos (para es
ta u) algunos teoremas que ya fueron mostrados, para la m.n.c. de Ku

ratowski por Ambrosetfilzzl, Nussbaum [7] y Heinz [53.

En lo que sigue M denotard un espacio topolégico compacto y C(M,
X) denotard el espacio de las funciones continuas de M en X; provis-
to de la métrica usual (métrica del supremo); ademds fijaremos un sbu

conjunto acotado y no vacio H de C(M,X).

Dado Mo € M cerrado denotaremos por H(Mo) el . suboconjunto 'de
C(MO,X) obtenido por restriccién a M de los elementos de H. Hacemos
notar de una vez por todas que si Mo<: M] < M entonces la aplicacidn

de restriccién r: C(M],X) > C(MO,X) (r(f) = f[M ) es no expansiva de

o
modo que

H(H(M)D) < u(H(M,)) .
Dado x_ € M pondremos H(xo) = {f(xo): f e H}; si x, €M CMte

nemos que la proyeccidn natural : H(Mo) > H(xo); 7 (a) =‘a(xo), es

sobreyectiva no expansiva de modo que
H(H(x))) < u(H(M))).

LEMA 4.1. Si M]""’Mn es un cubrimiento finito de M por cerrados en

tonces

u(H) = max{u(H(Mi)): 1<i<n}
DEMOSTRACION. Basta observar que la aplicacidn

@: C(M,X) > C(My,X) x....x C(M_,X); (fIM],...,fan)



es una isometria y enseguida aplicar ml) y mk). #

Dado x € M definamos ﬁ(M(xo)) como el Tnfimo de los u(H( U))
donde { U} es la familia de abiertos de M que contienen a Xy Obség
vese que ﬁ(H(xo)) 2_u(H(xo)).

LEMA 4.2,

u(M) = sup A(H(x)). .
XEM

DEMOSTRACION. Dados € > 0 vy X, € M escojamos una vecindad U de X

tal que

WHT)) < e+ BlH(x))

Ya que M es compacto podemos hallar un cubrimiento abierto U,,...,U
1 n

de My puntos x; € Uj,...,x € U~ tales que u(H(U}))i s+—ﬁ(H(xi));

asT que del lema 4.1 obtenemos
H(H) < e+ max{fi(H(x;)): 1 <i<nl<e+o

donde 0 = sup {fi(H(x)): x € M}. De aquil u(H) < o y el resultado se
obtiene notando que u(H) > {i(H(x)) para cada x ¢ M. #

El siguiente resultado es una generalizacién de un resultado

de Ambrosetti [2].
COROLARIO 4.3. Si M es métrico y H es equicontinuo entonces
u(H) = sup{u(H(x)): x € M}

DEMOSTRACION. Dado € > 0 sea 8 > 0 dado por la condicién m3); como

H es equicontinuo existe r > O tal que

d(f(x),f(xol) < 8/2  si d(x,xo) <r y feH.
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De aqui, si f,g € H, tenemos que
d(f(x),g(x)) < & + d(f(xo),g(xo)) si d(xl,xo)_i r.
Sea E(xo,r) la bola cerrada de centro Xo Y radio r y sea

o H(E(xo,r)) > H(xo)

.

la proyeccién natural (ﬂr(u) = a(xo)); entonces T_ es sobre; no ex-

pansiva con I(ﬂr) < 8§ y por tanto
H(H(B(x ,r)) < ulH(x)) +e

De aquf ﬁ(H(xo))_i e + u(H(xo)), lo cual prueba que ﬁ(H(xo))i uﬂi&o»

y da fin a la demostracién. #

Nos encaminamos ahora a generalizar un resultado de Nussbaum l}U;

para ello introducimos las siguientes cantidades:

w(H,U,x ) = sup {sup d(f(x),g(x)) - d(f(x ),g(x))}
© f,geH xeU © °

w(H,xo) = inf {w(H,U,xo)}.

donde el inf es tomado sobre todas las vecindades abiertas U de X

en M.
TEOREMA 4.4. Supongamos que existe una constante k > 0 tal que
u(x) < u(Y) + k t(f)

para cada aplicacidon sobre y no expansiva f: X > Y entre espacios mé

tricos acotados. Entonces,
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u(H) < sup (u(H(x)) + kw(H,x)).
XEM

DEMOSTRACION. Dados un punto X, €My un abierto U de M conteniendo

X s def inamos Ty H(TU) » H(xo) como la proyeccién natural ﬂU(a) =

= u(xo); entonces
I(HU) = w(H,U,xo)
En consecuencia,
f(H(x)) < u(H@))< uHx))) + k w(H,U,x)
y el resultado se sigue r3pidamente del lema 4.2. #

NOTA. Supongamos que M es métrico y sea w(H) la medida de no equicon

tinuidad de H; es decir,

w(H) = lim
r~0

[sup ), Fiy)): dlxyl<r, fe H}]

+

Entonces dado € > 0 existe r > 0 tal que
d(f(x),f(y)) < e+ wH) si dlx,y) <r y feH.
Fijemos X, € M; dadas f,g € H tenemos
d(f(x),g(x)) < d(f(xo),g(xo))+ 2w(H)+ 2 si d(x,xoli r-
lo cual dice que w(H,E(xo,r),xo) < 2w(H) + 2e. De aqul

w(H,xo) < 2w(H) + 2¢

cualquiera sea € > 0 y por tanto w(H,xo)_i 2w(H). En consecuencia:
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COROLARIO 4.5. Si M es métrico y se satisfacen las hip6tesis del Teo

rema 4.4. entonces
u(H) < 2 kw(H) + sup{u(H(x)): x e M} .

Este es un resultado que Nussbaum L7] mostré cuando U es la m.n.c.
de Kuratowski. Note que si U = o eslam.n.c. de Kuratowski entonces

la hipétesis del Teorema 4.4 es satisfecha con k=1,

En el caso que M es un conjunto sin estructura se pueden obte -
ner resultados andlogos a los obtenidos por Heinz [5]. Para ello
sea B(M,X) el espacio de las funciones acotadas de M en X, provisto
de la norma usual del supremo y fijemos H € B(M,X) acotado y no va -

cio.

Definamos W(H) como el Tnfimo de aquellos r > 0 tales que exis-

te una particién finita M]""’Mn de M y puntos X, € M],...xn £ Mn’
tales que
d(f(x),g(x)) < r + d(f(x;),9(x;)) si f,geH, xe M, ic<i<n.

Entonces tenemos:

TEOREMA 4.6. Supongamos que se satisface la desigualdad u(X)}< p(Y)+
+ k 1(f) del Teorema L4.4. Entonces

u(H) < k @(H) + sup{u(H(x)): x € M} .

DEMOSTRACION. Dado r > W(H) existe una particién finita My,...M de

M y puntos Xy € M],...‘,xn € Mn tales que

d(f(x),g(x)) < r+ d(f(x;),9(x;)) si xeM, (1 <i<n)

y cualesquiera sean f,g € H. De aqui, si m,: H(Mi) > H(xi) denota la




_]3..

proyeccidén natural, obtenemos t(ni) < r de modo que
HHM)) < ux)) + k.r (0 <i<n).

Por otra parte, procediendo como en la prueba del lema 4.1 vemos que

p(H) = max{u(H(Mi)): 1 <i<n}yel resultado se sigue rapidamente. #

NOTA. En [[5] Heinz definié un nimero XH(M) como el Tnfimo de aque-
1los r > 0 para los cuales existe una particion finita M]"""Mn de

M y puntos X, € Ml""’xn € Mn tales que

d(_f(x),f(xi)ir si feH y xeM (1 <i<n)
es facil ver que W(H) < 2 XH(M), de modo que el Teorema 4.6 anterior,
recupera una parte del Teorema 1 de [ 5] para cualquier medida u sa

tisfaciendo la hipdtesis de 4.k,

5. OBSERVACION FINAL

La descripcién de una m.n.c. dada en la seccidon 3.deja de lado
situaciones interesantes; lo cual pondremos de manifiesto con un ejem

plo.

Sea D la categoria cuyos objetos son pares de la forma (X,{Kn})
donde X es un espacio de Banach y {An: X > X} es una sucesién de ope
radores compactos de norma menor o igual a uno ([IKh|L§ 1) la cual

converge fuertemente a la identidad:

lim A (x) = x (x € X).
noo
Por un morfismo f:(X,{An}) -> (Y,{Bn}) entre dos objetos de D en
tendemos una aplicacién no expansiva f: X > Y tal que Lno f=f, Kn
(n > 1).
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En esta categorfa tenemos el producto de dos objetos (X,{Kn}),
(Y,{Ln}); el cual se define como el par (XxY, {Kn X Ln}), donde
(K, x L) (x,y) = (K (x), L_(y]).

Para cada objeto (X,{Kn}) se obtiene una m.n.c. en X dada por

u(A,X,{K }) = Tim sup{sup || K (x) - x|[|} ; A e B(X).
n n-e XeA n

[

Del hecho esta medida es lineal y convexa. Para mias detalles ver[j].
Ahora, no es dificil probar que se tiene una cierta transformacién na
tural u={p(.,X, Kn)} la cual verifica las :condiciones m1)- mk) pero

solo para morfismos (y productos) convenientes de la categorfa D.

Por ejemplo, procediendo como en la seccidén precedente, podemos
mostrar la siguiente version de un resultado de Ambrosetti. Sea M

un espacio métrico compacto y sea H <« C(M,X) equicontinuo; entonces

u(H, C(M,X),{K:}) = sup p(H(x), X,{Kn})
xeM

donde K¥ : c(M,X) -~ C(M,X) viene dada por Kg(f) = K of.
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