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ESPACIOS NORMADOS CON LA PROPIEDAD (I)

INTRODUCCION ‘

En este trabajo trataremos una propiedad geométrica de los

espacios normados conocida con el nombre de propiedad (I).

Las definiciones y notaciones que usaremos mds adelante son
ampliamente conocidas y pueden ser encontradas en [5],[7], [21],

y para mayores detalles ver [13].

En l1a siguiente seccidn daremos, en cierta forma, un desa-
rrollo histérico de la propiedad (I), aln cuando no en forma cro
noldgica, enunciaremos la mayorfa de 10s resultados importantes
conocidos que caracterizan la propiedad, y también dejaremos al

gunas interrogantes planteadas.

En la segunda secci6n mostraremos que la propiedad (I) se
preserva para subespacios e isomorfismos. Ademds, nos plantea-
mos la interrogante de que si la propiedad (I) se transmite al

espacio cociente y si se mantiene en el producto de espacios

que poseen la propiedad (I).

En la Gltima seccién discutiremos la propiedad (I) con re-
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lacién a otras propiedades geométricas de los espacios normados,
ampliamente conocidas, y dejaremos algunas interrogantes que: por

ahora quedaran sin respuesta. #

1.- En esta seccid6n daremos un desarrollo histérico de la pro-
piedad (I) y enunciaremos la mayorfa de los resultados im-
portantes que caracterizan los espacios normados que poseen

la propiedad (I). ‘

La propiedad (I), 1lamada también propiedad de interseccién
de Mazur, ha recibido ultimamente cierta atencién como 1o
muestran ciertos artfculos dedicados a este tépico: [4],
[24], etc. Iniciamos el desarrollo de la seccidn con la si

guiente definicidn:

(1.1): Decimos que un espacio normado (X,|| .|| ), tiene 1la
propiedad (I), si todo subconjunto convexo, cerrado
y acotado de X, puede ser expresado como una inter-
seccidn de bolas cerradas. La investigacidn en es-
ta drea la inici6é S. Mazur en 1933, [12], donde &1
consider6 el problema de determinar condiciones ne-
cesarias y suficientes para que un espacio normado
posea la propiedad (I), logrando la siguiente carac
terizacidn, que constituye el primer resultado im -
portante que determina bajo qué condiciones un espa

cio de Banach tiene la propiedad (I):

(1.2): Si (X, ]| -]l ) es un espacio de Banach neflexdivo y La
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nonma de X es un espacio de Banach neflexivo y La nox
ma de X es F-difenenciable entonces X posee La propie

dad (I]).

En el afio de 1957, R.R. Phelps, [16] , investigando

sobre el mismo tépico logré mejorar el resultado (1.2)
dado por Mazur, pués Phelps debilité las condiciones
dadas por Mazur, sustituyendo la reflexividad por una
condici6én mas débil, como es la subreflexividad y de
ésta manera no necesitamos asumir la completitud del
espacio, y el resultado de Phelps que a continuacién
enunciaremos, constituye la primera caracterizacidn de

los espacios normados que poseen la propiedad (I):

Sea (X,]|| .|| ) un espacio nommado tal que La norma de
X es F-difenenciable. X es subreflexivo, 54 y s0Lo

54 X posee La propiedad (1.

E. Bishop y R.R. Phelps, [2] mostraron que todo espa-

cio de Banach es subreflexivo, asf de (1.3) obtenemos:

Sea (X, || .11 un espacio de Banach. S& La noama de
X es F-ddifernenciable entonces X posee La propiedad

(1).

Es ampliamente conacida la definici6n de espacio de
Banach localmente uniformemente convexo, (LUC) y el
resultado de que si la norma de X* es LUC entonces la

norma de X es F-diferenciable, ambos hechos dados por
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A.R. Lovaghia, [11] y ahora usando tales hechos obh-

tenemos:

: S4 (X, || -]]) es un eapacdio de Banach tal que X* sea

LUC entonces X posee La propiedad (I1].

S.L. Troyanski, [2] demostré que todo espacio de Ba
nach es reflexivo tiene una norma que es LUC y F-di

«

ferenciable, y usando éste resultado tenemos:

Sea (X, || .|[llun espacio de Banach neflexivo. Enton
ces X tiene una noama ||| .|| equivatente a || .|| zak

que (X, |Il.]ll] posea La propiedad (1}.

K. John y V. Zizler, [9] mostraron que si (X, |[.]])
es un espacio de Banach tal que si X y X* son debil-
mente compactos generados entonces X tiene una norma
equivalente F-diferenciable, y por éste resultado ob

tenemos:

Sea (X, || .l 1 un espacio de Banach. Si X y X* son
debilmente compactos generados entonces exdste una
noama ||| . ||| equivalente a || .|| tat que (X, ||| . |I])

posea La propiedad (I).

La reciproca del resultado (1.4) es aln un problema

abierto, y asf tenemos:

Problema # 1.1:
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Sea (X, || .||l an espacio de Banach con La propiedad
(IT. Existe una nomma |||.]|]] equivatente a || .|| tal
que (X, || .|| I sea F-diferenciable?.

Phelps continué inyestigando y tratando de lograr me
jores caracterizaciones de los espacios normados que
poseen la propiedad (I), y en el afio de 1960, Phelps
mostrd que un espacio normado tiene la propiedad(I),
si el conjunto de puntos fuertemente expuestos .de-
bil-+ B(X*) es || .|| -denso en S(X*) y planted la ne-
cesidad de esta condicién para la propiedad (I), que
es adn un problema abierto. Ahora enunciaremos el

resultado dado por Phelps; [17] :

Sea (X, || .|l ) es un espacio normado. Si STAS([X*)
es |l .|| -denso en S(X*] entonces X posee La propLe-
dad (1].

En el mismo articulo Phelps caracterizé los espacios
normados de dimensién finita que poseen la propiedad
(I) caomo:

Un espacio normado de dimensidn finita posee La phro-
piedad (I}, 44 y s0Lo0 44 el confunto de puntos exthre
males de B(X*] es || .|| -denso en S(X*].

Y en forma muy particular tenemos otro resultado de

Phelps:
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Un espacio normado de dimensién Z, X, || .|l L po -

see La propledad (1], 44 y s0lo 54 X es suave.

En 1977, F. Sullivan, [21] d& una caracterizacién

de Ta propiedad (I), para los espacios normados sua
ves en términos de la densidad de ciertos subcon -
juntos de X*, 1o cual es equivalente a la cuasicon
tinuidad de la funcidén dualidad. A continuacién da

remos el resultado de F. Sullivan;

Sea (X, || -l ] un espacio nommado suave. X posee
La propiedad (1), 84 y s0Lo 84 DIM_(X]] es l| . ||-den

50 en S(X*) para todo € > Q.

F. Sullivan fué el primero quien considerd la idea
de aproximar la diferencial de Frechet de la norma
de X podria ser Gtil en el estudio y andlisis de

los espacios normados que poseen la propiedad (I).

En 1978, J.R. Giles, D.A. Gregory y S. Brailey en
7], tomaron y desarrollaron las ideas de Sullivan
y obtienen cuatro equivalencias para la propiedad
(I), dos de las cuales ha sido dadas por Phelps,

[17] como condiciones necesarias, y las otras dos

estdn relacionadas a las ideas de F. Sullivan,[21].

Ahora enunciaremos la caracterizacién (Teorema 2.1,
[7]) dada por Giles, Gregory y Sims, y es el resul

tado mas importante logrado por ellos:
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(1.12): Sea (X, [| .|| | un espacio normado. Las siguientes

condicLones son equlvalentes:

(£)] X tdene La propiedad (I);

({4] La funcidn de duatlidad sobre S(X], x —>D(x]

es cuasdfecontinua;

(if] toda funcidn de soponrte sobre X; x —>fx envia
confuntos || .|| -densos en S({X] en conjuntos

.|l ~densaos en S(X*);

(<v] para todo e > @, DIM_(X]] es [| .|| ~denso en

S{xX*);

(vl el conjunte de Los puntos dentados débil-* es

[| . 1| -denso en S(X*].

De hecho la caracterizacidn de la propiedad (I) pa
ra espacios normados de dimensidn finita (1.10) 1o
grada por Phelps es una consecuencia inmediata del

resultado (1.12).

Ahora pasamos a enunciar otras consecuencias del re

sultado dado por Giles, Gregory y Sims.

En |7] y para mayores detalles [13], se probé que
si un espacio de Banach (X, || .]] ) es tal que si

X* posee la propiedad (I) entonces X es reflexivo,
y usando un resultado de S.L. Troyanski, [22]acer-

ca de la existencia de normas equivalentes para
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espacios de Banach reflexivos se tiene la siguiente

caracterizacion:

Sea (X, |l .[l ] un espacio de Banach. - X es neflexd

vo, 84 y s0lo 44 X* tiene La propiedad (I).

Es bien conocido el resultado que si (X, || .||} es
un espacio normado tal que X* sea separab]e‘enton—
ces X es separable, pero el reciproco en general no
es cierto; ahora si al hecho de ser X separable le
agregamos la propiedad (I) entonces se obtiene que
X* es separable, para una prueba de este resultado
ver lﬂ3]; y usando el siguiente resultado de G. Res-
trepo, [18] § un espacio de Banach separable admi-
te una norma equivalente F-diferenciable, si y so-
lo si X* es separable, por 1o tanto tenemos la si-

guiente caracterizacidn:

Sea (X, || .|| ) un espacio normado separable. X po
see La propiedad (I), 54 y s0Lo 54, X* es separa -

ble.

R.R. Phelps, planted el siguiente problema: Sea
(Xs || -]l ) un espacio normado con la propiedad (I).
¢Es cierto que el canjunto de los puntos fuertemen
te expuestas débil-x de B(X*) es || .|| -denso  en

S{x*)?.
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A la luz del resultado (1.2) tenemos que el ante -

rior puede ser escrito como:
Problema # 1.2:

Sea (X, || .|| 1 un espacio normado. Si el conjunto
de Los puntos dentados débil-* de B(X*) es || .|| -
denso en S{X*), jes el conjunto de Los puntos fuer

temente expuestos débit-* de B(X*) || .|| -denso en
S(X*}7.

Acerca del anterior problema en [7] encontramos el
siguiente comentario: usando el hecho de que si 1la
norma de X es F-diferenciable en x € S(X) entonces
fx e D(X) es un punto fuertemente expuesto débil-=
de B(X*). Por tanto, si l1a norma de X es F-dife -
renciable sobre un conjunto || .|| ~denso en S(X) en
tonces el conjunto fx e D(X) de puntos fuertemente
expuestos débil-* de B(X*) y como la funcidn de so
porte x —>f envia conjuntos [| .|| -densos de S(X)

en conjuntos }] .|| -densos de S(X*) entonces tene -

mos una respuesta afirmativa al problema.

Ademds, en [13] se dd una respuesta parcial al pro
blema anterior, la cual es una adaptacidén de una
prueba dada por C.D. Larman, ver |8] a un problema

similar:
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(1.15): Sea (X, || .||l un espacio de Banach. S& zodo § € S(X*]
es un punto dentado déhif-* de B(X*] entonces el

conjunto de puntos fuentemente expuestos dEbilL-*

de B(X*) es || .|| -denso en S(X*].
Prueha:

Consideremos X € X**. Sea x e S(X) y f e S(X*)

tal que X(f) = || f]| = 1. Como f es un punto den-
tado débil-+ de B(X*) entonces para 0 < e < 1 exis
te y e S(X), y a >0 tales que f €S (9, a,B(X*))

y diam S(¥y,a, B(X*)) < . Ahora consideremos

0 <n < ¢ y 2 h§+(l'n)§s aSTs

| Z-X[|=]ln ¥ +(1-m)X || nlly - x| < 2x.

<>

i

Escribimos K = B(X*) \ S(Vy ,a, B(X*)). Entonces,

o para todo g e K y f(y) > 1-a,

como g(y) <1

tenemos que

sup 2(K) < n sup ¥(K) + (1-n) sup X(K)

3

<n J(f) + (1-n) X(f) = Z(f),

por tanto sup 2(K) < 2(f). Es decir, 2z separa
a f de K. En consecuencia} z define un trozo de

B(X*), el cual contiene a f y estd contendio en

S(y,x, B(X*)), esto es,

f e S(z,8, B(X*)) € S(¥,0, B(X*)),
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luego diam S(Z,8, B(X*)) < €,

Ahora por (el lema 2.1 de [7] o lema 2.3 de [13]],
¢ Me(S(Xl), y por el teorema de Bishop-Phelps,
[5] D(M_(S(X)) es || .|| -denso en S(X*] para todo
0 <e <1, y como Me(X) es un abierto en S(X) en-
tonces por el teorema de categoria de Baire,

N Me(X) es || .|| ~-denso en S(X), y este tonjun-
e >0

to de interseccidn es el subconjunto de S(X) donde
la norma de X es F-diferenciable. Entonces,

fﬁ e D(X) es un punto fuertemente expuesto débil-=x
de B(X*) por X, y este conjunto es || .|| -denso en
S(X*) y aplicando el resultado (1.12) obtenemos 1la
conclusion y por tanto hemos probado la afirmaciodn

(1.15).- #

A continuacidon daremos algunos resultados que ca -
racterizan la propiedad (I) usando la nocidn de pun
to lejano de un subconjunto acotado en un espacio
normado. Denotaremos por Far(K), el conjunto de

puntos lejanos de K.

Para la definicidn y propiedades de Far(K) le reco
mendamos ver, [}4] que constituye un excelente re-
sumen sobre la nocidén del punto lejano, como tam -
hién M. Edelstein, [6], E. Asplund, [1], K.S. Lau,

(10], y Pand y Kapoor [15], y todos estos obtienen
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ciertas relaciones entre la propiedad (I] y los pun

tos lejanos.
M.Edelstein, [6] mostrd el siguiente resultado:

Sea (X, || .]l ) un espacio de Banach uniformemente
convexo Yy ¢ # K € X un subeconjunto convexo, aco-
tado y cerrnado de X. Si X tiene La propiedad(I]

entonces CO(K) = fo(Fa&(Kll.

E1 siguiente resultado fue dado por Panda y Kappor
[15], para una prueba y las definiciones que invo-

lucran tal resultado ver [15].

Sea (X, || -]l ] un espacio de Banach reflexivo CLUR
y ¢ # K<€ X un subconfunto convexo, acotado y ce-
anado de X. SA4 X posee La propledad (I) entonces

¢ 1K) = T (Far(K]).

Edelstein en la prueba de su resultado (1.16) usé
la condicién (UR) dnicamente para mostrar que
Far(K) # ¢ ,» Y esto fue observado por K.S.-Lau,
quien en su artfculo |[10)modificé el resultado de

Edelstein como sigue:

Sea (X, || .|l ] un espacio de Banach y # K& X un
subconjunto d€bilmente compacto. SL X tiene La

propiedad (I] entonces C (K] = C, (Far(K]].

De (1.18) obtenemos el siguiente Corolario:
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(1.19): Sea (X, || .||) un espacio de Banach nreflexivo vy
b § K< X es un subconfunto convexo, ceanrado y aco
tado de X. S4 X tiene La propiedad (I] entonces
C, K] = T (Far(K)].

Lau, [10] demostré el siguiente resultado:

(1.20): Sea (X, || .||] un espacio de Banach reflexivo. Si pa
ra todo ¢ # K € X subconjunto cennado, acotado vy
convexo de X, fOLK) = UOLFan(KI), entonces X tiene

La propiedad (T).

Ahora usando los resultados (1.19) y (1.20) obtene
mos la siguiente caracterizacibén de 1os espacios de

Banach que poseen la propiedad (I} como:

(1.21): Sea (X,]| .|| ) un espacio de Banach reflexivo. X po
see La propiledad (1), 84 y s0ko 84, para todo sub-
confunto cenrado, acotado y convexo K de X, fOCK)=

= fOLFan(K)}.

Para finaltizar esta seccidn daremos alguna informa
cién de ciertos articulos referidos al tépico que
nos interesa y que nos muestran la importancia que
ha ido tomando la propiedad (I) en los dltimos

anos.

Los resultados de renarmar los espacios normados

con la propiedad (I) fueron probados por Deville, R.;»EU
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donde es demostrado por ejemplo que el "espacio

Long James LJ" admite una norma equivalente con 1la
propiedad (I), mientras la existencia de una norma
equivalente F-diferenciable en LJ es aln un proble

ma abierto.

V. Zisler, |[24] probdé que todo espacio de Banach

que puede ser descompuesto en "forma bonita' en: sub
espacios complementarios separables puede ser equi
valentemente renormado de tal forma que todo con -
junto debilmente compacto y convexo en X es enton-

ces una interseccifén de bolas.

W.M. Ruess y C.P. Stegall en su artfculo [19], ca-
racterizaron el conjunto de puntos dentados débil-=x
en el dual de las bolas unitarias de los espacios
de operadores lineales compactos, debilmente com -
pactos, y de todos los operadores lineales acota -
dos entre dos espacics de Banach X e Y en términos
de los puntos dentados de B(X) y de los puntos den
tados débil-x de B(y), y demostraron que para espa
cios de Banach X e Y, con din X > 2 y den ¥ > 2,
ninguno de los espacios de operadores: X §€ Y,

Kw*(x*,Y) y K(X,Y) satisfacen 1la propiedad (I). #

2.- En esta seccidon mostraremos algunas propiedades que satis-

facen los espacios normados que poseen la propiedad (I).
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Sea (X.|| .||l un espacdo normado, ¢ # Y €@ X es5 un
subespacio cenrado de X. S£ X tiene La prcepdledad

(I] entonces Y tiene La propiedad (I].
Prueba:

Sea ¢ # KCY un subconjunto cerrado, acotado y con
vexo de Y, y x ¢ K. Como Y es un subespacio ce
rrado de Y entonces K € X es un subconjunto‘cerra-
do, dcotado y conyexo en X y como X tiene la pro -
piedad (I) entonces existe una bola cerrada BX en
X tal que K< By X ¢ B.» de donde tenemos que
KeB NYy xeB; By = B, A Y es una bola ce

rrada en Y tal que K C.By y x ¢ By, por lo tan-

to Y tiene la propiedad (I). #

En relacidén al resultado anterior dejaremos plan -

teado el siguiente:
Problema # 2.1:

Sea (X, || .|l ) un espacio normado 44 todo subespacio
cennado de X tiene La propiedad (I), entonces, jtie

ne X La propiedad (1]7.

E1 siguiente resultado nos muestra que la propiedad
(I) se preserva bajo transformaciones lineales con-

tinuas.

Sean (X, || .lle Y, .||l espacios normados y T: XY
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ana trans formacidn €ineal continua y sobreyectiva.
S{ X tdene La propdedad (Il entonces ¥V tlene  La

propiedad (I].
Prueba:

Sea Ky < Y un suhconjunto cerrado, acotado y conve-
xo de Y e y ¢ Ky. Como T es sobreyectiva existe

Ky © X tal que T(Ky) = K Como T es una éplica-

v
ci6bn lineal continua entonces Kx es un subconjunto
cerrado,acotado y convexo de X y ademds x ¢ Ky.
Puesto que X tiene la propiedad (I] entonces exis
te una hola cerrada Bx en X tal que Kxc: BX y

x ¢ B Pero, K = T(Kx) C‘T(Bx)gg B. e

X’ Y Y
y = T(x) ¢ T(Bx) < By, asi hemos hallado una bola
cerrada B, en Y tal que Ky CZBy ey d By, por 1o

tanto Y tiene la propiedad (I). #

E1 siguiente resultado es una consecuencia inmedia

ta de (2.2).

Sean (X, ] -|l)e (Y,| .|| ! edpacios nommados vy
T: X > Y un Lsomongdsmo. X posee La propiedad

(I, 44 y s0Lo 44 Y tiene La propdedad (I). #

A continuacidn planteamos la situacidn de que si
la propiedad (I) es transmitida al espacio cocien

te, y tenemos:
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Probhlema # 2.2,

Sea X, || .||l un eapacio nonmado y M & X un subespa
. cdo cennado de X. S4 X  tiene La propiedad (I],

entonces, jtiene X/M La propiedad (1)7.

En relacibén al problema # 2.2 tenemos que existen

ciertas respuestas parciales:

1.- Si X es reflexivo entonces X/M tiene la propie

dad (I);

2.- Si X* tiene la propiedad (I) entonces X/M tie

ne la propiedad (I);

3.- Si X* es estrictamente convexo, entonces X/M

es suave y dim(X/M) 2 entonces X/M tiene la

propiedad (I). #

La siguiente interrogante se refiere al problema de

los 3 espacios:
Problema # 2.3:

Sea (X,]|| .||} un espacio normado y M S X un subespa
clo cerrado de X. SL My X/M tienen La propiedad

(Il, itiene X La propiedad (T]?7. #

Finalmente nos plantearemos el caso de el producto

de espacios normados que poseen la propiedad (I).
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Problema # 2.4:

Sea (Xé,l[.[lgij una gamifia ginita de espacios nox

- mados que poseen La propdedad [(I]. Tdiene el espa -
n
I x, con £a noama
3 L
L=1
Z2.,1/2
12074

£

]

clo producto, X

b~

|| x

‘ La propiedad {(I)7. #

hxll= €

L=1]

fl

Para el momento de la redaccidn final del presente
trabajo el autor desconocia el trabajo de A. Ser -
souri: (The Mazur property for compact sets, Pac.
Jour of Math, 133, 1, (185-195), 1988). En el artf
cﬁ]o 1. Sersouri prueba un resultado mds general
que el problema # 2.4, y que para informacidn pasa-

mos a enunciarlo:

Sea (Xa,ll. ) una familia de espacios con fLa pro

I,

piedad {I], entonces el espacio X = ( B Xa’c tie-
ael 0
ne una noima equivalente con La propledad (I). #

En esta Gl1tima seccién dejaremos planteados una serie de
problemas que resultan de comparar la propiedad (I) con

otras propiedades geométricas de los espacios normados.

R.R. Phelps, [17] d& un ejemplo de un espacio de Banach

isomorfo a Zl, el cual tiene las siguientes propiedades:

l1.- X es suavye y X* es estrictamente convexo;

2.- la norma de X no es F-diferenciable en ningidn punto
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de S(X);
3.- X no posee la propiedad (I).

De este ejemplo se concluye que la propiedad (I} no es im-
plicada por el hecho de ser X un espacio de Banach suave §

X* ser estrictamente convexo. Asi tenemos el siguiente,

Problema # 3.1: N

Sea (X, || .||) un espacio noamado. Si X tiene RLa propiedad
(I). (Existe una norma |||. ||| equivalente a || .|| tal que
(£, . IlI} sea estrnictamente convexo: #

En relacién al probiema 3.1 tenemos que existen soluciones
parciales si X es un espacio de Banach separable, o si X

es un espacio de Banach tal que X* posea la propiedad (I).#
Ahora recordaremos la siguiente definicién:

(3.1): Decimos que un espacio de Banach tiene la propie -
dad (H) si X X € S(X) vy X, > X entonces X_ > X
en norma; y decimos que X tiene la propiedad (HR)
si X es estrictamente convexo y satisface la pro -

piedad (H).
Son bien conocidos 1os siguientes resultados:

1.- Si X es (LUR) entonces X satisface la propie-

dad (HR).
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2.~ Si X* es (LUR) entonces X tiene la propiedad
(I). Por lo tanto si X* es (LUR) entonces X*
tiene la propiedad (HR), asT tenemos el si =~

guiente,
Problema # 3.2:

Sea (X,|| .|| lun espacio de Banach tal que X* posea

La propiedad (HR]. ;Tiene X La propiedad (I)7.#

Sea (Xi) una sucesidon de espacios de Banach vy
1 <p < =, el espacio (zp(xi), Il.l]p) es el espa-

(xi) con

x: e X; oy VI x.I8< @, donde [ X[]= (T [Ix )P
! ! i=1 ! P2

Si cada X, = X, para todo i, entonces Ep(Xi) es de

cio de Banach de todas las sucesiones X

notado por Ep(X) y si X=R 6 ¢ entonces Ep(X)

es simplemente Ep.

En [20] Mark A. Smith d& un excelente tabla resumen
de las diferentes propiedades geométricas que sa -

tisface Ep(xi) S i (Xi) satisface tal propiedad.

A manera de informacidn podemos sefialar que si (Xi)
es estrictamente convexo, LUR, MLUR, URED, HR en-
tonces Ep(xi) es estrictamente convexo, LUR, MLUR,

URED, HR respectivamente, por lo tanto tenemos el

siguiente,

Prohlema # 3.3:
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Sea (X, || .||l un espacio de Banach con La propiedad

(I]. ¢TLene KPCXI, (1 < p s =] La propiedad (I)7,
Se cumple el neciproco?. #

Para un espacio de Banach (X,]| .]|) , un espacio de
medida (S,Z, p) y 1 < p < =, el espacio

(Lp(ﬁax)’ H . ||p

besgue-Bochner de u-clases de equivalencia de fun-

) es el espacio de funciones de Le-

ciones fuertemente medibhles f: S =+ X con

[ NFGIIP duls) < = conde 1711, = ([ 1FCsIIP au(snP.
S S

Si X =R o (¢, entonces Lp(u, X) es denotado sim-
plemente por LP(u). Sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que (s,Z, p) es un espacio de medida

completo.

M.Smith en [20] presenta un resumen de las diferen-
tes propiedades geométricas que satisface Lp(p,X)
si X satisface dicha propiedad. Ahora nos plantea-

mos el siguiente,
Problema # 3.4:

Sea (X,]] .1|] un espacio de Banach con La propiedad
(Il y (S, Z,ul un espacio de meddida: ;Tiene Lp(u,xl,
(1 < p < o] La propiedad (I]?7. Se cumple el neel-

proco?. #
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V. Zizler en [24] prohd que si (X,|| .||] es un es-
pacio de Asplund con una funcifén de dualidad direc~
cionalmente semicontinua inferiormente entonces X
tiene la propiedad (I]J. En relacién a este resulta

do tenemos el siguiente,

Problema # 3.5.

.

Sea (X, || .|| lun espacio de Banach con La propiedad

(I]. ;Es X un espaclo de AsplLund?. #

En relacidon al problema 3.5 tenemos una respuesta
positiva si (X, || .|| ) es un espacio de Banach ¥y
todo subespacio de X posee la propiedad (I) enton-
ces por Cofo]ario 3.18 de [13], tenemos que X es

un espacio de Asplund. #

La siguiente nocidén juega un papel importante en la
teorTa del punto fijo para funciones no-expansivas.
Sea (X,]| .]| ) un espacio de Banach. Denotamos por
diam(H), el didmetro de un subconjunto H de X,
diam(H) = sup{]| x-y|| /x,y € H}. Un punto x, € H
es llamado un punto no-diametral de H si
sup{llxo-yll / ye H} < diam(H). Un subconjunto
convexo K de X se dice que tiene estructura normal
si cada subconjunto convexo y acotado H de K para
el cual diam(H) > O posee un punto no-diametral,

y el espacio X tiene estructura normal (EN) si ca-
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da subconjunto convexo K de X tiene estructura nor

mal.

. Ahora nos hacemos Tlas siguientes interrogantes para
tratar de hallar, si es que existe, alguna relacion
entre los espacios de Banach que poseen la propie -

dad (I) y aquellos que tienen estructura normal.

.

Problema # 3.6:
Sea (X,|| .]]) un espacio de Banach:

1.- S§i X tiene estructura normal, itiene X la pro-
piedad (I)?.
o

2.- Si X posee la propiedad (I), é¢tiene X estruc-

tura normal?. #

Sea {X,T) un espacio topoldgico Hausdorff compac -
tos y consideremos el espacio de las funciones rea
les-cantinuas sobre X, y lo denotamos por C(X).

Debhe ser interesante averiguar bajo que condicio -

nes C(X) posee la propiedad (I).

Para finalizar, caonsidero conveniente tratar de ge
neralizar los resultados dados para la propiedad

(I) a espacios yectoriales topoldgicos. #
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