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0. INTRODUCCION. En estas notas estudiamos la estabilidad de un

sistema de la forma
x'" +a(t) x + b(t) y =0, y' + c(t)x + d(t)y =0 +« (0.1)

donde a,b,c,d: R > IR son funciones continuas positivas y T-pe

riddicas para algin T > 0.

La importancia de este sistema radica en el hecho de que 1la
estabilidad de las soluciones periddicas, de las ecuaciones de
Lotka-Volterra (para dos especies en competencia en un ecosiste-
ma periddico), suele decidirse a través de tales sistemas. Para

mis informacién ver [ J,[ ].

En lo que sigue &(t) denota la matriz fundamental de (0.1)
con #(0) = identidad. Uno de nuestros propdésitos es mostrar el

siguiente resultado:
0.1 TEQREMA. Supongamos que

max(b/d) < min(a/c) (0.2)
entonces los autovalores de &(T) son reales diferentes y se en-

cuentran en el intervalo (Q0.1). En particular el sistema (0.1)

es asintéticamente estable.
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E1 trabajo termina mostrando que el teorema 0.1 es falso si

asumimos solamente

V/d < a/c (0.3)

Esta Gltima afirmacién serd probada indirectamente, usando

resultados concernientes a las ecuaciones de Lotka-Volterra.

1. PRUEBA DEL TEOREMA Q0.1. Dicha prueba serd dada en dos‘etapas.

Comenzaremos probando el siguiente resultado:

1.1. PROPOSICION. Si b,c > 0 entonces los autovalores de &(T)
son reales positivos y diferentes. Si ademds a > 0, d > 0, en-

tonces ®(T) tiene un autovalor en (0.1).

DEMOSTRACION. Pongamos
t
Qt) = exp(fo Ta(s) + d(s]]ds)

y sea (h,k) una solucidn no trivial de (0.1). Si definimos
F=0Qhk entonces F' = - Q(ch2 + bkz) < 0; y asi F es estric
tamente decreciente. De este hecho se sigue que los elementos
de Ta diagonal de &(T) son positivas y los de la antidiagonal
son negativos. En particular resulta que los autovalores A,u de
5(T) son reales diferentes con A+pu > 0. En fin Ap = Q(TVi>0

y el resultado se sigue facilmente, porque Q(T) > 1.

1.2. PRUEBA DEL TEOREMA 0.1. De acuerdo a la proposicién ante-

rior bastard ver que ®(T) no tiene autovalor en {1,»). Suponga
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mos que X > 1 es un autovalor de 2(T); entonces el sistema (0.1)
posee una solucién na trivial (h,k) tal que h(t+T) = Ah(t) y

k(t + T) = Ak(t). Sea ahora F = Q h k definida como antes; ya
que F es estrictamente decreciente y Q(t + T) = Q(t) Q(T), en -

tonces

0 > F(t + T) - F(t) = [QCT) - A%]n(t) k(t)

de donde h(t) k(t) # 0 (te R). Pero (h,k) es solucién perig
dica de (0.1) y en consecuencia no puede ser h.k > 0. (En caso
contrario se tendria h h' < 0). En consecuencia h k < 0 y, sin

pérdida de generalidad podemos asumir h > 0 > k.

De (0.1) se tiene
JT ah = fT b(-k) , J; ch = JT d(-k)

lo cual implica la siguiente contradiccidn:

min(a/c) JT ch < JT 2 ¢h = JT ah = jT b(-k) = JT % d(-k) <

0 —Jg € 0 0 0
T T

< max (b/d J d(-k) = max(b/d) J ch (1.1)
0 0

Esto termina la demostracidn.

NOTA. Supongamos que min(a/c) = max(b/d) y que algunas de 1las
funciones a/c , b/d no es constante. £Entonces, procediendo como
antes y usando (1.1) es féacil ver que el Teorema (0.1) permanece

vadlido.
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2. UN CONTRA-EJEMPLO. En esta seccidn mostramos que el Teorema

0.1 es falso bajo 1a condicidn (0.3].

2.1. PROPOSICION. Existen funciones a,8: R > IR l-peribdicas

continuas positivas tales que oaoB < 1,

1 1
J alt)dt > 1 y J g{t)dt > 1. (2.1)
a 0

DEMOSTRACION. Escojamos un entero N > 1 tal que (N+1) In 2>2

-N

y pongamos k = 2 Sea ahora ag: R > R Tla funcidén l-periéddi

ca (continua positiva) determinada por

Jz(k—Z)t +2 si 0 <t<1/2

a (t) =<
° l2(2-k)t + 2k-2 si 1/2 < t < 1

y pongamos Bo(t) = l/ao(t); t € IR; entonces

\
=

1 1 2

0

N[ =

E1 resultado se obtiene definiendo B = B., af{t)

0 ao(t)- e don-

de € es un ndmero prefijado tal que 0 < 2 < k.

En 1o que sigue a,8 denotan dos funciones l-perifdicas sa-
tisfaciendo las conclusiones de la proposicidn 2.1, ademas
T: IRE - Ri : = {(x,y): x>0, y > 0} denotard la aplicacidn de

Poincaré asociada al sistema de Lotka-volterra siguiente:

u' = u [1-u - a(t)v] , v' = v[1-8(tlu - v] (2.2)



Si p e IRE es un punto fijo de T pondremos Ws(p) =

2 . n

= {g e R, Qq)+ p} (variedad estable de T en p).

2.2. PROPOSICION. T posee un punto fijo p, con ambas componen-

tes positivas tal que ws(p*) no es un abierto de RE.

DEMOSTRACION. Pongamos Py = (a,a), Py = (1,0), p2=(0,1) y sea
Fix(T) el conjunto de puntos fijos de T. Es bien conocido que
py € Fix(T) (i=0,1,2); WS(py) = {p}, WS(p) 2 (0,°) x (0} y
ws(pz),g {0} x (0,»). Por otra parte, usando 1os argumentos de
[ ] se sigue de (2.1) que ws(pi) es abierto (en RE ) si i=1,2,

y que T tiene un punto fijo con ambas coordenadas positivas.

Pongamos P = {(x,y) ¢ RE : x #Q, y # 0}; usando nuevamen

te los resultados de [ ] se tiene que

P=1U{W(p) : pe Fix(T), p # (0,0)}

Si fuera ws(p) abierto en IRE para cada p e Fix(T), p # (0,0)
se tendria que P es reunidn de una familia de abiertos disjun-
tos que contiene al menos tres miembros. Esto contradice la co-

nexidad de P y termina la demostracién.

2.3. NOTA. Sea p wun punto fijo de T con ambos componentes po-
sitivas y sea (u,v) la solucién l-periddica de (2.2) determinada
por (u(0), v(0)) = p; entonces T'(p) = (1), donde 3(t) es 1la

matriz fundamental, con ®(Q) = identidad, del sistema

x' = x [1 - u(t) - a(t)v(t)] - ult) [x + a(t)y]



y' =y [d - B(t)ul(t)-v(t)] - v(t) [B(t) x + y]

Recordando que 1 - u - av = u'/fu, 1 - Bgu - v = v'/v, vemos que

Ja matriz funcional w(t) definida por

u(t)"l 0 w(0) 0

plt) = -1 o(t)

L0 v(t 0 v(0)

.

es la matriz fundamental con p{(0) = identidad, del sistema

-u(t)x - a(t)VCt)y s oyt o= -g(tlut)x - v(t)y

Ya que (1) y ¢(1) sin matrices similares, entonces ellas tie-
nen los mismos autovalores y de 1a proposicién 1.1 se concluye
que los autovalores de T'(p) son reales positivos diferentes,

uno de los cuales estd en [0,1).

2.4. PROPOSICION. Sea p, dado por la proposicidn 2.2; entonces

T'(p4) tiene un autovalor en [1,»).

DEMOSTRACION. En caso contrario se tendria (de acuerdo a la
nota anterior) que los autovalores de T'(p,) estdn en (0,1) vy

X S - . . . 2 .
enh consecuencia W (p*) serd abierto. Esta contradiccidn term1

na la prueba.

2.5. TEOREMA. Existen funciones l-peridédicas a,b,c,d continuas

positivas satisfaciendo (Q.3) tales que el sistema (0.1) posee

una solucidn l-periodica no tirival.



DEMOSTRACION. Sea p, dado por la proposicidén 2.2 y sea
(u,(t), v,(t)) la solucidén l-periddica de (0.1) que en el tiempo
t = 0 pasa por p,. Sea ademds, 9,(t) T1a matriz fundamental con

¢,(0) = identidad, del sistema

x' = - U (t)x - oa(t) vp(tly, y' o= - B(tlu(tlx - vi(tly

(2.3)

.

De la nota 2.3 y Ta proposicidn 2.4 se sigue que 2,(1) posee un
autovalor en lﬁ,w), en consecuencia el sistema (2.3) posee una
solucidn no trivial (h,k) tal que h(t+1l) =2 h(t) y k(t+1) =

= Ak(t). Sea p >0 tal que A = exp(n) y definamos

p(t) = exp(-u t)} h(t), q(t) = exp(-ut) k(t); entonces (p,q) es

una solucidn l-peridodica no trivial del sistema

x' = = (up(t)Hu)x - alt)veltly o y' = - B(tlu,(tlx ~ (v (t)+u)y .

E1 resultado se sigue ahora tomando a(t) = p, + u(t) b(t) =

= a(t) ve(t) etc. #
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