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0 .  INTRODUCCION.  E n  e s t a s  n o t a s  e s t u d i a m o s  l a  e s t a b i l i d a d  de u n  

s i s t e m a  de 1  a  forma 

donde a , b , c , d :  IF! + IR son f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  p o s i t i v a s  y T-pe - 

r i o ' d i c a s  p a r a  a l g c n  T > 0 .  

La i m p o r t a n c i a  de e s t e  s i s t e m a  r a d i c a  en e l  hecho de que l a  

e s t a b i l  i d a d  de l a s  s o l u c i o n e s  p e r i o ' d i c a s ,  de l a s  e c u a c i o n e s  de 

L o t k a - V o l t e r r a  ( p a r a  dos  e s p e c i e s  en  compe tenc i a  en u n  e c o s i s t e -  

ma p e r i 6 d i c o ] ,  s u e l e  d e c i d i r s e  a  t r a v e s  de t a l e s  s i s t e m a s .  Pa ra  

mds in formacio 'n  v e r  I- 1,  [ 1.  

E n  l o  que s i g u e  @ ( t l  d e n o t a  l a  m a t r i z  f undamen ta l  de ( 0 . 1 )  

con ~ ( 0 )  = i d e n t i d a d .  Uno de n u e s t r o s  p r o p d s i t o s  e s  m o s t r a r  e l  

s i g u i e n t e  r e s u l  t a d o :  

0 . 1  TEOREMA. Supongamos que 

e n t o n c e s  1 0 s  a u t o v a l o r e s  de Q ( T )  son r e a l e s  d i f e r e n t e s  y s e  en-  

c u e n t r a n  en e l  i n t e r v a l 0  ( 1  E n  p a r t i c u l a r  e l  s i s t e m a  ( 0 . 1 )  

e s  a s i n t 6 t i c a m e n t e  e s t a b l e .  



I E l  t r a b a j o  t e r m i n a  m o s t r a n d o  que  e l  t e o r e m a  0 . 1  es  f a l s o  s i  

1 asumimos s o l a m e n t e  

1 E s t a  61 t i m a  a f i  r m a c i d n  s e r b  p r o b a d a  i n d i  r e c t a m e n t e ,  u s a n d o  

/ r e s u l  t a d o s  c o n c e r n i e n t e s  a  l a s  e c u a c i o n e s  de Lo t k a - V o l  t e r r a .  

1 1. PRUEBA DEL TEOREMA 0 . 1 .  D i c h a  p r u e b a  s e r l  d s d a  en d o s ' e t a p a s .  

1 Cornenzaremos p r o b a n d o  e l  s i g u i e n t e  r e s u l  t a d o :  

1.1. P R O P O S I C I O N .  S i  b ,c  > 0 e n t o n c e s  10s  a u t o v a l o r e s  de @ ( T )  

s o n  r e a l e s  p o s i t i v o s  y d i f e r e n t e s .  S i  ademds a  > 0, d  > 0,  en -  

) t o n c e s  @ ( T )  t i e n e  un a u t o v a l o r  e n  (0 .11 .  

1 DEUOSTRACION. Pongamos 

( y sea  (h , k )  u n a  s o l u c i d n  n o  t r i v i a l  de ( 0 . 1 ) .  S i  d e f i n i m o s  
2 1 F = Q h  k  e n t o n c e s  F' = - C)(ch2 + b k  ) < 0; y a s i  F e s  e s t r i c  - 

/ t a m e n t e  d e c r e c i e n t e .  De e s t e  h e c h o  se s i g u e  q u e  10s  e l e m e n t o s  

( de l a  d i a g o n a l  de @ ( T I  s o n  p o s i t i v a s  y 10s de  l a  a n t i d i a g o n a l  

1 s o n  n e g a t i v o s .  En p a r t i c u l a r  r e s u l t a  q u e  10s a u t o v a l o r e s  h , p  de 

1 m(T) s o n  r e a l e s  d i f e r e n t e s  c o n  h + p  , 0. En f i n  h u  = Q ( T ~ ' > o  

1 Y e l  r e s u l t a d o  s e  s i g u e  f l c i l m e n t e , ,  p o r g u e  Q(T! > 1. 

1 . 2 .  PRUEBA DEL TEOREMA 0 . 1 .  De a c u e r d o  a  l a  p r o p o s i c i d n  a n t e -  

r i o r  b a s t a r d  v e r  q u e  @ ( T I  no  t i e n e  a u t o v a l o r  en . S u p o n g a  



mos que X - > 1 e s  u n  a u t o v a l o r  de @ [ T l ;  en tonces  e l  s i s t e m a  ( 0 . 1 )  

posee una s o l u c i d n  no t r i v i a l  [h ,k )  t a l  que h ( t + T )  = X h ( t )  y  

k ( t  + T )  = X k ( t ) .  Sea ahora  F = Q h k d e f i n i d a  como a n t e s ;  ya 

que F es  e s t r i c t a m e n t e  d e c r e c i e n t e  y  Q ( t  + T )  = Q ( t )  Q C T ) ,  en - 
tonces  

d fca  de ( 0 . 1 )  y  en 

c o n t r a r i o  s e  t e n d r  

p6rdida  de g e n e r a l  

De t 0 . 1 )  s e  t 

f T  

de donde h ( t )  k ( t )  # 0  ( t  E IR) . Pero  ( h , k )  es  so lucid^ p e r i d  - 

consecuenc ia  no puede s e r  h . k  > 0 .  ( E n  caso  

i a  h h '  < 0 ) .  E n  consecuenc ia  h k < 0  y ,  s i n  

idad  podemos asumir  h > 0  > k .  

i e n e  

l o  cua l  impl i ca  l a  s i g u i e n t e  c o n t r a d i c c i 6 n :  

< max ( b / d  - ); d ( - k ]  = rnax(b/d) J o c h  (1 .1 )  

Esto termi na l a  demost rac i  d n .  

NOTA. Supongamos que min(afc1  = max(b/d)  y  que a lgunas  de l a s  

f u n c i o n e s  a / c  , b / d  no e s  c o n s t a n t e .  Entonces ,  procediendo como 

a n t e s  y usando (1.1) e s  f % c i l  v e r  que e l  Teorema ( 0 . 1 )  permanece 

v d l i d o .  



2. UN CONTRA-EJEHPLO. En e s t a  s e c c i d n  m o s t r a m o s  q u e  e l  Teo rema  

0 . 1  es  f a l s o  b a j o  l a  c o n d i c i 6 n  C0.31.  

2 .1 .  PROPOSICION. E x i s t e n  f u n c i o n e s  a ,B :  IR -t IR 1 - p e r i d d i c a s  

c o n t i n u a s  p o s i t i v a s  t a l e s  q u e  a 6  < 1, 

DEHOSTRACION. E s c o j a m o s  u n  e n t e r o  N  - > 1 t a l  q u e  [N+1) I n  2 > 2  

y pongamos k = 2 -N.  Sea  a h o r a  a,: IR -t IR l a  f u n c i 6 n  1 - p e r i 6 d i  - 

c a  ( c o n t i n u a  p o s i  t i v a )  d e t e r m i n a d a  p o r  

y pongamos B o ( t )  = l / a o  ( t ) ;  t E I R  ; e n t o n c e s  

E l  r e s u l t a d o  s e  o b t i e n e  d e f i n i e n d o  B  = Bo, a ( t )  = a o ( t ) -  E d o n -  

de E e s  u n  n 6 m e r o  p r e f i j a d o  t a l  q u e  0  < 2 s  < k .  

En l o  q u e  s i g u e  a,@ d e n o t a n  dos f u n c i o n e s  1 - p e r i d d i c a s  s a -  

t i s f a c i e n d o  l a s  c o n c l u s i o n e s  de l a  p r o p o s i c i d n  2 .1 ,  ademds 

T: I!?: + IR: : = { ( x , y ) :  x - > 0,  y 2 0 1  d e n o t a r d  l a  a p l i c a c i 6 n  de 

p o i n c a r 6  a s o c i a d a  a 1  s i s t e m a  de L o t k a - v o l t e r r a  s i g u i e n t e :  



2  S i  p  E IR+ e s  un  p u n t o  f i  j o  de T  pond remos  t l s ~ p ~  = 

2 .  = I q  E I R +  . T&)- p }  ( v a r i e d a d  e s t a b l e  de T  e n  p ) .  

2 . 2 .  P R O P O S I C I O N .  T  p o s e e  u n  p u n t o  f i  j o  p, c o n  ambas componen-  

S 2  
t e s  p o s i t i v a s  t a l  q u e  W (p,) n o  es un  a b i e r t o  de IR+ . 

D E I O S T R A C I O N .  Pongamos p o  = (!LQ), P, = L 0 1 ,  p 2 = ( 0 , 1 )  Y s e a  

F i x ( T )  e l  c o n j u n t o  de p u n t o s  f i j o s  de T .  Es b i e n  c o n o c i d o  q u e  

S 
p  i E F i x ( T )  = O l ;  W ( p o l  = { p 0 } .  wS(pl) 1 ( 0 ~ )  x 1 0 )  y 

w ~ ( ~ ~ )  3 1 0 1  x  ( - 0 , ~ ) .  P o r  o t r a  p a r t e ,  u s a n d o  10s a r g u m e n t o s  de 

2  1: ] s e  s i g u e  de ( 2 . 1 )  q u e  w ~ ( ~ ~ )  es  a b i e r t o  ( e n  IR,) s i  i = 1 , 2 ,  

y q u e  T  t i e n e  un  p u n t o  f i  j o  c o n  ambas c o o r d e n a d a s  p o s i  t i v a s .  

Pongamos P = I ( x , y )  E IR: : x  # (I, y # 0 1 ;  u s a n d o  nuevamen - 

t e  1 0 s  r e s u l t a d o s  de r - ] s e  t i e n e  que  

2  S i  f u e r a  w ~ ( ~ )  a b i e r t o  en IR+ p a r a  c a d a  p  E F i x ( T ) ,  p  # (0 ,O)  

s e  t e n d r i a  q u e  P es r e u n i 6 n  de una  f a m i l i a  de a b i e r t o s  d i s j u n -  

t o s  que  c o n t i e n e  a1 menos t r e s  m i e m b r o s .  E s t o  c o n t r a d i c e  l a  c o -  

n e x i d a d  de P y t e r m i n a  l a  d e m o s t r a c i 6 n .  

2 . 3 .  N O T A .  Sea p  u n  p u n t o  f i j o  de T  c o n  ambos c o m p o n e n t e s  p o -  

s i t i v a s  y s e a  ( u , v )  l a  s o l u c i 6 n  l - p e r i 6 d i c a  de ( 2 . 2 )  d e t e r m i n a d a  

p o r  ( u (O) ,  ~ ( 0 ) )  = p; e n t o n c e s  T ' C ~ )  = @ ( I ) ,  donde  @ ( t )  es  l a  

m a t r i z  f u n d a m e n t a l ,  c o n  @(O) = i d e n t i d a d ,  de1  s i s t e r n a  



l a  m a t r i z  f u n c i o n a l  $ ( ~ t )  d e f i n i d a  p o r  

6 

e s  l a  r n a t r i z  f u n d a m e n t a l  con $ ( 0 ]  = i d e n t i d a d ,  d e l  s i s t e m a  

Ya q u e  $ ( I )  y ~ ( 1 )  s i n  m a t r i c e s  s i m i l a r e s ,  e n t o n c e s  e l l a s  t i e -  

nen 1 0 s  misrnas a u t o v a l o r e s  y  de  l a  p r o p o s i c i 6 n  1 .1  s e  c o n c l u y e  

q u e  1 0 s  a u t o v a l o r e s  d e  T 1 ( p )  s o n  r e a l e s  positives d i f e r e n t e s ,  

uno de 1 0 s  c u a l e s  e s t d  en S 0 , l ) .  

2.4. PROPOSICION. Sea  p, dado p o r  l a  p r o p o s i c i d n  2 . 2 ;  e n t o n c e s  

T '  (p,) t i e n e  u n  a u t o v a l o r  e n  I:l,m). 

DEMOSTRACION. E n  c a s o  c o n t r a r i o  s e  t e n d r i a  ( d e  a c u e r d o  a  l a  

n o t a  a n t e r i o r )  q u e  1 0 s  a u t o v a l o r e s  de  T ' t p , )  e s t d n  en  ( 0 , l )  y 

en  c o n s e c u e n c i a  w ~ ( . ~ , )  s e r a  a b i e r t o .  E s t a  c o n t r a d i  c c i 6 n  t e r m i  - 

na l a  p r u e b a .  

2.5. TEOREWA. E x i s t e n  f u n c i o n e s  1 - p e r i 6 d i c a s  a , b , c , d  c o n t i n u a s  

p o s i t i v a s  s a t i s f a c i e n d o  ( - 0 . 3 )  t a l e s  que  e l  s i s t e m a  ( 0 . 1 )  p o s e e  

una s o l u c i d n  1 - p e r i 6 d i c a  no t i r i v a l .  
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DEHOSTRACION. Sea p, dado p o r  l a  p r o p o s i c i 6 n  2 . 2  y s e a  

( u , ( t ) ,  v , ( t ) )  l a  so luc io ' n  I - p e r i 6 d i c a .  de ( 0 . 1 )  que en e l  t iempo 

t = 0 pasa  por p,. Sea ademds,  Q,(t) l a  m a t r i z  fundamenta l  con 

@,(a) = i d e n t i d a d ,  de1 s i s t e m a  

( 2 . 3 )  . 
De l a  no t a  2 .3  y l a  p ropos i c i . 6n  2 . 4  s e  s i g u e  que @, ( I )  posee  u n  

a u t o v a l o r  en I: l ,m),  en c o n s e c u e n c i a  e l  s i s t e m a  C2.3) posee  una 

s o l u c i d n  no t r i v i a l  ( h , k )  t a l  que h ( t + l l  = A  h ( t )  y k ( t + l )  = 

= h k ( t ) .  Sea ~_r - > 0  t a l  que h = e x p ( ~ \ ]  y definamos 

~ ( t )  = exp(-~_r  t )  h C t l .  q ( . t )  = e x p h t )  k ( t 1 ;  e n t o n c e s  ( p , q )  e s  

una s o l u c i 6 n  1 - p e r i 6 d i c a  no t r i v i a l  de l  s i s t e m a  

El r e s u l t a d o  s e  s i g u e  a h o r a  tomando a ( t )  = ~_r, + u C t )  b ( t )  = 

= a c t )  v , ( t )  e t c .  # 
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