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LA PROPIEDAD (K-M) EN ESPACIOS DE BANACH
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bién daremos algunos resultados que nos muestran las relaciones

existentes entre tales propiedades geométricas.

En la segunda secciédn definiremos la propiedad (K—M) y dare
mos otras propiedades geométricas y estudiaremos su relacidn con
la propiedad (k—HM). También dejaremos planteadas algunas interro

gantes.
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DEFINICION 2, [81:

Sea K 2 2. Un espacic de Eanach E se dice Fully—-K Convexo,
e . _ . . L .
{kR}, 51 para cualguier sucesidn (xp;i en E tal gue
L
i 1
lim = Il & H...4x I =1,
L 0, 0, :
N, oaxaeyfi S0 i E
1 E
w .
entonces {Aq)i 2s una sucesion de Cauchy sn E.
r
El sigulente resultado nos da la relacidn existente entre
los sspaciocs uniformemente convexos y 1os espacios {(KRj.
TEOREMA 1, {11:
Sea E un espacic de Banach. Entonces,
fUR) 2 2R = ....ER & {EK+1)R.
PRUEBA:
R 2 ZR:
@ .
Sea (x )1 una sucesidn 2n E tal gues
i
. 1
Iim = Il x + H = 1.
< n L -
(AP T 1. ¢ 1 2
i a
For tanto lim Il x_H = 1, y podemos asumir gue I x | € 1, para tg
M — 0 i LR
do n e N.
Fara ¢, &(eg)xC, 21 de la definicidn 1, de espacio UR, E.
Tomemos W tal gue
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El reciproco de las implicaciones del teorema 1, en general

no se cumplen.

En 1955, A.R. Lovaglia, [3] define los espacios localmente
uniformemente convexos, y en el afio 1979, F. Sullivan, [21] in-
trodujo los espacios K-UR y los espacios LK-UR, K21, propiedades
geométricas que generalizan la nocién de Clarkson, y de las cua-

les pasamos a dar sus definiciones respectivas.

DEFINICION 3, [131:
Un espacios de Banach E es localmente uniformemente convexo

(LUR), s1i x € § (x ) < B

f x + x I 92 entonces x —x.
E? n 1 EY n n

Para x_ ,...,% e E,definimos la funcién volumen, [11, 21
1 3 3 3

K+1

231, por

1 .= 1
. = / . .
V(Al,...,xK+1) sup fl(xl) e fl(AK+1) : fl € BE*;
- - 1<i<K
fK(xl) i fK(xK+1)

DEFINICION 4, [211:
Sea kK21. Un espacio de Banach E se dice K—uniformemente
convexo, (K-UR) si para todo £>0 existe un &(g)>0 tal gque para

- . _ 1 _
todo ”AL” = 1,i=1,...,k+1, y T I x1+...+:r<',(+1 I 2 1-& entonces

V(xl,...,x { £.

K+1)



DEFINICION 5, [211:

Sea kzl. Un espacic de Banach E se dice localmente K-unifor

memente convexo, (L-KUR) si para cualguier 70 y ¥ € 5 existe

-
[l

un {3,232 tal gue para

1
£
® g i,. € 5 _l x o m, ..+ x> 16
1* K E 7 E+T N 1 "
implica gue V{x,xl,...,xr) £.

Pe la definicidén 4, para KE=1 obitenemos la siguiente afirma-—

Un espacio de Banach E, s dice i1-uniformemente conveso, (1-UR}

51 para cada £x0 sxiste un S{e)>0 tal gue si

Wty

“ayeB_ v || =% Il =2 1-&(¢g)
E 2
entonces
1 1
Vi,y) = sup . /It e B_* &
txay) it Flx)F{y) * E
vy de aca obtenemcs gue I 21—y | £ . Por tanto, la definicidn

espacio 1-UR coincide con 'la definicidn 1, de espacio UR.

TEOREMA 2:

Sea E un espacio de Banach. Entonces, para £ 2 1,

[

—UR.

HR 2 Z-UR 3 ... E-UR 3 (K+1

Ly

Sean €0 v S{e}r0. LConsideremcs x z € E tales gue,
> 3 ¥ 3

L

de



s + v + =z I 2 3 - S{cia

~

dad triangular tenemos

Usando la desigual
bowty b2l wdvy+z Il — Ul =2 Il 2 Z-8{eij—1 = 2-&{&)
y en forma similar tenemos
N x+z I} 2 2-6(e} W hy+z I} 2 2-&(e).
Ahora,
1 1
Vi {x,y¥s.2) = sup f{x) f{ T{=) : f,geBE*
g{x) gl{y) gi{z) J

de donde se obtiene
Vi{,¥y,2) S Vly.z) + VY(u,z) + Y(x,vy)

y como E es (UR) entonces V{x,v¥v,z)ve, v por tanto

E-UR =2 {(K+1)-UR:

Supongamos gue | xél) =1, i=1,...,E+2, neN vy
kK+2
i LE1) =
1im -k,.—_._—i- I Z ,\n H=1.
n->w0 L=1

Entonces, para cada 31=1,2,,...,K+2 v usando la desigualdad tria-

gular obtenesmos

lim ?iT i x(l)+...+ ...
k1 ] o n n
naw
K+2
1 (i) {31)
> 5 "y — "
Z lim T ! T o I i 2 i
O i=1
— 1 Y — 4
por tanto para cada j=i,...,k+2 se tiene
1) -1 i+ +2)
Lim oo 0 st e (TR T R o
K+1 n n n
naw



i~ z E+1 E
guisnte,
< 4
rs A
R
oL bLY 16 250 BN
H [ K 1 L ]
i e 1 o
. s
- «
- C e . .
i3 f 4753
£ .:‘{(--1,‘ # y ’\-a-))
. : 3 f
3 M E+1' o

/ desarvoallandoloc por menores a lo largo de la segunda fila oy
P g ¥

K .
. L0 {311 {3+13 (42}
Vi = O V{HDT T sy H » K 2 ee e ¥ 3
HE [n] i ii
L=1
. . L b1 {K+2) -
y coms E es un espacio K-UR entonces Vaxp vesea] } T e, ¥
£t i

asi hemos mostrado gque E es un espacio (K+1)-UR. =

TEOREMA 3:
Sea E un espacic de Banach. Entonces,
LUR & L—1 UR 2 -2 1R 2 ...L—-K UR & L—(kK+1) iR
PRUEBA:
Ee muestra en forma similar sl teorema 2. =
P. Milman y B.J. Fettis mostraron en forma independiente

21 resultado siguiesnte:

Sea E un espacio de Banach.

entonces E es un espacio reflexivo.

Su demostracidn puede ser vista en la monografia de J. Diestel

{61 o en la de V.T. Istratescu, [10].



K. Fan e 1. Glicksberg, [B] obtuvieron igual conclusidn si

E es un sspacic KR, v F.5ullivan, [21], s5i E &= un espacio K-UR;

la demostracidn de estos dltimos resultados pusden ser vista en

Y]

la monocgrafi

W
W8
m
L
]
-3
|
-
o
or
r
...l
3
-
et
baed

rt
m

Ahora recordemos la definicidn de espacico sesirictamen

Sea E un espacic de Banach. Diremos gue E =235 un espacio es—

trictamente convexo, (R}, 51 x,yeSE y Il x4y Il = 2, entonces ux=y.

Referente a la paternidad de la anterior definicidn podemos
decir gque la referencia mas antigua gque se conoce es el articulc
de J. A. Clarkson, [4], guien mostrd gque todo espacio de  Banach
separable E posee uns norma eqguivalente bajo la cusl E &5 un

gspacic 2strictamente convesxo.

El lema gque a continuacidn pasambDs a4 enunclar nos serd gtil

mas adelante.

LEMA 4, [26]:

Sea E un sspacio de Banach.

. . . . 0 .
i) 51 E es un espacio E-UR vy (nn}i 25 una sucesidn en E tal gqus
. 1
iim o I ®_ Fo..F x =1
K+1 N 1, .
Nyaee sl 0 1 K+
L AN

_10_



. ® . .
entonces {(x_)} es wun subconjunto relativamente compacto en E.

n'1
. . . . ® .
i1} %1 E es un esparcio LE-UR, sean x € SE Y (:--'.r)1 una sucesidn
i
en E tales gue Han — 1 v lim l N = KE+1,
nl,...,nﬁ+m 1 K

e . .
entonces (:—:n)1 es un subconjunto relativamente compacto en E.

PRUEBA:

Fara la demostracién de sste lema ver [26]. =

El siguiente resultado se dehe a Bor—luh lin v Yu Xin—-tai,
{2], perc aca seguiremos 1la prueba sugerida por Nan Chao—Xun vy

Wang Jian—Hua, [2&].

TEOREMA 5:
Sea E un ésaacio de Banach. Entonces,

E-UR + R 2 (K+1}R.

PRUEBA:
Saa (HH)T una sucesidén en E tal gue
1 E+1
11 T ® = 1. i1
le, T I ‘gl.n' i 1 {1)
Mysesesliy, 30 i= i
S5in pérdida de generalidad podemos suponer gue | ¥ Il = 1,

N

. . . ; . 0 .
para todo n € N. Frobarsmos gque toda subsucesidn de (xn)i tiense
una subsucesidén de Cauchy. En efecto, como E es un sspacio K-UR,
entonces por el lema 4 {1i}. xr) 2z wun subconjunto relativamen

W . .
te compacto en E, esto es (= )1 tiense una subsucesidén convergen—

_ll_



te en E y por tanto toda subsucesidn

gents 235 canvergente, asi tal

de una subsurcesidn  conver-—

subsucesidn es de Cauchy.

. , 0 . o o
Ahora mostraremos gue (xngi tiene un unico punto limite.
En sfecto, supongamos gque existen subsucesiones (o } v {Hm ) de
i i
(Hn) tales guse
K — Hy H_ — ¥
3y . -
i i
donde #,y € E.
Evidentemente tenemos gque Hxll = liyll = 1. Por (1) vy usandso
la desigualdad triangular obtenemos,
1im NI 2 + x =2
. . .
150 i i
y por tanto, | w+y Il = 2, v como E es {R) entonces ¥ = vy. Esto
completa la prueba del teocrems. =
En 1788, HNao Chao—Xun v W. Jian Hua, [24] introdujeron los
espacios L-KR, kK21 gue generalizan los espacios LUR.
DEFINICION 7, [261:
Sea kzl. Un espacio de Banach E se dice gque es un  espacio
.—-kR, s5i para cada sucesidn (xn) en E y xek tales gque, 1 € SE
1 K
lim — o + ® =1 = il —1
" K+1 .;1‘n. Y n
[ IR L I i=1 1
i K
2ntonces Ko™ K.
i

Ahora tenemos el siguiente,

_12_



TEOREMA ©G:

S=a E un 2spacic de PBanach. Entonces,
LE-UUR + R 2 L—-KR.
PRUEBA:
S e . - i - .
Ses xeSp y sea (x ) una sucesidn en E tales gue,
[ B
g
. 1 -
lim = I =+ L ®o =1 ¥ hx_ I — 1.
Fiyne s sTl, 00 e i=1 )
4 s
Comc E os un espacio LE-UR, entonces por ]l lema 4 {1i) s2 tiaens
, 3  od
; . @ . . .
que {(=_} &5 un subconjuntc relativamente compacto en E. For 1o
tanto, sxiste un yek y una subsucesion ixr } de (xp) tal gue
T . i
' i
¥x_ — ¥. Evidentemente, obitenemos gqus
((i
Hy =1 Y e+ By = k + 1.
Asi, | x+y | = 2 v como E es (R} sntonces x = vy, y esto nos mues
tra gque = es 21 unico punto limite de (Hq}i « ¥ por tanto Moo= ¥
t T
y as5i hemos mostrado gue E 25 un espacio L-ER. =
En =21 afio 1958, ¥. Fan & 1. Glicksbherg, [7]1 entre otras pro
piedades geométricas, introduleron la propiedad (GY v la propie—
ag {HY an espaclios estirictamente convexos. Es cCconvenientse
acotar, gue en clerta forma nc S22 conocsE una refsrencia exacta
del nacimiento de la preopiedad (H) pussito gqus Radon en 1917 mos—
trd que los espascios Lp{p) poseen tal propisdad, y VY.L. Smul’ yan
en 1737 demositrd gque todos los sspacios (UR)Y satisfacen 1la  pro—
piedad {H}. Para finalizar este comentario nos atreveriamos a

[

(&N



decir que la propiedad (H), sola como una propiedad geométrica
aparece definida por primera vez en la monografia de M.M. Day,

[53] vy esta propiedad también es conocida como la propiedad (K).

DEFINICION 8, [9]:
Un espacio de Banach E tiene la propiedad (G) si para cada
X € 5_ vy £>0, x € f; M(x,£), donde M{x,e) esta dado por

E

M{x,e) = { y: v € B hyv—x Il Z £3.

E!
DEFINICION 9, [51]1:
Un espacio de Banach E, decimos que satisfacen la propiedad

(H) si para todo x € SE b4 (xn)T una sucesidén en E tales que

x
b
g

I X I —» 1, entonces |l X T I — O.

K. Fan e I. Glisksberg, [?] mostraron que todo espacio LUR
satisface la propiedad (6), la propiedad (H) y ademis que el es-—

pacio es estrictamente convexo.

Nan Chao~Xun y Wang Jian Hua en el siguiente articulo "Lo-—-
cally Fully K-Convex and Weakly Locally Fully K—-Convex" en idio—
ma chino, pero en su resumen podemos leer que ellos abtuvieron
igual conclusién para espacios L-KR y el autor desconoce la prue
ba dada por ellos y pasamos a dar la nuestra.

TEOREMA 7:

Sea E un espacio de Banach. Entonces,

_14_



L-KR » propiedad (G) # propiedad (H)
(R)

PRUEBA:
Unicamente mostraremos
L-KR & propiedad (G)
va que las otras son ampliamente conocidas. Supongamos que E es
un espacio L-kR, pero no posee la propiedad (G). Entonces,
existen un ® en SE y un £>0 tal que x € E; M{x,£). Seleccionemos

ahora un x* e SE* tal que x*(x) = 1. Puesto que

sup x*(E; M(x,)) = sup x (M(x,e)) < 1
* »*
X (%) < sup ¥ (E; M(x,£)) se concluye que
»*
sup x (M{x,g)) = 1.

Ahora, sea (xn) una sucesién en M(x,e) tal que

lim x"(x ) = 1.
n-o
De donde se deduce que lim | % = 1.
n->w
Mas aun,
K
1 1 »
> ., 3
1=z =T I x +.§ X N = =T X (x + X Feaetx )
i=l i 1 K

1 »* » »*
= =T [ w (%) + x (xnl) + ... + X (Xnk) ] —1,

por tanto,

-15-~



Iim o=z + By =1
E+1 i = ?
Tigsa sl P00 i=i i
4 .
y coms E 25 un espacio L—KR sz tiene gque x_—x, 1o cua
L
N x (%1 Y g i
sible ya gque {xp)i < M{n,e3. Esta contradiccidn =s5ia
1
sultado. =
Fara fTinalizar esta seccidn daremos algunos 2iemp
tisfacen las propliedades geométricas antes mencionadas
EJEMPLO 1:
Consideremns ] sjempls dado por M.A. Smith, [17]
i 2
to, para £ = (2 % 4...1 € JT se define una norma I .
e = 27 ]+ N ox L, donde x o= {O,x7 .17, ..
gue satisface, lxlig, = 0 = W £ 2 01« W, v por tanto, |
norma eguivalente & ..
S2a (o} una sucesidn de numerss reales positivo
te 3 cero v T: 4, — {4, urna aplicacidn lineal
2 =
Tix) = (o, €, Gy H 3a=s
~ -t
Ahora, para cada = € {, definimos una norma en {4, por
How o= £ 0« 15+ il Te U5
que =5 eguivalents a b o H,.
Como {o_) 8= una sucesion decreciente
11
T« I = 0 = Il ¥ por otra parte tenemos guse w <
por kantco, hx < ¥5 i = h, v ademas I x U =2 I = g
= =

-16-
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B hy < Mxil <4501 x N

2~ 2
esto es il . Il es equivalente a || . "2'
Denotamos por E = (tz, m. W ). M.A. Smith demostré que E

es un espacio estrictamente convexo y que satisface la propiedad
(H).

T. Polak y B. Sims [18] tomaron a = % y demostraron que el
espacio E es un espacio 2R, pero no es un espacio LUR.

Bor Lubh—-Lin ¥y Yu Xin Tai, [2] usando el anterior espacio E

definieron el espacio siguiente, X = ( T E )t y mostraron que
2

X es un espacio 2R, pero no es un espacio K-UR, para k21.
N.C—Xun y W. J-Hua, [26] probaron que el espacio X no es un espa
cio L-KUR para K21, pero si es un espacioc L-kR, K2Z2. De este
ejemplo podemos concluir que existe un espacio de Banach X que
satisface las siguientes propiedades:

i) X es un espacio 2R, (ver [23]).

ii) X es un espacio reflexivo, (ver comentario, pag. 10).

iii) X es un espacio estrictamente convexo, (ver teorema 7)

iv) X es un espacio que satisface la propiedad (H),{(ver teo.7)
v) X es un espacio L-KR, para K =2 2, (ver [26]).

vi) X es un espacio que satisface la prapiedad (G), (ver teo.7)
vii) X no es un espacio Lk-UR, K 2 1, (ver 26)

viii)X no es un espacio K-UR, K =2 1, (ver [2])

ix) X no es un espacio LUR (ver teorema 3)

X) X no es un espacio UR. ® {(ver teorema 2).

EJEMPLO 2: Consideremos el ejemplo siguiente dado por M.A.

-17-—-



b
Simth, [20]. En efecto, para x = (xl,x“,...) eAg definimos una

norma It . I en‘g por
i 3
Ixll = max { sup (|x"| + |x7|), Htz 3}
i,3
i=j
+
para cada k € 2 , sea
_ ©
R (x) = L x" e
) : k=1 )
donde (ek), denota la base usual enAg.
fihora se define
2 -k
M= a2 il Rk(x) .
k=1
Entonces, se tiene que I} . Il es una norma equivalente a Il . ll2 Y
en consecuencia Wl . Il es una norma equivalente a |l . Hz en ﬁf
Finalmente, para todo X = (xJ)T enAg definimos la norma
siguiente,
Xy = € ix w® o+ 5% 0x) )
FJ X -3 ) 2
donde j“(x) = [ 2 J |xJ| . Tenemos que | . ”M es una norma equi-
J=1
valente a |l. Hz.
M.A. Smith demostré que el espacio E = (%, ”'"M) es un es—

pacio LUR, pero no es un espacio 2R.

De este ejemplo podemos conclulr que existe un espacio de
Banach E que cumple las siguientes propiedades:
i) E es un espacio reflexivo,
ii) E es un espacio LUR,

iii) E es un espacio L—kKR, kK21,

_18_



iv} E 25 un sspacic gue satisface la propiedad (55,
Wi E e=s un espacigo estrictaments conveso,
Vi) £ 235 un 2s5p3cio gue satisface la propiedad (Hi,
vii; E no es un aspacio 2R,
vilii} £ po es un sspaclio HR. =
EJEMPLO 3:
Bor Luh-Lin, y Yu Xin—-Tai, [27 modificarcn =1 ejemplo

dado anteriormente 2n la forma sigulenie:
S2a k un snterc positivo mayor o igual gue 2, vy
ﬂ'i 82 T.n.n £ . Fara cada X = {2 4...) € £ s=2 definz una
ma en { por
2
2 k 2.2 2
¥ |ai_| T+ ¢ 5
k i=1 - L A A
1 ke
sntonces,
Hedl < Hull < Yk el
£ yennsdt 2
1° Tk
para todo % € { y por tanto . s  una norma
2 £ aeensd,
1 S
eguivalente a lIl. N .Denotemos por X ={ £, .1

Bor Luh—-Lin

2 R
1 —_

81,.. .,Zk 2°

y Yu Xin—tai demostrarocn gue

no son {K-1)}-UR para todo ﬂ,...,Jy,
cada = e«% definimDs
x [z 1l

>
i
.l
o
3

£ oannasd
X ;

PANE SR 94 k
1

-19-



De hecho tenemos qgue Il.llk es una norma en 32 equivalente a H.Hz
y denotemos por EP = (tz, ”'”k)'
B.L. Lin v Yu Xin—tai demostraron que el espacio Ek es un

espacic K-UR, pero no es un espacio kR.

M. Xun yv W. Hua, [246] mostraron que el espacio Ek no es un

espacio L(k-1)R. Asi, de este ejemplo podemos decir que existe

un espacio de Banach Ek que satisface las propiedades
siguientes:

i) Ek es un espacio K-UR, K22,

ii) Ek es un espacio LK-UR, K22,

iii) Ek es un espacio reflexivo,

iv) Ek es un espacio estrictamente convexo,

v) Ek es un espacio que satisface la propiedad (H),

vi) Ek no es un espacio (K—-1)-UR,

vii) E, no es un espacio L—-(K-1)R,
viii) E, no es un espacio kR,

ix) E, no es un espacio UR.

b2

Para finalizar este capftulo diremos que los ejemplos dados
anteriormente nos muestran gue el reciproco de las implicaciones
de los teoremas indicados en este capifitulo no se cumplen en gene
ral , y ademis nos muestran que:

i) Existen espacios 2R que no son UR,
ii) Existen espacios K-UR que no son (K-1)-UR,

iii) Existen espacios L-KR que no son LK-UR ni LUR, etc.

-20-



ESPACIOS DE BANACH CON LA PROPIEDAD (K - M)

En este capitulo introduciremos la propiedad {E-M) 2n espa-—
cios de Banach,daremos otiras nuevas definiciones de propiedades,
aestudiaremos su relacidén existente entre tales propiedades, deja
remos planteadas algunas interrogantes y finalmente diré gue los
tecremas 1,2,3.4,5.4 v 7 son la contribucidén del autor en =21 pre

sente trabajo.

DEFINICION 1, [171}:

{ln espacio de Banach E se dice gque posee la propiedad (M)

. . ®
si para cada x € SE y cada sucesidn (= )1 < B_ tal que,
1a} [

Lim Il * + x W = 2
Aa}
N — 0

00
entonces {1 )1 es compacto en BE.
N

El autor en [(14] introdujo los espacios gque poseen la  pro—

piedad {kK—-M) gue generaliza la definicidén anterior.

DEFINICION 2, [14]:

Sea Kz1. Un espacio de Banach E se dice gque posee la pro—

piedad (K-—M) si para cada « € SE ¥y Cada sucesidn (xn)T < EE ta-
les Qque
i k
Lim m I X +'z Xn‘ i = 1_1
NyseessNp—s0 i=1 i

w®
entonces (¢ }1 es compacto en BE.
n

-21~



Obsérvese que de la definicidn 2, para K=1, obtenemos la si

guiente afirmacidn:

Un espacio de Banach E se dice que posee la propiedad (1-M)
s1 para cada xeSE vy cada sucesidn (K }T < BE tales gue
n

Lim H ox + x Il = 2,
™
ni—)w 1

4] ) ..
entonces {x )1 es compacto en E Por tanto, la definicidén de la
n

E"

propiedad (1-M) coincide con la definicidn 1l,de la propiedad (M)
Ahora tenemos 21 siguiente resultado:

TEOREMA 1:
S2a E un espacio de Banasch. Entonces,
propiedad (M) 2 prop. (2-M} 2 prop. (K-M) 3 prop. [(EK+1)-M].
PRUEBA:
Unicamente mostraremos gue

propiedad (M) 3 propiedad [{kK+1}-—-M].

oo
En efecto, sean 2e5_ v (x_ ) < B_ tales gue
; E 01 E
i E+1
3 v wr = 1
Lim m b ox + z ;\n = 1.
Fi,g=2=3i1,~»00 t=1 i
1? Tk
i~

Ahora uvsando la desigualdad triangular tenemos

oo . K+1 L . K
T I e MR +.z Kn‘) - T i ®o ﬂH = =T = +_z xn}h
=1 i k+ 1=1 i
For tanto,
1= oy 1||‘+k:-: <1
B2 T < Fer ¢ Y Lo IS
R izt i

-22-



, K
b3 -+ g . —_ L 1
Lim —_ 1 x4 ¥ b= 1.
i ,z n
L=1

n . v gl =300 i
1* L

Como E posee la propisdad (K-M), (x )

¢ ¢]
no1

es compacto en B asi

£ Y

E sati=face la propiedad {(E+1)}-M. =

Mas adelante, en el ejemplo 1, veremos que el reciproco de

las implicacionaes del teorema 1 en general no se cumplen.

El resultado siguiente es una caracterizacidn de los sspa-

£ins que posesn la propiedad {(K-—M).

TEOREMA 2:
Sea E un espacio de Banach estrictamente convexo. Enionces,
L-KR & propiedad (E-M).
PRUEBA:
{2) Supongamos gue E es un espacic L-KR. Sean ueS5_ v (2 } &£ B
tales que

K
. 1 = w
Lim KT]_ o= +: :(n.“ =1 Y i ,\h” — 1.
nl,...,nk—»m L=

Evidentemeneste, R =X Y asi E satisface la propiedad (K-M).
Néotese gque no usamos el hecho de ser E un espacio estrictamente
COnvVexD.

{&) Ahora supongamos gque E es un espacio gue posees la  propiedad

{k—M}. Sean KGEE v (xh)m < B_ tales gue

1 E
1 K
Lim =1 s + % 2 =1 v | th — 1.
nl,...,nr—»w“ i=1 L
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© .
Por tanto, {x )1 es cgmpacto en EE, esto =5, existen un vy € £ vy
ja}

una subsucesion (x ) de {x } tal que x — vy.
" a) a)

L L

Evidentemente, v € SE vy I % + Ey Il = K + 1. Ademas, se tie—
ne que Il «+y || = 2 yv como E es un espacio sestrictamente convexo
- R . . @ s .
entonces x = v,y esto nos muestra gue {2 ) posee un unico punto
n 1

limite %, v en consecuencia © — . Asi E es un espacio L-kKR vy
n

hemos mostrado £]1 teorema. =

EJEMPLO 1:

Usando el ejemplo 1 dado en la seccidn anterior podemos de—
cir que existe un espacio de Banach X gue satisface las siguien—
tes propledades:

i} X es un espacic L-KR, para K =z 2,

ii)} ¥ es un espacio con la propiedad {(kK-F), kK 2 2

iii} X es un espacio estrictamente convexo,

iv) X no es un espacio LUR,

V3 X 25 un espacio gque no satisface la propiedad (M).

¥vi) X no es un espacic LK-UR, kK 2 1. =

W. A. Kirk, [12] mostrdé gque si E s un espacio KE-UR, enton-—
res E satisface la propiedad {(H}) £ igual conclusidén obtuvo  Yu

Xin—-Tai, [27] 51 E es un espacioc LK-UR.
El tecrema siguiente constituye unma generalizacidn del re-—

sultado logrado por B.B. Fanda y K. Kapoor [17] guienes loc proba

ron para kK = 1.
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TEOREMA 3:
Sea E un espacico de Banach. Entonces,

Fropiedad (K—-M} = propiedad (H}.

PRUEBA:
Supongamos que E posee la propiedad {KE-M). Sean x € SE ¥
(KH)T una sucesidén en E tales gue x 2y vy I It — 1.
|a} |al

* #* . .

Sea x € SE»tal que % (x®)=1l. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer gque (X )00 < 5

supone q A N E"

Entonces,

- K - K
K+1 = 1lim x { xw + 5 % Yy = lim bt w + ¢ xnll
N, -»a.M,_.20 i=1 Ny aaan 0 i=1 i
4 i~ 1 k.
k
= lim I« + 5 xqil
r
N, eeali 20 L= L
1 K
< K+l
por tanto,
4
lim hw + ¢ ®o =K+ 1.
nl,...,nkam i=1 «

Como E satisface la propledad (K-M), entonces (x )T 2s compacto
|l

ao -
en B y por lo tanto (x )1 posee una subsucesidn  convergente
|a}

E'.‘

(x ), ¥ ademas cualqguier subsucesidn de (¢ ) es convergentse ¥
™ ™
k k

como xn—f» . entonces R . Asi, hemos mostrado que E posee la
propiedad (H). =

Ahora, antes de dar nuestros préximos resultados necesita-
mos definir algunas propiedades.

DEFINICION 3, [251:

Sea E un espacio de Banach. Un conjuntc M < E se dice
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aproximativamente compacto si1 para cada

H"—vnH — inf { -yl = v € M 3},

el £

entonces (x ) es compactoc en M.
n

Un espacio de Banach E se dice gque satisface la propiedad

Efimov—-Stechkin, si para todo conjunto debilmente secuencialmen—

te cerrado es aproximativamente compacto.

DEFINICION 4:
Un espacio de= Banach E se dice que satisface 1la ropiedad

{s) s5i para cada (¢n)T < BE* Yy H € SE tales que ¢n(x)—»1 enton—

ces {¢ )00 es compacto en B_*,
n'1 E

Fanda y Kappor en [17] mostraron los siguientes resultados:

Sea E un espacio de Banach. Entonces:

E posee la propiedad de Efimov-5Stechkin

i}
&>
* .
#» tiene la propiedad (s5);
iil} 1 E =5 reflexivo, entonces E tiene la propiedad (s)
&>
* . . .
¥ tiene la proplisdad de Efimov-Stechkin.
L.F.Vlasov en [23] mostré gque si E es un espacio de Banach,
entonces

E posee la propiedad Efimov—5techikin & E es reflexivo vy
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Asi, (1ii) ¥ (v} v {1v) vy (v} nos muestran gque el reciproco

ol
n

las implicaciones de los teoremas = v 4, respectivamente, no

1y
I\

cumplen.

EJEMPLO 2:

Sea (£ L, ), 1<p<0 v ¥ € £ . Definimos en ¢ una nueva
P P P P
norma por
A
W i = x| o+ 0
1 P
1 2 ~ 2
donde i = (K 3% 42w} ¥ % = (0,2 ,...). Claramente I | satis—
face
b b = I x =20 x U
P P
para todo ¥ € £ y, por tanto Il . |l es una norma equivalente a
P
Holl en & . Probaremos gque E = (£, Wl . W )} posee 1la propiedad
P P P

de Efimov-5Stechkin, lo cual es equivalente a mostrar gque E satis
face la propiedad (H)}) y s reflexivo. Evidentemente tenemos gue
E es reflexivo, asi unicamente probaremos gue E satisface la pro

piedad (H). En sfecto, sean ¥ , # € { tales gue
n p
1

w
H o X 0y W M — W W
n n
Sin pérdida de generalidad podemos asumir gque Il x W =l » I =1
. n

puesto gue en caspo contrario normalizamos a 2 ¥y x.
n

Asi,

1 ~ 1 o~ .
| K | + o X Hp = |« | + 0l x Hp para todo n.

W 1 1 .
ComD X —pX, entonces ¥ — % ¥y por tanto
n n
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fAhora, como (£, .0 3, {i<p<ow} satisface la propiedad {H)
P P

LY LY

antonces X —ix, ¥ por tanto x —x. Asi hemos mostrado que E sa—
n n
tisface la propiedad Efimov-Stechkin y por tanto el duaal de
(Z{, U . ) satisface la propisdad {(s).
p .

Ahora mostraremos que E no posee la propiedad (K-M). En

efecto, Zonsideremos kxl, x = ﬂ = (1,0,..) ¥
=]
1
n - ey
: =._...__..=(i_},(},_,_,_:__.,'._;‘___},
n 1 ) 1 .
- - 1 - =1
kP kP
1
1 - =
Entonces, Il «x Il =1 y Il x Il =k P,
n
[
. @
Ademas, se cumple que Il x + 7 %0 = kK+1, pero {x )1 no es sub
n
i=1 i

conjunto relativamente compacto en E1 y asi E no pose= la propie

dad (K-Mj. =

Ahora introducimos la siguiente

DEFINICION 4:

El espacio de Banach E se dice que posee la propisdad
e . ©
o~ = = ® S_ vy {#x } < B 5 Qu
w{k—Mj} i para € Sg v { iy £ tales Que
"
. 1 '
llmﬂ . FiT o +4; ﬁn' =1,
nl...-K-b v= 1 L

entaonces (x )1 tiene una subsucesidén debilmente convergente.

TEOREMA 5:
*
Sea E un espacio de Banach. Entonces, si E tiene la propie
dad (s} y E tiene la propiedad w(kK-M) entonces E satisface la

propiedad {k-M).
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PRUEBA:

¢
Sean ® €e 5. yv {®x )} £ B_ tales gque

E rn1 E
i K
lim m N ox + z :{n = 1.

T, w200 i=1 i
1 K

FPor el tecrema de Hanh—Banach existe un f € SE* tal gque f{x)=1,

v como E posee la propiedad wi{k-M), existe una subsucesidn {(x )
™

k
»*
de {x ) tal qgue f(:—:n }—1. Como E posee la propiedad (s), enton
™
k
ces (x ) posee una subsucesidn convergente y por tanto E poses
™

k

la propiedad (K-PM). =

COROLARIO 1:
Sea E un espacio de Banach. 5i E poses la propiedad Efimov—
Stechkin y E tiene la propiedad (kK-M), entonces E satisface la

propiedad {(EK-M). =

COROLARIO &:

Sea E un espacio de Banach. 51,
i} E es reflexivao,
ii) E tiens la propiedad (s) vy
1iii)E¥ posee la propiedad w(kK-M)

entonces E* tiene la propiedad (K-M). =

Nétese que este corolario nos muestra bajo que condiciones

se cumple =l reciproco del ifeorema 5.

I. Mamicka ¥y R. Fheelps, {1&] introdujeron la propiedad

siguisnta:
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#*

4y

*
2a (fa) una red en E v f € E

*
% tales que Il f_ Il — Il f Il y fa—Eef

entonces | fa—f N —0.

Esta propiedad cuando tomamos sucesiones en E’.E en vez de
»
redes coincide con la propiedad {H) en E vy algunas veces se de—
»
nota esta Gltima propiedad como propiedad {H ). Afhora pasamos a

dar la siguiente

DEFINICION 5:

Sea E un espacio de Banach. Decimos gue el espacio E* posee
la propiedad (H*), si para toda sucesidon (fn) en E* vy T e E* ta—
les gue
f —af v fn I —it T 1l
entonces | fn—f I — O,

Un sspacio de Banach E con la propiedad gque toda TfTuncidn
continua y convexXa sobre un subconjuntoc abierto y convexo de E
es Frechet diferenciable sobre un G, —subconjunto denso en su do-—

&

minio es llamado un espacio de Asplund.

Decimos gue un espacio E tiene la propiedad de
Radon—-MNikodym {PRN)} cCon respecto a (Q,Z,u) si para toda medida
vectorial y—cantinﬁa F:Z—E de variacidén acotada existe un ¥ en
1

L'{E,u} tal gue

F(E) = f f du para todo E e Z.
E
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FPara mayor 1informacidn de la propiedad FRMN ss  recomienda

ver la monogratia de D.Van Dulst [7].

Mamioka vy FPhelps, mositraron quse si E posee  la propiledad
#* B . #*
{(H )}, entonces E 25 un espacic de Asplund y por tanto E csee
] [ od Yy ¥

la propiedad de Radon—Mikodym.

En la monografia de B.V.Dhulst, [7] encontramos la demostra-—

tadc siguiente:

fond

cidn del resu
Sea E un espacic de= Banach.

o * . . o

51 E poses la propiedad (H )

*
entonces E posee la PRM.

. - . e s
Sea E un espacio de Banach. 51 E poseese la propiedad {(K—M)

entonces £ poses la PREN. =

Yu Xin—tai en [27] demcstré:

*

Si1i E es un espacic LEUR

u

antonces E* tiene la propiedad (¥¥%)

¥
y por tamtc £ tiens la PRM. =

El resultado siguiente es ampliamente conocido, {(ver [&61 &

,..,
bd
e}
[T}
~
L]
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guiente rasultado:

TEOREMA 7:
*
Sea E un espacic de Banach. Si E* posee la propiedad (E-M)

entonces E as reflexivo. m

Ahora dejaremos planteado el siguiente,

PROBLEMA 2:
Se2ea E un espacio de Banach tal que E** posea la propiedad

wik-M). ; Es E reflexivo?.

Para finalizar este trabajo considero gue es posible la ob-
tencidén de nuevos resultados en la teoria de espacios de Banach
usando la propiedad (KM} v en cierta forma estoy trabajandc con

tal aobjetivo vy esperc pronito lograrlo.
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