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Resumen. En este trabajo primeramente estaremos interesados en en 
el estudio del Espectro Dindmico para sistemas no-aut6nomos en espa- 
cios de Banach de dimensi6n infinita. Aqui caracterizamos el Espectro 
Dindmico, lo cual es una extensi6n del Teorema de Sacker-Sell a1 caso 
de espacios de Banach de dimensi6n infinita . Tambikn definimos 10s 
exponentes de Lyapunov, 10s cuales miden la rata de descaecimiento 
de las soluciones de una ecuaci6n diferencial lineal . Luego estudiamos 
la relaci6n entre el Espectro DinAmico, 10s subfibrados espectrales aso- 
ciados con 10s correspondientes intervalos espectrales y 10s exponentes 
de Lyapunov. Estos problemas son tratados de manera unificada desde 
el punto vista de Skew-Product Semiflow Lineal. Finalmente presenta- 
mos algunos ejemplos de Skew-Product Semiflow Lineal que aparecen 
de manera natural en el estudio de ecuaciones diferenciales funcionales 
y ecuaiones parciales parab6licas que dependen del tiempo. 
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En este trabajo caracterizaremos el Espectro Dinimico para ecuaciones diferenciales lin- 
eales no aut6nomas en espacios de Banach, en tal sentido usaremos 10s conceptos de 
Skew-Product Semiflow ' y Dicotomia Exponential para definir el espectro dinimico. Es- 
tos conceptos juntos han sido estudiados ampliamente por Sacker-Sell [14] en el caso de 
Espacios de Banach de dimensi6n finita. 

Para ser mAs claro en la exposici6n de este trabajo haremos primeramente un modesto 
resumen de algunos hechos en el caso de Espacios de Banach de dimensi6n finita. 

1.1 Caso Finito Dimensional 

Sea X un espacio de Banach de dimensi6n finita y O un espacio topol6gico de Hausdorff. 
Consideremos el fibrado vectorial trivial (E, O, P )  donde I = X x O y P es la proyecciiin 
natural sobre O: 

P-l(e) = xg = x x {e l  e E o (1.1) 

Definici6n 1.1 Un flujo .rr en I se dice que es un Skew-product flow si se puede 
representar de la manera siguiente: 

'Una traducci6n aproximada a1 espaiiol de este concept0 seria: Producto Cruzado de Semiflujos o 
Producto Diagonal de Semiflujos 



donde u(0,  t )  = 0.t es un flujo en 0. 
n se dice Skew-product flow lineal, si 4 es lineal en x. Esto significa: 

donde @ ( d ,  t  ) : Xe -+ Xeet es lineal; en este caso escribamos simplemente n = (@, 0).  

Es fiicil probar lo siguiente: 

(a) @ ( O ,  0) = I -  la identidad en X 

(b) @ ( B ,  t )  es continuo en (8,  t )  

Asi pues que: 
@-ye ,  t )  = @ ( k t ,  - t )  

(d) dzmXe = dimXe.t, t  E R 

ver referencia [ll], [12], 1131. 

Los skew -product flows aparecen de manera natural en el estudio de ecuaciones difer- 
enciales lineales no aut6nomas en diferentes formas: 

Ejemplo 1.1 Consideremos la siguiente ecuaci6n diferencial lineal aut6noma. 

x ( t )  = Ax( t ) ,  t  E R 

donde A es una matriz constante de dimensi6n n x n. 

Si ponemos O = { A ) ,  @(B,t)  = eAt, X = Rn, 6J.t = A  

n ( x , d , t )  =(@(O,t)x,O.t),  B E  O x E X ,  t  E R, 

entonces n es un Skew-Product Flow Lineal en E = X x O = Rn x { A ) .  

Ejemplo 1.2 Consideremos la siguiente ecuaci6n diferencial lineal no aut6noma 

donde A ( t )  es una matriz de dimensi6n n x n que depende de t y supongamos que la 
ecuaci6n (1.5) tiene soluci6n h i c a  definida en R. 

Sea T ( t ,  s )  el operador de evoluci6n definido por la ecuaci6n (1.5). Esto significa lo 
siguiente: 

(a) T ( s ,  s )  = I -  la matriz identidad 



(c) %$ = A(t)T(t, s) 

(d) T( t ,  s) es continua en (t, s). 

Si ponemos O = R, 8.t = 8 + t y Qi(8,t) := T(t + 8,8), t E R, 8 E O 
entonces T,  dado por 

T(X, 8, t )  = ( q e ,  t ) ~ ,  8.t) 

es un skew-product flow en Rn x O = Rn x R. 

Por otra parte la ecuaci6n (1.5) puede ser transformada en una ecuaci6n aut6noma 
aumentando la dimensibn del espacio de fase y escribiendo 

Mientras esta construcci6n es ciertamente vblida, algunos defectos inherentes son ev- 
identes cuando uno intenta aplicar las Teorias de sistemas dinbmicos. Por ejemplo en 
el sistema dinbmico resultante no hay puntos fijos, no hay soluciones peribdicas, no hay 
soluciones acotadas y en efecto todos 10s conjuntos limites son vacios. 

Es importante apuntar aqui que el eminente profesor Lasalle en (1962) indic6 que 
se necesitaba una construcci6n menos trivial que la antes mencionada para estudiar 
ecuaciones diferenciales no aut6nomas y en general procesos que dependen del tiempo 
o t amb ih  llamados sistemas evolucionarios por Sacker-Sell [14]; por supuesto esta nueva 
tCcnica es el Skew -product flow. 

Pero si nos percatamos que el Skew-product flow definido por (1.6) corresponde con 
el flujo dado por la ecuaci6n (1.7) estaremos en presencia de un Skew-product flow muy 
pobre en propiedades. En este caso el espacio base O = R no es acotado; esto nos indica 
que debemos adicionar algunas propiedades a1 espacio base O en la Definici6n 1.1. 

De hecho, nosotros asumiremos que O es un espacio topol6gico de Hausdorff 
compacto. En este caso esto equivale a pedirle algunas condiciones extra a la funci6n 
A(t). Por ejemplo podemos assumir una de las siguientes condiciones: 

(a) A(t) es uniformemente continua y acotada. 

(b) A(.) E LY,(R, RN2), 0 5 p < m y las condiciones (a) y (b) de la Proposici6n 1.2 
valen. 

Para ser mbs claro en esta parte tenemos que hablar acerca del Hull de A( . ) :  
Definamos '& = C ( R ,  Rn2) el espacio de las funciones continuas que van de R a Rn2 

con la topologia de la convergencia uniforme sobre conjuntos compactos de R, la cual es 
equivalente a la topologia dada por la mdtrica pl siguiente: 



donde 
Pk(A, B )  := sup{lA(t) - B(t)l : -k 5 t 5 k) 

Ahora el Hull de A E 7; se define como sigue: 

donde A,(t) := A(t + s ) ,  para t ,  s E R, y cl denota la clausura de { a  -1. 
Proposici6n 1.1 Sea A E q. Entonces H(A) es compacto si, y s6l0 si A es acotada y 
unifomemente continua en R. Ver referencia [13] 

Ahora estamos listos para darle un buen Skew-product flow a la ecuaci6n (1.5) . 
S i  H(A) es compacto en y ponemos: 
O := H(A), 8.t = B.t = B,, 8 = B E 0,  y G(8,  t )  = G(B, t )  es la matriz fundamental 

del sistema 

entonces 
W(X, 8 ,  t )  = ~ ( x ,  B ,  t )  := (+(B, t )x ,  Bt)  

es un Skew-product flow en Rn x 0 = Rn x H(A). 

Observaci6n 1.1 El Skew-product flow dado por (1.8)  goza de las propiedades sigu- 
ientes: 
( 1 )  Tiene soluciones acotadas 
( 2 )  Tiene soluciones peri6dica si A(.) es peri6dica 
( 3 )  Tiene conjuntos limites 

Un caso particular del Ejemplo 1.2 es el siguiente 

Aqui A(t) = tan-'(t) E 7; el espacio de las funciones continuas de R?, en R?,. 
En este caso el Hull de A(.) es dado por 

H(A) = { - x / 2 , ~ / 2 ,  tan-'(t + T )  : T E R?,) 

Observaci6n 1.2 En muchos problemas la funcih A : R -+ Rn2 no tiene porque ser 
continua; por ejemplo A(.) puede pertenecer a1 espacio 

de las funciones medibles segun Lebesgue que van de R a Rn2 las cuales pertenecen a 
LP(K, K"') para todo compacto K de R, equivalentemente 



para cada compacto K de R, donde p es la medida de Lebesgue. 
Podemos dotar a T2 la topologia dada por la mhtrica p2 siguiente: 

donde 
k 

?,(A, B)  := {/ IA(t) - ~ ( t ) l '  dp}'" 
-k 

Proposici6n 1.2 Sea A E 3. Entonces H(A)  es compacto si, y sdlo si 

para t E R, y 

(b)  Para todo E > 0 existe 6 > 0 tal que 

si ( h J  5 6 y t E R .  Ver referencia [13] 

En el caso de.la Proposici6n anterior, tambidn podemos definir un Skew-product flow con 
el espacio de base O = H(A) compacto e invariante bajo el flujo a (B ,  t )  = Bt para B E 0. 

Ejemplo 1.3 Este ejemplo es muy importante porque muestra la relaci6n entre una 
ecuaci6n diferencial no lineal aut6noma y su ecuaci6n variacional alrededor de un conjunto 
invariante O; este conjunto O puede ser: una 6rbita peribdica, una 6rbita homoclinica, 
un atractor, etc. 

Consideremos la ecuaci6n diferencial siguiente 

Supongarnos que f es lo suficientemente suave de tal manera que la soluci6n de (1.10) 
sea h i c a .  Si O es un conjunto compacto invariante bajo la soluci6n de la ecuaci6n (1.10), 
entonces en O ~odemos  definir un flujo ~ ( 4 ,  t )  = 4.t, 4 E O, t E R , generado por esta 
ecuaci6n. 

Para cada 4 E O, consideremos la ecuaci6n variacional de (1.10) alrededor de la 
soluci6n 4.t 

donde A(4.t) := D f (4.t). 
Si a(4, t )  denota la matriz fundamental de (1.11) con a(4,O) = I, entonces la apli- 

caci6n a : Rn x O x R + Rn x O dada por 



a(x,  9, t )  = (@(el t)x, 9.t) 

es un Skew-Product Flow Lineal en el fibrado vectorial trivial I = IRn x O. 

Una vez mbs consideremos a = (@,a) un Skew-Product Flow Lineal en el fibrado 
vectorial trivial I = En x O donde O es compacto. Para cada n ~ m e r o  real X definimos 
el Skew-Product Flow trasladado a x  mediante 

a x  = (GAY a), @x(9, t )  = emXt@(6', t )  

para t E IR, 9 E O, y 10s conjuntos siguientes: 

Sx := {(x,O) E I : 11@A(9,t)xll + 0, cuando t + +m} 

UX := {(x,9) E I : 11@A(9, t)xll + 0, cuando t + -m} 

Los conjuntos Sx y UA son subconjuntos invariantes bajo a y son llamados las var- 
iedades estables e inestables respectivamente. Mbs aun la fibras Sx(9) y Ux(9) son sube- 
spacios lineales de IRn para todo 9 E O. Estaremos interesados en aquellos X E IR tales 
que Sx y Ux son complementarios: 

s 4 9 )  n u @ )  = (0) Y IR" = Sx(9) +ux(9)  (1.12) 

para todo 9 E O. Como veremos mbs adelante la condici6n (1.12) puede ser expresada en 
tCrminos de la dicotomia exponencial del Skew-product flow a x =  (ax, a ) .  

El conjunto resolvente de a,  es p = p(O) el cual se define mediante: 

p(O) := {A E IR: (1.12) vale } 

= {A E IR : a x  tiene dicotomia exponencial) 

El espectro de a, C = C(O) es el complemento de P(O) : C = IR \ p. 
Ahora estamos en condiciones de enunciar dos teoremas de Sacker-Sell, 10s cuales va- 

mos a generalizar a espacios de Banach de dimensi6n infinita en este trabajo. -Para ser 
mAs precis0 en el enunciado de estos teoremas, escribiremos algunos resultados y nota- 
ciones preliminares: 

(a) C(O) es un conjunto compacto y no vacio contenido en [-a, a]. 

(b) Consideremos {Ao < X I  < Xz < - A,} c p(O) tal que Xo < -a y a < A, 

(d) Vi = Vi(0 )  = Sxi(0) n Uxi-, (0) 
es un subfibrado invariante bajo a de I. 

(e) a' es la restricci6n de a a Vi y Xi(@) es espectro de (V,, a') sobre O. - 



Teorema 1.1 (Teorema 1 de [ Id] ) .  Las siguientes proposiciones son vailidas: 

donde 

C ( 9 )  c [--a,a],  {Ao < X 1  < . . - X m ) C p ( 0 )  con X o  < -a, a <  A, . 

son subfibrados vectorial de & = Bn x O. 

De manera de obtener m 6  informaci6n acerca del espectro dindmico debemos asumir 
ademds que el conjunto base O es conexo. 

Teorema 1.2 (Teorema 2 de [Id]). Si O es invariante, conexo y compacto, entonces el 
espectro C ( O )  es la unidn disjunta de un  ndmero finito de intervalos compactos, es decir 

donde 1 5 k 5 n. 
Mds aun, si ( x ,  8 )  E V; ,  donde V;  es dado en el Teorema 1.1, entonces 

1 
lim sup - In IIQ(9, t )x I )  E [a;, b;] 
t - + f m  t 

1 
lim inf - In IIQ(9, t)xII E [a;, b;]. 
t + f w  t 

Observaci6n 1.3 En el caso del Ejemplo 1.3 el espectro viene dado por: 

C = {A  E B : x' = (A (9 . t )  - XI)x  tiene soluci6n no trivial acotada para alglin 9 E 8 )  

Ahora mencionaremos 'algunos hechos en el caso de espacios de Banach de dimensi6n 
infinita. 



1.2 Caso Infinito Dimensional 

Nuestra meta en este trabajo es, fundamentalmente, generalizar 10s Teoremas 1.1 y 1.2 
a1 caso de espacios de Banach de dimensi6n infinita (ecuaciones diferenciales lineales no 
aut6nomas en espacios de Banach). Unas de las mayores dificultades que podemos encon- 
trar aqui es que algunas de las soluciones de una ecuaci6n diferencial lineal en dimensi6n 
infinita no tienen extensiones definidas para t 5 0, o las extensiones no son necesaria- 
mente linicas, por eso debemos tener cuidado en la definici6n de dicotomia exponencial 
de tal manera que la variedad inestable quede bien definida . En este caso no tendremos 
un flujo, sin0 un Skew-Product Semiflow T : E x R+ -t E, seglin Definici6n 2.1, donde 
E = X x 0, X es un espacio de Banach, O es un espacio topol6gico de Hausdorff compacto 
y T es dado por: 

~ (x ,8 , t )= (@(8 , t )x ,B . t ) ,  t > 0 ,  X E X ,  ~ E O  

El fibrado vectorial E = X x O es usualmente llamado Fibrado Vectorial de Banach. 
El siguiente Teorema es una generalizaci6n del Teorema 1 .l, pero con la severa re- 

stricci6n de que @(B, t)  sea un operador lineal completamente continuo para t > r > 0. 

Teorema 1.3 (Teorema 2.6 [9]). Asumamos que O es compacto, conexo e invariante, 
contiene un punto fijo o una orbita cerrada de a. Si T es completamente conti,nuos para 
t 2. r > 0, entonces el espectro C(O) tiene una de las siguientes formas 

(A) C(0)  = 0 

(B) C(O) = uf.,[a;, b;], para algzin natural k 

para algzin natural k, donde 10s intervalos son no vacios y disjuntos y {a;), {b;) son 
sucesiones finitas de nzimeros reales crecientes con a; 5 b;. 

La demostraci6n del siguiente Teorema se reduce a1 caso de dimensi6n finita. 

Teorema 1.4 (Teorema 2.8 de [9]). Asumamos que T = (@,a) es un jh jo  y O es com- 
p a c t ~ ,  conexo e invariante, entonces 

(A)  C(O) es diferente de vacio y compacto, consecuentemente la unidn disjunta numer- 
able de intervalos compactos. 

(B) si T es completamente continuo, entonces C(O) es la unidn finita de intervalos com- 
pactos disjuntos C(O) = ~ , k _ ~  [a;, b;] . 



Observaci6n a 10s Teoremas 1.3 y 1.4. 

En el Teorema 1.3 las hip6tesis de compacidad y de que el flujo 0 contenga un punto fijo 
no son necesarias. 

La parte (A) del Teorema 1.4 se prueba de la misma manera que en el caso de dimensi6n 
finita y la parte (B) se sigue del hecho se que si T es un flujo completamente continuo, 
entonces la dimensi6n de X es finita, lo cual nos pone en las condiciones del Teorema 1.2. 

Para terminar esta modesta introducci6n presentaremos algunos ejemplos que dan lu- 
gar a la aparici6n de Skew-Product Semiflow en espacios de Banach de dimensi6n infinita. 

Ejemplo 1.4 Consideremos la ecuaci6n diferencial no aut6noma 

en el espacio de Banach X, donde A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuerte- 
mente continuo de operadores lineales en X y B(t)  E L(X) es fuertemente continuo con 
IIB(t)ll < M para t E R. Por ejemplo, si cp(t), t E R, es una soluci6n globalmente 
definida de la ecuaci6n diferencial 

que toma valores en un subcojunto compacto K de X, donde F es diferenciable seglin 
Frechdt, entonces B(t)  = DF(cp(t)) es un operador lineal acotado para todo t E R. 
Procediendo como en el Ejemplo 1.2 podemos ver que la ecuaci6n (1.13) genera un Skew- 
product semiflow lineal, donde el espacio de base O = HuZl(B); ver por ejemplo Sacker- 
Sell [15], Henry [7] y Pazy [lo]. 

El siguiente ejemplo es mis general ya que como es fdcil de ver incluye a todos lo 
ejemplos anteriores. 

Ejemplo 1.5 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales 

donde x(t) E X, O es un espacio topol6gico compacto de Hausdorff el cual es invariante 
bajo el flujo ~ ( 4 ,  t )  = e.t, B(0) E L(X) para 8 E O y para todo x E X la aplicaci6n B(.)x 
es continua. En la Secci6n 4 probaremos que la ecuaci6n (1.15) genera un Skew-Product 
Semiflow n = (a, 0) dado por: 

donde T(t) es el semigrupo generado por A. 

Construcciones similares de Skew-Product Semiflow son posibles en el estudio de ecua- 
ciones parciales, ver Henry [7] , Hale [3], Chen-Hale [I] , para ecuaciones funcionales ver 
Hale [2] , Magalhiies [9] y Lizana [8]. 



2 Preliminares 

En esta secci6n presentaremos algunas definiciones, notaciones y resultados acerca de 
Skew-Product Semiflow en espacios de Banach 10s cuales seran utilizados en las secciones 
siguientes. 

2.1 Skew-Product Semiflow Lineal 

Ahora presentaremos lo que a nuestro juicio serd la definici6n central de este trabajo. 

Definici6n 2.1 Consideremos E = X x O donde X es un espacio de Banach fijo (el 
espacio de estados) y O un espacio topol6gico de Hausdorff compacto. ~ s u h a m o s  que 
a (0 , t )  = O.t es un flujo en 0, equivalentemente, la aplicaci6n (0, t)  -, O.t es continua, 
0.0 = 0, y B . ( s + t )  = (d.s).t ,  para todo s , t  E lR. 

Entonces llamaremos Skew-Product Semiflow Lineal T = (a, a) en E = X x O a 
una aplicaci6n T(X, 0, t )  = (@(0, t)x, O.t) para t 2 0, con las siguientes propiedades: 

(1) @(0, 0) = I, el operador identidad en X, para todo 0 E O 
(2) lim,,o+ @(B, t)x = x, uniformemente en 0. Esto significa que para todo x E X y todo 
E > 0 existe un S = 6(x, E) > 0 tal que IIa(0, t)x - xll < E , para todo 0 E O y 0 5 t 5 6. 
(3) @(0, t )  es un operador lineal y acotado de X en X que satisface la identidad circular: 

(4) para todo t 2 0 la aplicaci6n de E en X dada por 

(x, 0) -, w, t)x 

es continua. 

Las propiedades (2) y (3) implican que para cada (x,0) E E el operador soluci6n 
t -, Q(0, t)x es continuo a la derecha para t 2 0. En efecto : 

lo cual va a 0 cuando h va a O+.  

Nosotros utilizaremos el funcional a de Kuratowski, el cual es un medida de nocom- 
pacidad, para introducir la definici6n de Skew-Product Semiflow Uniformemente a - 
Contractivo. 

Definici6n 2.2 Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto acotado de X .  Entonces 
definimos 

a (A)  = inf {d : A tiene un cubrimiento finito de conjuntos de diametro < d). 



El funcional de Kuratowski posee las propiedades siguientes: 
(A) a(A) = 0 si, y s610 si CIA es compacta. 

(B) a (A U B) = max[a(A), a(B)] 

(C) a (A  + B) 5 a(A)  + a(B). 

(D) a(C1A) = a(A)  

(E) a(A) 5 a(B) siempre que A c B.  

(F) a(A)  5 dzamA. 

(G) Sea At una familia de conjuntos acotados no vacios definida para to < t < ca con 
At c A, siempre que s 5 t. Si a(At)  -+ 0 cuando t -+ oo, entonces nt,t,At es no vacio y 
compacto. 

(H) Si L : X -+ X es un operador lineal acotado, entonces a(LA) 5 IILlla(A). Ver Hale 

[3l- 

Para todo subconjunto F c & definimos la fibra 

F(e) := {x E X :  (x,8) E F), 8 E O. 

Asi &(8) = X x { B ) ,  6' E O. Si U C O, entonces definimos 

Tambikn definimos &, = {(x, 8) E E; x = 0) y EM = {(x, 8) E E : llxll 5 M). Si F c EM 
para a l g h  M positivo, entonces definimos 

Definici6n 2.3 Un Skew-Product Semiflow Lineal x = (Qi, a) se dice que es uniforme- 
men t e  a-contractivo si para cada conjunto acotado 

existe una funci6n k con k(t) -+ 0 cuando t -+ oo tal que 

Si x es uniformemente a-contractivo, entonces se sigue que a m ( x ( F ,  t ) )  5 k( t )am(F) ,  
donde am esta definida por (2.3). 



Observaci6n 2.1 Ejemplos de Skew-Product Semiflow uniformemente a-contractivos 
pueden ser encontrados en [3] .  Una situaci6n tipica es cuando a ( 8 ,  t )  manda conjun- 
tos acotados en conjuntos compactos para t > T 2 0.  Otros ejemplos ocurren cuando 

= a, + a, donde a, manda conjuntos acotados en conjuntos compactos para t > T y 
119,(8, t)JI 5 ke-of para t 2 0 donde P > 0 y k 2 1 son independientes de 8.  
La teoria que presentamos aqui se extiende ficilmente a fibrados vectoriales mis  generales 
10s cuales son localmente el product0 de espacios. Un Fibrado Vectorial de Banach 
E con fibra X sobre un espacio base O y proyecci6n p es denotado por ( & , X , O , p ) ,  o 
simplemente &, y se define como sigue: 

( 1 )  X es un espacio de Banach y O es un espacio de Hausdorff compacto. , 

(2) La aplicaci6n p : E -+ O es continua. 

( 3 )  Para todo 6' E O ,  p -1 (8 )  = E ( 8 )  es un espacio de Banach, a1 cual nos referimos como 
la fibra sobre 8.  

( 4 )  Para todo 6' E O ,  existe un entorno abierto U de 6' en O y un homeomorfismo 
T : p - l ( U )  -+ X x U tal que para todo 7 E U, p-I es enviado sobre X x ( 7 )  y 
T : p-'(7) -+ X x ( 7 )  es un isomorfismo lineal. 

( 5 )  La norma ) I  - I( = 11 - Ils en la fibra p- l (8 )  varia continuamente en 8.  Podemos usar 
la notaci6n de coordenada local ( x ,  8 )  para denotar un punto tipico en E. Esto es una 
manera abreviada de referirse a la propiedad ( 4 )  anterior. 

2.2 Proyectores y Subfibrados 

Una aplicaci6n P : & -+ & se dice que es un proyector, si P es continua y tiene la forma 

P ( x ,  8 )  = ( p ( 8 ) x ,  8 ) ,  donde p(8 )  es una proyecci6n lineal y continua en la fibra I ( 8 ) .  
Para cada proyector P definimos 10s espacios rango y nulo respectivamente mediante 

N = N ( P )  = { ( ~ , e )  E E : P ( ~ ) x  = 0 )  

La continuidad de P implica que las fibras R ( 8 )  y N ( 8 )  varian continuamente con 8.  
Esto tambidn significa que p(8 )  varia continuamente en la topologia uniforme del espacio 
de operadores lineales y continuos L ( X ) .  El siguiente resultado es elemental y puede 
encontrarse en Sacker-Sell [15].  

Lema 2.1 S i  P es  un proycctor e n  I ,  entonces R y N s o n  subconjuntos cerrados de 
& con las  siguientes propiedades 

R ( 6 )  n N = {O),  R ( 8 )  + N ( 8 )  = I ( 8 )  para todo e E O. 



B t  := {(x, 8) E M : (x,8) tiene una linica continuaci6n negativa acotada 4) 

B- := {(x, 8) E M : algunacontinuaci6n negativa 4 de (x, 0) satisface sup,<o - 1 1  q5"(t)ll < 
0 1  

S : = { ( X , ~ ) E E : I I Q ~ ( B , ~ ) X ~ ~ - - , O  cuando t +CO) 

El conjunto U es el conjunto inestable, S es el conjunto estable y B es el conjunto 
acotado. . 
Observaci6n 2.2 La teoria descrita aqui, permite considerar el caso cuando el operador 
lineal @(B, t )  no es inyectivo para alglin t 5 0 , equivalentemente, Qi(8, t )  puede tener 
el espacio nulo no trivial. Esto implica que un punto (x, 8) E E puede tener mbs de un 
continuaci6n negativa. Es ficil ver que si Qi(8, t )  es inyectivo para todo t > 0 , entonces 
toda continuaci6n negativa es linica. El conocimiento de las continuaciones negativas 
es un problema importante en el estudio de ecuaciones deferenciales parciales; ver por 
ejemplo, Temam [19]. 

Para (x,B) E B t  denotaremos por @(By  t)x, t 5 0 a la linica continuaci6n negativa 
y acotada correspondiente; esto define un extensi6n de la aplicaci6n Qi. Es claro que para 
todo 8 E O la fibra B L ( ~ )  es un subespacio lineal de E(B), y @(el t).x es lineal en x para 
cada t 2 0, equivalentemente, @(By t )  es un aplicaci6n lineal de Bt(B) en Bt(8.t)  para 
t > 0. 

Mbs aun, la identidad circular 

es vblida para todo (x, 8) E B i .  

Un Skew-Product Semiflow a(x ,  8, t )  = (Qi(8, t)x, 8.t) se dice que es Debilmente 
H ipe rbd i co  en E = X x O, si a es uniformemente cr -contractive y el conjunto acotado 
B es trivial, eq., 23 = &. 

2.4 Dicotomia Exponencial para Skew-Product Semiflow 

Un proyector P en E se dice que es invariante si satisface la siguiente propiedad de 
conmutatividad 

Diremos que un Skew-Product Semiflow a en E tiene una dicotomia exponential 
sobre  un  conjunto invariante 6, donde 6 c O, si existen constantes k 2 1, P > 0, 
dimRango(I - ~ ( 0 ) )  < m y Rango(I - ~ ( 8 ) )  c B;(8) para cada B E 6,  y valen las 
siguiente desigualdades : 



Proposici6n 2.1 S i  x es un Skew-Product Semi f low Lineal e n  & = X x O el cual ad- 
m i t e  u n a  dicotomia exponencial sobre O, entonces se t iene que B = lo y x es  debilmente 
hiperbo'lico. ve r  [I 51 

Observaci6n 2.3 En el caso de espacios de Banach de dimensi6n finita, 10s qistemas no 
aut6nomos son reversibles en t y tambikn el Skew-Product Semiflow Lineal x. Entonces 
se tiene la siguiente identidad p(9.t) = +(9,  t )p(9)+-1(9 ,  t ) .  En este caso la dicotomia 
exponential puede ser expresada en la forma siguiente : 



3 El Espectro Dindmico 

Consideremos x = (+,a) un Skew-Product Semiflow en I .  Entonces para cada X E lR 
definiremos el semiflujo trasladado como sigue : 

Claramente, si x es uniformemente CY - contractivo, entonces xx es uniformemente CY - 
contractivo para X >_ 0. 

Proposici6n 3.1 Los conjuntos U y S son positivamente invariante bajo x y 10s conjun- 
tos U, S n M, y U son invariante bajo x. MEis aun, estos conjuntos son 3ubfibrados 
vectoriales de & con las fibras: 

U(0), S(0),  y M ( 0 )  son subespacios de &(0) para 0 E O 

De la proposici6n anterior se tiene lo siguiente: existen proyectores Ps, Pu, y PM 
tales que 

R(Ps)  = S, R ( P u )  = U, R(PM) = M 

as aun M '  

como la suma de Whitney de dos subfibrados. 

Observaci6n 3.1 Siempre que x admita una dicotomia exponencial sobre 6 tendremos 
las siguientes igualdades 

Sea 6 un subconjunto invariante de O bajo el flujo a. El resolvente p (6)  de 6 bajo 
el Skew-Product Semiflow x se define como sigue: 

p (6)  = {A E lR : x~ admite una dicotomia sobre 6) 

y el e spec t ro  dindrnico o simplemente el espectro C ( 6 )  de 6 bajo x corno sigue ~ ( 6 )  = 

J-2 \ ~ ( 6 ) .  
El siguiente Lema serii la clave en la demostraci6n del Teorema que caracteriza el 

espectro diniimico 



Lema 3.1 Sea 6 u n  subconjunto compacto, conezo e invariante de 0. S i  X E p ( 6 ) ,  en- 
tonces -existe u n  n6mero entero no negativo k tal que 

(3) .lrx es a- contractivo un i f omemen te  en O 

donde ~ ( 6 1 ,  Sx,  Bx y 23, son definidos como en 2.5' con respecto de rx 

Demostraci6n 
Se deduce directamente de 10s Teoremas B y C de [15] 

Lema 3.2 Sea 6 u n  subconjunto compacto invanante de O y X E R. La s igkente  afir- 
macio'n es vcilida: 

Si J I Q A ( B ,  t)l] -t O cuando t -t m para todo 0 E 6 ,  entonces X E p ( 6 ) ,  ~ ( 6 )  (-m, A ) ,  
y S, = I ( @ )  para todo ,u >_ A. 

Demostraci6n 
Para cada 0 E 6 ,  existe T(0)  > 0 tal que 11@A(8, t)ll < i, t > T(8) .  Consideremos x con 
llxll = 1. Por la continuidad de Q x ( 8 ,  t ) x  con respecto a 0 existe un entorno N,(B) de 0 
tal que 

1 
I I @ ~ ( ~ ' , T ( O ) Z I I  < e E 6. 

De la compacidad de 6 se sigue : 

Pondremos Tj  = T(e,), j = 1,2,..-m. 
Usando en Teorema de la acotaci6n uniforme de Banach-Steinhaus obtenemos que 

Ahora fijemos T 2 0 y considerernos 0 E 6 .  Entonces 0 E N,(B,,) para algfin jl y 
I l@x(e,  T j l ) x ( (  < i. De la misma manera B.Tj, E N,(ej2) para a l g h  j2,  y 



Se continlia con este proceso hasta obtener : 

Dado que lTl < 7 < t y 0 5 t - 7 < T, obtenemos 

donde u = 2 In(!) > 0. Por lo tanto, hemos obtenido lo siguiente * 

dado que k y u no dependen de x, obtenemos que 

Desde este punto la demostraci6n se sigue exactamente de la misma manera que la del 
Lema 4 en [14] (en el caso de espacios de Banach de dimensi6n finita). 

Lema 3.3 Sea 6 un subconjunto compacto e invariante de 0.  Entonces el resolvente 
p (6)  es abieito. 

Mhs aun, 

si A E p(6), entonces ( 6 )  = ( 6 )  y a (6 )  = up(&) 

para todo p en un entorno de A .  

Demostraci6n 
Fijemos X E ~ ( 6 ) .  Por la definici6n de p(6) ,  se tiene que a* adrnite una dicotomia 
exponencial sobre 6. Por lo tanto, existe un proyector P : ~ ( 6 )  -+ ~ ( 6 )  y constantes 
positivas k y 0 tales que dimRango(I - ~ ( 0 ) )  < ca, Rango(I - ~ ( 8 ) )  C B;(B) para todo 
B E 6, y las siguiente desigualdades son vilidas 

B ~ I  - p < k t ,  t < O, B E 6 
Afirmaci6n. Si IA - pl < u y u = 012, entonces 



En efecto, (a) puede ser probado de la misma manera que en el caso de espacios de Ba- 
nach de dimensi6n finita, ver Lema 5 en [14]. Para demostrar (b) debemos observar 10s 
siguientes hechos: 

qP es una continuacihn negativa de (x, 0) con respecto a T si, y ~610 si e-AtqP es una 
continuaci6n negativa de (x,0) con respecto a TA. 

MA = {(x, 0) E E : (x,0) tiene una continuaci6n negativa e-At4"(t)) = M 

a , ,  = {(x, 0) E M : (x,9) tiene una linica continuaci6n negativa acotada 4 c.r.de T A )  

. 
= {(x, 9) E M : (x, 9) tiene una linica continuacibn negativa acotada de la forma 

e-'%(9, t)x). 

Por lo tanto, obtenemos: 

para cada 9 E 6. Por lo tanto p E p(6); equivalentemente, p(6)  es un conjunto abierto de 
R. Mbs aun la dicotomia exponencial de TA y T, tienen el mismo proyector P. Entonces 
de la Observaci6n 3.1 obtenemos lo siguiente: 

para todo p tal que lp - XI  < a. 0 

Lema 3.4 Sea 6 un subconjunto compacto e invariante de O. Entonces el espectro ~ ( 6 )  
es un subconjunto cerrado de R y eziste a > 0 tal que, si X > a, entonces X E p(6)  y 
sA(6) = ~ ( 6 ) .  

Demostraci6n 
Por el Lema anterior ya sabemos que ~ ( 6 )  es cerrado. 
Afirmaci6n. Existe h > 0 tal que 

En efecto, para un ~rop6sito de contradicch,  asumiremos que este no es el caso. Entonces 
existen sucesiones 9, E O, t, > 0 con t, -+ 0 cuando n -+ m y ll@(B,,t,)ll > n. El 
Teorema de la acotaci6n uniforme implica que existe x E X tal que [ [@(On,  t,)xlJ es no 
acotada. Pero esto contradice el hecho de que limt,,,+ @(9, t)x = x uniformemente en 
0 E 0. Por lo tanto, k < m. Dado que @(9,0) = I, entonces k 2 1. 



Definamos 1 

Todo t 2 0 puede ser escrito como t = n h  + 7 para a l g h  entero n 2 0 y 0 5 7 5 h. 
La identidad circular (2.1) implica que 

Si X > a,  entonces 

I l @ A ( W l l  I ke 
(a-A)t 

--t 0 cuando t -t +m . 
para cada B E 6.  Entonces por el Lema 3.2 tenemos que ( a ,  m)  c p ( 6 ) ,  lo cual es 
equivalent, a ~ ( 6 )  c ( - m , a ]  ~ ~ ( 6 )  = E ( 6 ) ,  X > a. 

Lema 3.5 Sea 6 un  subconjunto compacto e inva7iante de 0. Consideremos X I ,  X2 E 
p(6) con XI < X 2 .  

Demostraci6n 
Como X I ,  X2 E p(O),  entonces existen proyectores PA,, PA, y constantes positivas k y P 
tales que: 

l l @ A ( e ,  t)px(fl)ll I ke-Ot, t 2 0 

para cada B E 6 ,  con X = X I ,  oX2, y dimRango(1 - pA(8))  < m y Rango(1 - J I A ( B ) )  c 
B;(B) para todo B E 6.  ~ s t o  con el Lema 3.3 implican que 

De aqui el resto de la demostraci6n se sigue como en el caso de espacios de Banach de 
dimensi6n finita,ver [14]. 

Proposici6n 3.2 Sean A, B y C subespacios de X .  Si C C A, entonces 

Proposici6n 3.3 Si X I ,  X2 E P(6) y X1 < X2, entonces 



Demostraci6n 
Por simplicidad usaremos la siguiente notaci6n SA := ~ ~ ( 6 )  y UA := ~ ~ ( 6 ) .  
Es fdcil demostrar la siguiente propiedad : 

de la Observaci6n 3.1 sabemos que 

Por lo tanto, de la proposici6n anterior se sigue que 

Entonces 

~ ( 6 )  = UA, + SA, = UA, + SA, + UA, n sx2 
0 

El siguiente Lema es el andlogo a1 Lema 9 para el caso de espacios de Banach de 
dimensi6n finita demostrado por Sacker-Sell en [14]. En la prueba de Lema 9. de [14] se 
usa el hecho de que las dimensiones de U y S son finitas. Como estamos trabajando en 
espacios de Banach de dimensi6n infinita U y S pueden tener dimensiones infinitas. Pero 
el Lema 2.3 nos permite trabajar con la codimensi6n de S en lugar de su dimensi6n. 

Lema 3.6 Sea 6 u n  subconjunto compacto, conezo e invariante de O. Consideremos 
X I ,  X2  E p(6)  con X1 < X 2 .  Entonces 10s siguientes enunciados son equivalentes 

(A) eziste p E (XI, X 2 )  n ~ ( 6 )  

(D) dimUx, < dim&, 

Mhs aun, F := Ux, n Sx2 es u n  subfibrado invariante de E .  

Demostraci6n 
(C) H (D). Como X I ,  X2  E p(6),  entonces por el Lema 3.1 existen enteros kl, k2 tales que 
dimUxi = k;, i = 1,2; y codimSxi = k; para todo 6 E O. Por lo tanto, la equivalencia de 
las desigualdades (C) y (D) se sigue inmediatamente. 
(4) + (c) y (D). Si existe p E ( ~ 1 ,  ~ 2 )  n ~ ( 6 ) ~  entonces por el Lema 3.5 S A , ( O )  # 

SA2(0) o UAl(6) # UA2(6). Asi 10s enunciados (C) y (D) se siguen de la monotonia de 
S x  y Ux, ver (3.2). 



(C) y (D) + (B). De la Proposici6n 3.3 tenemos 

Esto implica que 
~ ~ , ( ~ ) n s ~ , ( e ) # { o } ,  ~ € 6 .  

(B) + (A). Definimos 

Afirmaci6n. Si X < XI, entonces Sx # Sx,. En efecto, para un prop6sito de con- 
tradicci6n1 asumiremos que SA = Sx,. Por otra parte se tiene que Ux, E Ux. Luego 

lo cual es una contradiccibn. Asi X1 < p < X2. 
Ahora asumiremos que p E ~ ( 0 ) .  Entonces tendriamos 10s dos casos siguientes: 

(a) s,, = s x ,  

Para el caso (a), el ~ e m a ' 3 . 3  implica que Sx = S,, = Sx2 para todo X en un entorno de p, 
lo cual contradice la definici6n de p. 
Para el caso (b), el Lema 3.3 implica que SA # Sx, para todo X E (p, p + p )  donde p es 
un nlimero positivo suficientemente pequeiio, lo cual tambidn contradice la definici6n de 
p. Por lo tanto hemos probado que p E ~ ( 6 )  y X1 < p < X2. 
Finalmente, dado que ~ ~ ( 6 )  y ~ x , ( 6 )  son subfibrados invariantes de ~ ( 6 )  se sigue que 

es tambi6n un subfibrado invariante de ~ ( 6 ) .  0 

El siguiente Lema es una generalizaci6n del Lema 10 en [14], per0 la prueba es diferente 
debido a que estamos trabajando en espacios de Banach en dimensi6n infinita. Para esto 
haremos uso del siguiente hecho: si . ~ r x  tiene una dicotomia exponencial de acuerdo a 
nuestra definicibn, entonces existe un proyector P : ~ ( 6 )  + ~ ( 6 )  tal que dinRango(1- 
p(6)) < m y Rango(I - p(9)) c B;(9) para todo 9 E 6 lo cual implica seglin Lema 3.3 

que 
@ ~ ( 9 ,  t ) ( I  - p(9)) = ~-"Q(B, t ) ( l -  p(9)), t 5 0 

Lema 3.7 Sea 0 un subconjunto compacto, conexo e invariante de 0. Consideremos 
XI, X2  de tal manera que X I  < X2; XI, A2 E p (6)  y (XI, X 2 )  n B(Q) f 0. 
Consideremos F = uAl (6 )  n sA,(6) ,  li la restriccidn de .~r a F y C(0)  := C(F)  denota el 
espectro de ( F ,  ?i) sobre 6. Entonces 



Demostraci6n 
La demostraci6n la haremos mediante tres afirmaciones. 

Afirmaci6n 1. Consideremos X E p ( 6 )  y definamos 

3 ,  = 3 n 6 y 3 u ( ~ )  := 3 n ~ ~ ( 6 ) .  

Entonces 3,(X) y FU(X) son subfibrados invariantes y 

3 = 3 , ( 4  + 3 u ( 4  

En efecto, supongamos que X < XI. Entonces 
* 

S A ( ~ )  C S A , ( ~ )  Y U A , ( ~ )  C ~ ~ ( 6 1  

De aqui en adelante omitiremos el argument0 O para simplificar 10s cblculos. Asi 

Luego 3 = =,(A) + FU(X). 
Anblogamente, si X > X 2 ,  entonces 

Para X E [ X I ,  X2] haremos uso de la Proposici6n 3.2 y el hecho de que E = Ux2 + Sx2 = 
Uxl + Sxl. Por lo tanto obtenemos lo siguiente : 

Consecuentemente 

Dado que 3 + 3 3, entonces 3 = FU(X) + 3,(X) 

Afirmaci6n 2. ( 6  ( 6 )  = E \ ( 6 ) .  En efecto, si X E p(6) ,  eviste un proyector 
P : &(&) + &(&) y constantes positivas k y /3 tales que 



Ilm,(s,t)(I - p(8))xIl < kllxllePtI t 5 0 ,  8 E I )  

as aun M '  
dirnRango(1- p(8) )  < m y Rango(1-  p(8))  C B i ( 8 )  

Si P es la restricci6n de P a F,  entonces 

Por lo tanto, si restringimos las desigualdades anteriores para todo ( x ,  8 )  E F uno obtiene 

que 
~ ~ + ~ ( f l , t ) $ ( f l ) z l l < k l l x l l e - ~ ' ,  f > O  

Asi iA admite una dicotomia exponencial sobre 6 ,  lo cual es equivalente a X E j ( 6 ) .  
As; p ( 6 )  c j ( 6 )  y por lo tanto k ( 6 )  c ~ ( 6 ) .  Esto completa la demostraci6n de la 
afirmaci6n 2. 

Dado que F C S A , ( ~ ) ,  entonces 

ll+A2(8,t)zll -+ 0 cuando t -+ m 

para todo ( x , 8 )  E F uniformemente en x .  Luego aplicando el Lema 3.2 obtenemos que 

( 6 )  - A )  y ( A )  = F,  X > X 2 .  De la misma misma manera obtenemos 

.., .F c UA, (0).  
Luego 

F ( 8 )  c Rango(1 - p(8))  c B;(B), 8 E 6 
Esto implica que 

ll+Al(e,t)ll -+ 0, cuando t -+ -m 

Usando la mismaidea que en la demostraci6n del Lema 3.2 obtenemos que k ( 6 )  ( X I ,  m) 
y Fu = F. Entonces - 

k ( 6 )  c ( A , ,  x ~ )  n ~ ( 6 )  
Para demostrar la inclusi6n opuesta, es suficiente mostrar que : Si X E j ( 6 )  fl ( X I ,  X 2 ) ,  

entonces X E ~ ( 6 ) .  En efecto, supongamos que 

lo cual es equivalente a 

Por otra parte ya sabemos que k(6)  c ( X I ,  X 2 ) .  Por lo tanto 



Afirmaci6n 3. ~ ( 6 )  n (XI, X 2 )  C ~ ( 6 ) .  En efecto, si X E ~ ( 6 )  n (XI, X z ) ,  entonces existe 
un proyector Q : F + F y constantes positivas k y ,B tales que 

118*(6, t ) ( ~  - q(6))xll < kll~lleBtl t < 0 (3.4) 

y para todo 6 E 6 

dzmRango(I - q(6)) < oo y Rango(I - q(6)) C f?,(6) 

Consideremos 10s proyectores siguientes : 
. 

- PI, P : ~ ( 6 )  + ~ ( 6 )  talque R ( P 1 )  = S A , ,  N ( P l )  = UA, 

De la Proposici6n.3.3 tenemos 

PA = PI + Q P  es un proyector en & tal que 

Usando (3.3), (3.4) y el hecho que X E (Al, h2),  X I ,  X 2  E p ( 6 )  se tienen que existen 
constantes positivas I y cr tales que 

para todo 6 E 6, lo cual implica que x E p(6) .  

Observaci6n 3.2 Hasta ahora tenemos lo siguiente: 

(1) 6 es un subconjunto compacto, conexo e invariante de 0 



( 2 )  puede ser que ~ ( 6 )  = 0 

( 3 )  Si ~ ( 6 )  # 0 y ~ ( 6 )  c (-m, a ] ,  entonces para todo conjunto 

tal que ~ ( 6 )  n ( X i - 1 ,  X i )  # 0 ;  se tiene que Sx, n Ux,-, # l o .  

MQs aun 
,-,, i = l , 2  , . . . ,  m vi := ~ ~ ( 6 )  := sAi nux. 

son subfibrados invariantes de ~ ( 6 ) .  . 
(4) Sea r i  la restricci6n de r a V, y ~ ~ ( 6 )  el espectro de (v;,r i) sobre 6. Entonces 
tenemos lo siguiente 

( 5 )  TambiCn consideraremos 

cxo(6) := ~ ( 6 )  n (-CO, 

Teorema 3.1 Si ~ ( 6 )  # 0 y X i ,  i = 0 1,. . . , m son elegidos como en (3.5), entonces 
las siguientes declaraciones son vdidas: 

(C) 1 < dimVi <m 

(E) E = Sx, + V ,  + V2 + + Vm (Suma de Whitney) 

Demostraci6n 
La declaracih (A) se sigue del Lema 3.7. 
Para demostrar (B), ya sabemos que ~ ( 6 )  n (-m, a]. Luego tenemos 



De 10s Lemas 3.1 y 3.6 se sigue (C). 
Para probar (D), consideremos i + 1 < j .  Entonces 

esto implica que V; n Vj = 0. 
Para probar (E) haremos uso del Lema 3.4 de la siguiente manera: 
Si A > a ,  entonces X E p ( 6 ) , ~ A  = ~ ( 6 )  y UA = ~ ~ ( 6 ) .  Por lo tanto Sx, = ~ ( 6 ) .  
consecuentemente 

Para probar (F) usamos el Lema 3.1 y el hecho de que 

Asi, obtenemos que 

0 
- 

. . . .  Teorerna 3.2 Sea 6 u n  subconjunto compacto, conezo e invariante de 0. Si  Xo, X I ,  Am 
son elegidos como en la Observacidn 3.2) entonces 

donde 
m = m(Xo) < dimUAo(8) = k(Xo), 8 E 6 

xi-l n Sxi es u n  subfibrado invariante de ~ ( 6 )  con Para todo 1 5 i 5 m V; = U 

dim Vi(8) = n; para todo 8 E 6, donde 



Finalmente, el espectro ~ ~ ( 6 )  de (V;,T;),  donde T' denota la restriccio'n de T a V;  y 

~ ~ ( 6 )  = [a;, b;]. 

Demostraci6n 
Del Lema 3.1, para todo B E 6 se tiene lo siguiente 

Denotemos por T*O la restricci6n de T a UAo y por c * o ( ~ )  el espectro de (U*,,T*O) sobre 
6. Dado que d i d A o ( d )  = k(Ao) < m, estamos en el caso de espacios de Banach de 
dimensi6n finita y T'O es un skew-product flow en Uxo.  Entonces obtenemos que 

Entonces procediendo como en la demostraci6n de Teorema 2 de [14] obtenemos el 
result ado deseado. 

Observaci6n 3.3 Los dos Teoremas anteriores nos aseguran lo siguiente: el espectro 
~ ( 6 )  es uno de 10s siguientes conjuntos 

( 3 )  C ( O )  = (-m, a,] U z l [ a i ,  b;] para algdn entero rn 

( 4 )  ~ ( 6 )  = Uzl [a;, b;] para algdn entero rn 

donde a ,  es un ndmero real y 10s intervalos espectrales [a;, b;] no son vacios y disjuntos. 



4 Exponentes de Lyapunov 

En esta secci6n investigaremos la relaci6n entre el Espectro Dinimico y 10s Exponentes 
de Lyapunov, o como son llamados algunas veces Nlimeros del Tipo Lyapunov. Para 
esto consideraremos el Skew-Product Semiflow Lineal n = ( @ , a )  en el fibrado vectorial 
de Banach I .  Asumiremos todo el tiempo que O es un espacio topol6gico compacto de 
Hausdorff, el cual es conexo e invariante bajo el flujo a .  

Consideremos 
{Ao < X 1  < - - .  < A,) c p(O), a < A, 

tal que 

C ( O )  c (-oo, a] y C ( O )  n (Xi-,, X i )  # 0 

De 10s Teoremas 3.1 y 3.2 tenemos lo siguiente : 

C(O) = Ex, (0)  U [al ,  bl] U . . . U [a,, b,] (4.1) 

&(O)  Sx, + V1 + V2 + . . . + Vrn (4.2) 

Donde m = m(Xo) 5 dimUAo(8) = k(X0) para todo 8 E O y 10s intervalos espectrales 
[a;, b;] han sido ordenado de manera que b; 5 a;+l, i = 1 ,2 , .  . . , m - 1. 

Sea Pi : & + & un proyector tal que R ( P ; )  = V; y el espacio nulo es la suma de 10s 
restantes V j  y Sxo para j # i. Si PA, : & + & es un proyector en & tal que: 

Dado un punto ( x ,  8 )  E I ,  x # 0, entonces definiremos 10s cuatro exponentes de Lyapunov 
asociados con el punto ( x , 8 )  como sigue: - 

1 
X;f(x, 8 )  = lim sup - In 11@(8, t)x11 

t-++oo t 

1 
X:(x, 8 )  = liminf - In 11@(8, t)xII 

t-++oo t (4.5) 

Si ( x , 8 )  E B;, entonces definimos 10s otros dos exponentes de Lyapunov como sigue: 

1 
X;(x, 8 )  = lim sup - In Il@(8, t)xII 

t-+-oo t 

1 
X f  ( x ,  4 )  = liminf - In IIa(4, t ) x ( (  

t-+-oo t 



Teorema 4.1 (A) Sea ( x ,  9 )  E V;, donde V;  es el subfibrado vectorial asociado con X o  E 
p(O) y [a;, bi] ,  x # 0.  Entonces 10s cuatro exponentes de Lyapunov (4.4) - (4.7) esta'n 
bien definidos y yacen en [a;, b;]. En particular; si a; = b;, entonces para todo ( x ,  9 )  E 

V;, x # 0,  10s cuatro exponentes de Lyapunov coinciden y 10s limites 

1 1 
lirn - In ll@(9, t)xll = lirn - In ll@(9, t)xll 

t-++m t t-+-m t 

ezisten y coinciden con a;. 

(B) Si ( x ,  9 )  E Sxo, entonces 
10s limites 

1 

10s dos exponentes de Lyapunov (4.4) y (4.6) coinciden y 

1 
lirn sup A In llQ(9, t)x11 = lirn inf - In IIQ(9, t)xII = X o  
t-++m t t++m t 

Demost raci6n 
Dado que X o  E p(O), entonces existe un proyector PA, : E -t E tal que Uxo = Rango(I - 
PA,)  c B;. Por lo tanto, para todo ( x , 9 )  E V; c UAo 10s cuatro exponentes de Lyapunov 
e s t h  bien definidos. 
Ahora nosotros necesitamos probar lo siguiente: Si ( x ,  9 )  E V;, x # 0,  entonces X f  ( x ,  9 )  5 
b; y a; I X:(x, 9).  Dado que X'(x, 9 )  I X;(x, 9 ) ,  entonces X f  ( x ,  9 )  y X:(x, 9 )  yacen en 
[a;, b;]. Con un argument0 similar se puede probar que X;(x, 9 )  y X,r(x, 9 )  yacen en [a;, b;]. 
En efecto consideremos .A E (b;, - el espacio entre 10s intevalos [a;, b;] y [a;+l, b;+l]. 
Entonces X E p(O) y existe un proyector P : E --t E ,  y constantes positivas k > 1, P 
tales que 

Il@A(9, t)p(B)xll 5 ke-@, t > 0,  9 E O (4.8) 

Si ( x , 9 )  E V; ,  entonces ( x ,  9 )  E SA. Por lo tanto p(9)x = x.  De (4.8) obtenemos que 

Asi 

1 1 
lirn sup - In 11@(9, t)xll < lirn - ln(k)e(*-O)' 
t++m t t-++m t 

1 
= A - p + lirn - l n (k )  = X - P 

t++m t 

Entonces 
1 

limsup - In 11@(9, t)xII 5 A ,  X E (b; ,  a;+l) 
t-+m t 

Luego 

AS(., 9 )  5 bi 
Ahora, consideremos X E (b;-l,a;). Entonces X E p(0) y existe un proyector P : E --t E 
y constantes positivas k > l , p  tales que 



y para todo 0  E O tenemos 

Si ( x , 0 )  E V;, entonces ( x ,  0 )  E Por lo tanto ( I  - p ( 0 ) ) x  = x .  Luego usando ( 2 . 4 )  y 
( 2 . 5 ) ,  obtenemos lo siguiente: 

Entonces,' de (4.9) obtenemos lo siguiente 

para todo X E (b;- l ,  a;) .  Asi X:(x, 0 )  > a;. 
Para probar ( B )  consideremos ( x , 0 )  E S x o .  Entonces tenemos 

lirn l l@Ao(O,t)xll  = lim 1 l e - * 0 ~ @ ( 0 ,  t ) x ] l  = 0. t-++m t++m 

Por lo tanto, existe una constante positiva M tal que para t  suficientemente grande 
tenemos: 

Luego 

Asi 

1 
0 = lim - In lle-'0'@(0, t ) x l /  

t++m t 
1 

= lim [-Ao + - In 1) @ ( e l  t ) x l l ] .  t++m t  

1 
lim - In ll@(Oy t ) x ( (  = X o .  

t++m t 
0 

Definici6n 4.1 Para cada 0  E O definimos el Exponente de Lyapunov Superior X f  ( 0 )  
mediante: 

x p )  := s u p { ~ ~ ( x , e )  : E X ,  # 0) 



Teorema 4.2 El Exponente  de Lyapunov  Superior Xf ( 8 )  conespondiente  a 8 E O viene 
dado por: 

1 
Xf ( 8 )  = lim sup - In I I@(B,  t )  1 1  (4.10) 

t+oo t 

Demostraci6n 
Denotemos por - y ( B )  el lado derecho de (4.10). Tenemos que 

lo cual implica que 

1 1 
lim sup - In II@(B, t)xll 5 lim sup - In II@(B, t)(l 

t+oo t t 4 o o  t 

Por lo tanto Xf  ( x ,  8 )  5 - y ( B ) ,  para todo x E X I  x # 0;  luego Xf  ( 8 )  5 ~ ( 8 ) .  
Para demostrar la desigualdad contraria usaremos el hecho de que: Para todo E > 0 y 
x E X existe N,,, > 0 tal que 

La desigualdad anterior puede ser escrita como sigue 

Entonces la familia de operadores 

es acotada par cada x E X .  Se sigue de Teorema del Banach-Steinhaus que existe N, > 0 
tal que 

1 1 @ ( 8 , t ) e - ( * t ( ' ) + ' ) t ~ ~ ~ ~ , ,  t > 0  - 

Asi i 

1 + e  + E  lim sup - In Il@(e, t)xll 2 AS ( ) 
t 4 o o  t 



5 Ejemplos 

En esta secci6n presentaremos varios ejemplos en 10s cuales podemos localizar el espectro 
dindmico. 

Ejemplu 5.1 Para este ejemplo consideraremos una ecuaci6n lineal no aut6noma la cual 
genera un Skew-Product Semiflow en el fibrado vectorial trivial E = X x O donde X es 
un espacio de Banach y O es un espacio topol6gico de Hausdorff. 

Miis precisamente, estudiaremos el siguiente sistema lineal no aut6nomo 

x ( t )  = A(O.t)x( t ) ,  t > 0 (5.1) . 
donde A(6. t )  = A + B(O.t) ,  A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente 
continuo {T ( t ) ) t l o ;  u ( 6 ,  t )  = 6.t es un flujo en O y B ( 6 )  E L ( X ) ,  t E R. 

Lema 5.1 S i  B ( - )  : O -+ L ( X )  es fuertemente continuo, entonces el conjunto (11 B(B)I( : 
6 E O )  es acotado. 

Demost raci6n 
Consideremos 10s conjuntos siguientes 

Dado que 6 -+ B ( 6 ) x  es continua y O es compacto, entonces, para todo x E X 
resulta que H ( x )  es acotado. luego, por el Teorema de Banach-Steinhaus obtenemos que 
H es acotado. 

Lema 5.2 S i  B ( - )  : O -+ L ( X )  es fuertemente continuo y x ( . )  : R -+ X es una funcidn 
continua, entonces para cada 6 E O la aplicacio'n t -+ B(B . t ) x ( t )  es continua. 

Demostraci6n 
Fijemos t E E. Entonces 

IIB(6(t + h ) ) x ( t  + h )  - B(B.t)z(t)l l  -+ 0, cuando h -+ 0 

0 

Para precisar en que sentido la ecuaci6n (5.1) genera un Skew-Product Semiflow, debemos 
considerar la familia de ecuaciones integrales siguiente: 



Definici6n 5.1 (Soluci6n moderada). A la soluci6n x ( t )  = x ( t ,  8 )  de la ecuaci6n (5.2) 
la llamaremos Solucion moderada de (5.1). 

Teorema 5.1 Sea A el generador infinitesimal de u n  semigrupo fuertemente continuo en 
X y B(.)  : O -t L ( X )  tambieiz. fuertemente continuo. Entonces para cada B E O y 
xo E X el problema 

x ( t )  = A ( 0 . t ) ~  = ( A  + B(B . t ) ) x ( t ) ;  x ( 0 )  = xo (5.3) 

tiene una Gnica solucidn moderada @ ( O ,  t ) x o  dada por 

entonces 

L = sup{lJB(B)[I : 0 E 0 )  

Mds aun, la aplicacio'n x : £ x R+ + I dada por 

es u n  Skew-Product Semijlow en £ = X x O , tal vez sin la condicio'n (4) de la definicidn 
2.1. 

Demostraci6n 
Buscarernos la soluci6n de (5.2) mediante el m i t o d o  siguiente: 

donde 

@ o ( 4  t )  = T ( t )  

'Es una traducci6n aproximada de Mild Solution 



Es f&il obtener usando inducci6n matemitica la siguiente estimaci6n 

Asi, la serie 

es mayorada por 

Por lo tanto C,"=o +,,(el t )  es absolutamente convergente en la topologia uniforme de 
L(X)  en intervalos compactos . 

MAS aun 

De tal manera que nuestra construcci6n nos conduce a la soluci6n de (5.2) cumpliendo 
la condici6n +(el 0) = I, para todo 6 E O. 

Para probar la unicidad, asumiremos que Q(6, t )  es otra soluci6n de (5.2). Entonces 
restando las ecuaciones para @(el t )  y Q(6, t )  obtenemos 

luego 

Poniendo 



Asi, usando el lema de Gronwall conseguimos que g(t) = 0, lo que es equivalente a 
decir que 

Ahora probaremos que la aplicaci6n .rr definida por (5.6) es un Skew-Product Semiflow 
en E de acuerdo a la Definici6n 2.1 
En efecto. 

(1) Claramente @(9, t )  E L ( X ) ,  9 E O 

(2) Claramente @(9,0) = I, 9 E O 

(3) @(9, t )  fuertemente continuo uniformemente en 9. En verdad: sea t > 0, h > 0 y 
consideremos 

Luego usando el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, la continuidad 
fuerte de T( t )  y la acotaci6n de T(t),  @(9, t )  y B(9), obtenemos que @(9, t)xo es continuo 
a la derecha uniformemente en 9. Para probar la continuidad a la izquierda, supondremos 
que t > 0 y h > 0 de manera que t - h > 0 . Entonces tenemos lo siguiente 

t -h 

11 1 ~ ( t  - h - s )~ (9 . s )@(9 ,  s)xods - J ~ ( t  - S)B(O.~)@(B, s)xodsll = - 

Luego usando la continuidad a la derecha de @(9, t),  la continuidad fuerte de T( t )  
, la acotaci6n de T( t ) ,  @(9, t) ,  1 1  B(9)ll y el Teorema de la convergencia dominada de 
Lebesgue, vemos que @(9, t)xo es continua a la izquierda. 



Ahora veremos que para todo 9 E O y s, t E a+ se tiene: 

Para probar esto usaremos (5.4) de la siguiente manera: 

Cambiando de variables en la primera integral, obtenemos: 

M L  eW('-")~J@(~,  a + s)xo - @(B.s, a ) @ ( O ,  s)xollda It 
Asi, aplicando el lema de Gronwall resulta 

- 0 
La siguiente Proposici6n corresponde a la parte (4) de la Definicibn 2.1 

Proposici6n 5.1 Si el j u j o  a(9 , t )  = 0.t depende continuamente en b' sobre intervalos 
compactos, entonces para todo t 2 0 fijo, la aplicacidn que va de & en X dada por 
(x,8)  + @(By t)x es continua . 

Proposici6n 5.2 Sea .rr = (a, a )  el Skew-Product Semiflow definido por (5.6). Entonces 

Los siguientes ejemplos pueden ser encontrados en [9]. 



~ j e r n ~ l o  5.2 Consideremos la ecuaci6n diferencial lineal escalar con retardo, de la forma 
siguiente 

donde la funci6n b pertenece a1 espacio X de las funciones a : R -t R que son continuas y 
acotadas, dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre conjuntos compactos 
de R. Para el espacio de estados tomaremos C = C([-1,0], R )  y para cada a E X y 
T E R definimos la T - traslaci6n de a ,  como la funci6n a, E X dada por a,(t) = a(t  + 7). 

A la ecuaci6n (5.9) le asociamos el conjunto 

donde cl denota la clausura en la topologia de X. El conjunto O es compacto en X seglin 
la Proposici6n 1.1. Podemos definir en O el flujo a ( t ,  a )  = at  = O.t, 19 = a y asociar a la 
ecuaci6n (5.9) el Skew-Product Semiflow siguiente 

donde @(a, t )  denota el operador de evoluci6n asociado con la ecuaci6n (5.9) cuando cam- 
biamos a por b. Para este Skew-Product Semiflow se tienen 10s siguientes casos : 

-2 sin2(.lrt) t E [2n, 2n + 11 b(t) = 
t E (2n - 1,2n), para todo entero n 

(4) C(O) es la union infinita numerable de intervalos compactos no degenerados, acumu- 
lados en - m ,  si 

t < o  
O < t < E  
t > €  



Ejemplo 5.3 Consideremos el problema de frontera para ecuaciones diferenciales par- 
ciales del tip0 parab6lico de la forma siguiente 

con 

Consideremos la soluci6n de este problema en el espacio de Sobolev H t  = Ht(0 ,  1)  y 
den0 temos 

O = cl{b, : T E R) 

donde, como anteriormente b, denota la T - traslaci6n de b y cl la clausura en la topologia 
de la convergencia uniforme. En O definimos el flujo g ( t ,  a )  = at = O.t, a  = 8 E O y le 
asociamos a1 problema (5.10) el Skew-Product semiflow 

donde @ ( a , t ) ,  t  2 0 denota el operador de evoluci6n asociado con la ecuaci6n (5.10) 
cuando reemplazamos a por b. 
En este caso se puede demostrar que 
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