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el punto vista de Skew-Product Semiflow Lineal. Finalmente presenta-
mos algunos ejemplos de Skew-Product Semiflow Lineal que aparecen
de manera natural en el estudio de ecuaciones diferenciales funcionales
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1 Introduccion

En este trabajo caracterizaremos el Espectro Dindmico para ecuaciones diferenciales lin-
eales no auténomas en espacios de Banach, en tal sentido usaremos los conceptos de
Skew-Product Semiflow ! y Dicotomia Exponencial para definir el espectro dindmico. Es-
tos conceptos juntos han sido estudiados ampliamente por Sacker-Sell [14] en el caso de
Espacios de Banach de dimensidn finita.

Para ser mas claro en la exposicién de este trabajo haremos primeramente un modesto
resumen de algunos hechos en el caso de Espacios de Banach de dimensién finita.

1.1 Caso Finito Dimensional

Sea X un espacio de Banach de dimensién finita y © un espacio topolégico de HausdorfE.
Consideremos el fibrado vectorial trivial (£, 0, P) donde £ = X x O y P es la proyeccion
natural sobre O:

PO =Xe=Xx {0} 6€0O (1.1)

Definicién 1.1 Un flujo 7 en £ se dice que es un Skew-product flow si se puede
representar de la manera siguiente:

m(z,6,t) == (¢(z,6,t),8.t), z€ X, 6€0O te R (1.2)

Una traduccién aproximada al espafiol de este concepto seria: Producto Cruzado de Semiflujos o
Producto Diagonal de Semiflujos




donde o(4,t) = 6.t es un flujo en O.
7 se dice Skew-product flow lineal, si ¢ es lineal en z. Esto significa:

n(z,0,t) = ($(z,0,t),0.t) = (8(0,t)z,0.t) z€ X, 60O, te R (1.3)

donde ®(8,t) : X — X4, es lineal; en este caso escribamos simplemente 7 = (@, o).
Es facil probar lo siguiente:

(a) ¢(0,0) = I— la identidad en X
(b) ®(8,1) es continuo en (§,1)
(c) ®(8,t +s) = ®(0.t,5)®(0,t), 6 €0, s,tc€ R

Asi pués que:

$-1(8,t) = 9(6.t, 1)
(d) dimXy = dimXg,, t€ R

ver referencia [11], [12], [13].

Los skew -product flows aparecen de manera natural en el estudio de ecuaciones difer-
enciales lineales no auténomas en diferentes formas:

Ejemplo 1.1 Consideremos la siguiente ecuacién diferencial lineal auténoma.
z(t) = Az(t), te R (1.4)

donde A es una matriz constante de dimensién n X n.

Si ponemos © = {A}, ¥(4,t) =€, X =R", §i=A

n(z,0,t) = (®(0,t)z,0.t), 60O z€ X, te R,
entonces 7 es un Skew-Product Flow Lineal en £ = X x © = R"™ x {A}.

Ejemplo 1.2 Consideremos la siguiente ecuacién diferencial lineal no auténoma

#(t) = A(t)z(t) te R (1.5)

donde A(t) es una matriz de dimensién n Xxn que depende de t y supongamos que la
ecuacién (1.5) tiene solucién dnica definida en IR.

Sea T'(t,s) el operador de evolucién definido por la ecuacién (1.5). Esto significa lo
siguiente:

(a) T(s, s) = I— la matriz identidad



(b) T(¢t,7)T(7,s)=T(t,s), t,sc R
(c) T = AT (2, 9)
(d) T(t, s) es continua en (t, s).

Si ponemos O =R, t=0+t y &(0,t):=T(t+6,0), tc R, 6O
entonces 7, dado por
n(z,8,t) = (®(6,t)z, 8.1) (1.6)
es un skew-product flow en R" x O = R™ x R.
Por otra parte la ecuacién (1.5) puede ser transformada en una ecuacién auténoma
aumentando la dimension del espacio de fase y escribiendo

{ :,';(it) z;l(t)m, te R (1.7)

Mientras esta construccidn es ciertamente vélida, algunos defectos inherentes son ev-
identes cuando uno intenta aplicar las Teorias de sistemas dindmicos. Por ejemplo en
el sistema dindmico resultante no hay puntos fijos, no hay soluciones perlodlca.s no hay
soluciones acotadas y en efecto todos los conjuntos limites son vacios.

Es importante apuntar aqui que el eminente profesor Lasalle en (1962) indicé que
se necesitaba una construccién menos trivial que la antes mencionada para estudiar
ecuaciones diferenciales no auténomas y en general procesos que dependen del tiempo
o también llamados sistemas evolucionarios por Sacker-Sell [14]; por supuesto esta nueva
técnica es el Skew -product flow.

Pero si nos percatamos que el Skew-product flow definido por (1.6) corresponde con
el fluyjo dado por la ecuacién (1.7) estaremos en presencia de un Skew-product flow muy
pobre en propiedades. En este caso el espacio base © = IR no es acotado; esto nos indica
que debemos adicionar algunas propiedades al espacio base O en la Definicién 1.1.

De hecho, nosotros asumiremos que © es un espacio topolégico de Hausdorff
compacto. En este caso esto equivale a pedirle algunas condiciones extra a la funcion
A(t). Por ejemplo podemos assumir una de las siguientes condiciones:

(a) A(2) es uniformemente continua y acotada.

(b) A(-) € LE_(R,RY’), 0 < p < oo y las condiciones (a) y (b) de la Proposicién 1.2
valen.
Para ser mas claro en esta parte tenemos que hablar acerca del Hull de A(-):
Definamos 7T; = C(RR, an) el espacio de las funciones continuas que van de IR a R™
con la topologia de la convergencia uniforme sobre conjuntos compactos de IR, la cual es
equivalente a la topologia dada por la métrica p; siguiente:

_x P«(A,B)
A, B gk R\ T
il kzz 1+ P(A, B)



donde
Pu(A, B) :=sup{|A(t) — B(t)|: —k < ¢t <k}

Ahora el Hull de A € T, se define como sigue:
H(A) = Hull(A) := cl{A, : s € R}
donde A,(t) := A(t+s), para t,s € R,y cl denota la clausura de {--}.

Proposicién 1.1 Sea A € T;. Entonces H(A) es compacto si, y sélo si A es acotada y
uniformemente continua en IR. Ver referencia [18]

Ahora estamos listos para darle un buen Skew-product flow a la ecuacién ( 1.5).
Si H(A) es compacto en 7, y ponemos:
©:= H(A), §t=Bt=B, 8§=Bc 0,y ®0,t) = $(B,t) es la matriz fundamental

del sistema
z(t) = B(t)z(t), 6=Be€©

entonces
n(z,8,t) = n(z, B, t) := (®(B, t)z, Be) , (1.8)
es un Skew-product flow en R™ x © = IR™ x H(A).
Observaciéon 1.1 El Skew-product flow dado por (1.8) goza de las propiedades sigu-
lentes:
(1) Tiene soluciones acotadas
(2) Tiene soluciones periédica si A(-) es periddica
(3) Tiene conjuntos limites
Un caso particular del Ejemplo 1.2 es el siguiente

() = tan~(¢).2(¢) 7 (1.9)

Aqui A(2) = tan~!(¢) € 7; el espacio de las funciones continuas de IR en IR.
En este caso el Hull de A(-) es dado por

H(A) = {-7/2,7/2,tan" (t + 7): T € R}

Observacion 1.2 En muchos problemas la funcién A : R — R™ no tiene porque ser
continua; por ejemplo A(-) puede pertenecer al espacio

T =L} (R, Rﬂz), 1<p< o

de las funciones medibles segun Lebesgue que van de R a IR™ las cuales pertenecen a
IP(K, ,R“z) para todo compacto K de IR, equivalentemente

fe LR, R") < [ 1f()Pdu(t) < oo
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para cada compacto K de IR, donde p es la medida de Lebesgue.
Podemos dotar a 7; la topologia dada por la métrica p, siguiente:

ok Pw(A, B)
p2(A)B)'_‘kZ=:12 1+Pk(A,B)
donde .
Pu(4,B)i={ [ |A(t) - B)P du}'?

Proposicién 1.2 Sea A € T,. Entonces H(A) es compacto si, y sélo si

(a) Eziste y > 0 tal que .
1
| TAG +n)Pdu(r) < 4

parat € R, y

(b) Para todo € > 0 ezxiste § > 0 tal que
1
/|A@+t+@-A@4¢WﬂMﬂ<e
0
si|h| <& y t € R. Ver referencia [13]

En el caso de'la Proposicién anterior, también podemos definir un Skew-product flow con
el espacio de base @ = H(A) compacto e invariante bajo el flujo o(B,t) = B, para B € O.

Ejemplo 1.3 Este ejemplo es muy importante porque muestra la relacién entre una
ecuacién diferencial no lineal auténoma y su ecuacién variacional alrededor de un conjunto
invariante ©; este conjunto © puede ser: una 6rbita periddica, una 6rbita homoclinica,
un atractor, etc.

Consideremos la ecuacion diferencial siguiente

i(¢) = f(8(2)), 8¢ R - (1.10)

Supongamos que f es lo suficientemente suave de tal manera que la solucién de (1.10)
sea Unica. S1 © es un conjunto compacto invariante bajo la solucién de la ecuacién (1.10),
entonces en O podemos definir un flujo o(4,¢) = 0.4,0 € O,t € R , generado por esta
ecuacion.

Para cada § € O, consideremos la ecuacién variacional de (1.10) alrededor de la
solucién 6.t

z(t) = A(6.t)z(t), =z € R" (1.11)

donde A(6.t) := Df(6.t).
Si ®(6,t) denota la matriz fundamental de (1.11) con $(6,0) = I, entonces la apli-
cacién 7 : IR™ x © x IR — IR" x © dada por
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n(z,8,t) = (2(6,t)z,6.t)
es un Skew-Product Flow Lineal en el fibrado vectorial trivial £ = IR™ x ©.

Una vez més consideremos m = (®,0) un Skew-Product Flow Lineal en el fibrado
vectorial trivial £ = IR™ x O donde O es compacto. Para cada nimero real A definimos
el Skew-Product Flow trasladado 7y mediante

Ty = (@,\,0’), <I>,\(0,t) = B—M‘i(o,t)
parat € IR, 6 € O, y los conjuntos siguientes:

Sx:={(z,0) € £:||®r(8,t)z]] » 0, cuando t — +oo}

Uy = {(z,0) € £ : ||®r(6,t)z|| = 0, cuando t — —oo}

Los conjuntos Sy y Uy son subconjuntos invariantes bajo m y son llamados las var-
iedades estables e inestables respectivamente. Mds aun la fibras Sx(8) y ¢x(6) son sube-
spacios lineales de IR™ para todo 8 € ©. Estaremos interesados en aquellos A € IR tales
que Sy y Uy son complementarios:

S,\_(G) ﬂu,\(o) = {0} y R"= S,\(G) +Ll,\(0) | (1.12)

para todo § € ©. Como veremos més adelante la condicién (1.12) puede ser expresada en
términos de la dicotomia exponencial del Skew-product flow ) = (®,,0).
El conjunto resolvente de m, es p = p(O) el cual se define mediante:

p(@):={AeR: (1.12) vale }

={A € R: 7 tiene dicotomia exponencial}

El espectro de 7, ¥ = £(0O) es el complemento de p(0): £ = R\ p.

Ahora estamos en condiciones de enunciar dos teoremas de Sacker-Sell, los cuales va-
mos a generalizar a espacios de Banach de dimensién infinita en este trabajo. -Para ser
mas preciso en el enunciado de estos teoremas, escribiremos algunos resultados y nota-
ciones preliminares:

(a) £(O) es un conjunto compacto y no vacio contenido en [—a, a].
(b) Consideremos {dg < A\; < Ay < -+ A} Cp(O) tal que g < —a y a < A,.
(c) 2(0) N (A1, \i) # 6

(d) Vi = Vi(©) = 53,(0) NlUx,_,(0)

es un subfibrado invariante bajo m de £.
(€) * es la restricciéSn de 7 a V; 'y $(O) es espectro de (V;,7*) sobre ©.
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Teorema 1.1 (Teorema I de [1{] ). Las siguientes proposiciones son vdlidas:
(A) Z,(0)=Z(@)N (A1, X)), t=1,2,---,m

(B) 1(©) = U, £:(9)

(C) R™ x {6} = Vi(8) ® Va(8) @ - - ® Vm(8) para todo § € ©

donde

£(6) C [~a,a], {do <M <--An}Cp(O) con A< —a, a< A,

V,(@) = S,\‘(@) mu)i—l(e)) 1=1,2,---,m
son subfibrados vectorial de £ = R™ x O.

De manera de obtener mds informacién acerca del espectro dindmico debemos asumir
ademds que el conjunto base © es conexo.

Teorema 1.2 (Teorema 2 de [14]). Si © es invariante, conezo y compacto, entonces el
espectro X.(©) es la unidn disjunta de un nimero finito de intervalos compactos, es decir

2(0) = [as, 1] U [az, bs] U - -~ U [ag, ]

donde 1<k<n.
Mds aun, si(z,0) € Vi, donde V; es dado en el Teorema 1.1, entonces

1
limsup - In || ®(8,t)z| € [a, bi]
t—too 1

e

lg_rgilgf? In||$(6,t)z| € [a;, bs).
Observacion 1.3 En el caso del Ejemplo 1.3 el espectro viene dado por:
T={A€R:z =(A(8.t)— M)z tiene solucién no trivial acotada para algin 6 € O}

Ahora mencionaremos algunos hechos en el caso de espacios de Banach de dimensién
infinita.



1.2 Caso Infinito Dimensional

Nuestra meta en este trabajo es, fundamentalmente, generalizar los Teoremas 1.1 y 1.2
al caso de espacios de Banach de dimensién infinita (ecuaciones diferenciales lineales no
auténomas en espacios de Banach). Unas de las mayores dificultades que podemos encon-
trar aqui es que algunas de las soluciones de una ecuacién diferencial lineal en dimensién
infinita no tienen extensiones definidas para t < 0, o las extensiones no son necesaria-
mente tnicas, por eso debemos tener cuidado en la definicién de dicotomia exponencial
de tal manera que la variedad inestable quede bien definida . En este caso no tendremos
un flyjo, sino un Skew-Product Semiflow 7 : £ x IR, — &, segin Definicién 2.1, donde
£ = X x0, X es un espacio de Banach, O es un espacio topoldgico de Hausdorff compacto
y m es dado por: )

n(z,0,t) = (®(4,t)z,0.t), t>0, z€X, €0

El fibrado vectorial £ = X x © es usualmente llamado Fibrado Vectorial de Banach.
El siguiente Teorema es una generalizaciéon del Teorema 1.1, pero con la severa re-
striccién de que ®(0,1) sea un operador lineal completamente continuo para ¢t > r > 0.

Teorema 1.3 (Teorema 2.6 [9]). Asumamos que © es compacto, conezo e invariante,
contiene un punto fijo o una orbita cerrada de o. St ™ es completamente continuos para
t > r >0, entonces el espectro £(0O) tiene una de las siguientes formas

(4) £(0) =0

(B) £(0) = Uk, [as, bi], para algin natural k
(C) 3(0) = UZ,a: b

(D) Z(©) = (—00, boo]

(E) £(0) = (—o0, boo) U UL, [a, b]

1=1

para algun natural k, donde los intervalos son no wvacios y disjuntos y {a;}, {b;} son
sucesiones finitas de nimeros reales crecientes con a; < b;.

La demostracién del siguiente Teorema se reduce al caso de dimensién finita.
Teorema 1.4 (Teorema 2.8 de [9] ). Asumamos que m = (®,0) es un flujo y O es com-

pacto, conezo e invariante, entonces

(A) L(O) es diferente de vacio y compacto, consecuentemente la unién disjunta numer-
able de intervalos compactos.

(B) si m es completamente continuo, entonces L(O) es la unidn finita de intervalos com-
pactos disjuntos £(0) = UL, [a;, b;].



Observacion a los Teoremas 1.3 y 1.4.

En el Teorema 1.3 las hipétesis de compacidad y de que el flujo o contenga un punto fijo
no son necesarias.

La parte (A) del Teorema 1.4 se prueba de la misma manera que en el caso de dimensién
finita y la parte (B) se sigue del hecho se que si 7 es un flujo completamente continuo,
entonces la dimensidon de X es finita, lo cual nos pone en las condiciones del Teorema 1.2.

Para terminar esta modesta introduccién presentaremos algunos ejemplos que dan lu-
gar a la aparicién de Skew-Product Semiflow en espacios de Banach de dimensién infinita.

Ejemplo 1.4 Consideremos la ecuacién diferencial no auténoma

dz
= =(A+B(®)k v (113)

en el espacio de Banach X, donde A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuerte-
mente continuo de operadores lineales en X y B(t) € L(X) es fuertemente continuo con
|B(t)]] < M para t € IR. Por ejemplo, si ¢(t), t € IR, es una solucién globalmente
definida de la ecuacién diferencial

% = Az + F(z) (1.14)
que toma valores en un subcojunto compacto K de X, donde F es diferenciable segiin
Frechét, entonces B(t) = DF(p(t)) es un operador lineal acotado para todo t € IR.
Procediendo como en el Ejemplo 1.2 podemos ver que la ecuacién (1.13) genera un Skew-
product semiflow lineal, donde el espacio de base ® = Hull(B); ver por ejemplo Sacker-

Sell (15], Henry [7] y Pazy [10].

El siguiente ejemplo es mas general ya que como es ficil de ver incluye a todos lo
ejemplos anteriores.
Ejemplo 1.5 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales
dz

— =(A+B(61))z, €0, t>0 - (L18)

donde z(t) € X, © es un espacio topoldgico compacto de Hausdorff el cual es invariante
bajo el flujo o(6,t) = 6.t, B(6) € L(X) para§ € © y para todo z € X la aplicacién B(-)z
es continua. En la Seccién 4 probaremos que la ecuacién (1.15) genera un Skew-Product
Semiflow 7 = (&, o) dado por:
n(z,0,t) = (®(6,t)z, 6.t)
t
8(8,t)z = T(t)z + / T(t — 5)B(0.5)®(8, s)cds

0

donde T(t) es el semigrupo generado por A.

Construcciones similares de Skew-Product Semiflow son posibles en el estudio de ecua-

ciones parciales, ver Henry [7] , Hale [3], Chen-Hale [1] , para ecuaciones funcionales ver
Hale [2] , Magalhaes [9] y Lizana (8].
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2 Preliminares

En esta seccién presentaremos algunas definiciones, notaciones y resultados acerca de
Skew-Product Semiflow en espacios de Banach los cuales seran utilizados en las secciones
siguientes.

2.1 Skew—Product Semiflow Lineal

Ahora presentaremos lo que a nuestro juicio sera la definicién central de este trabajo.

Definicién 2.1 Consideremos £ = X X © donde X es un espacio de Banach fijo (el
espacio de estados) y © un espacio topolégico de Hausdorff compacto. Asumamos que
o(6,t) = 8.t es un flujo en O, equivalentemente, la aplicacién (4,t) — 6.t es continua,
.0=20,y 6.(s+1t)=(0.5).t, para todo s,t € R.

Entonces llamaremos Skew—Product Semiflow Lineal r = (®,0)en £ = X x O a
una aplicacién n(z,8,t) = (®(4,t)z,0.t) para t > 0, con las siguientes propiedades:

(1) #(8,0) = I, el operador identidad en X, para todo § € ©

(2) lim,_,o+ ®(0,t)z = z, uniformemente en 6. Esto significa que para todo z € X y todo
€ > 0 existe un § = §(z,€) > 0 tal que ||®(,t)z —z|| <€, paratodo § € @ y 0 <t < 6.
(3) ®(6,t) es un operador lineal y acotado de X en X que satisface la identidad circular:

B(0,t +5) = B(0.t,5)(6,t) 6O, 0<s,t. (2.1)
(4) para todo ¢ > 0 la aplicacién de £ en X dada por
(z,8) — (6, t)a
es continua.

Las propiedades (2) y (3) implican que para cada (z,8) € £ el operador solucién
t — ®(0,t)z es continuo a la derecha para ¢t > 0. En efecto : :

|8(8,t + h)z — ®(6,t)z| = ||[®(6.¢,h) — I]D(0, )]
lo cual va a 0 cuando h va a 0t.

Nosotros utilizaremos el funcional o de Kuratowski, el cual es un medida de nocom-
pacidad, para introducir la definicién de Skew-Product Semiflow Uniformemente o -
Contractivo.

Definicién 2.2 Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto acotado de X. Entonces
definimos

a(A) = inf{d : A tieneun cubrimiento finito de conjuntos de diametro < d}.
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El funcional de Kuratowski posee las propiedades siguientes:
(A) o A) = 0 si, y sblo si ClA es compacta.

(B) a(A U B) = maz|a(A), o B)).
(C) (A + B) < a(A) + o B).

(D) o(C14) = o A)

(E) a(4) < o B) siempre que A C B.
(F) o(A) < diamA.

(G) Sea A, una familia de conjuntos acotados no vacios definida para t; < t < oo con
A¢ C A, siempre que s < t. Si a(A;) — 0 cuando t — oo, entonces N¢s¢, A¢ €s no vacio y
compacto.

(H) Si L: X — X es un operador lineal acotado, entonces a(LA) < ||L||a(A). Ver Hale
[3]. '

Para todo subconjunto F C £ definimos la fibra
FO):={ze€X:(z,0)c F}, 6€0. (2.2)
Asi £(0) = X x {8}, 0 € ©. SiU C O, entonces definimos
FU):= | F().

6eU

También definimos & = {(z,0) € £;2 =0} y Em = {(z,0) € £ : ||z|| < M}. Si F C En

para algiin M positivo, entonces definimos
aoo(F) :=sup{a(F(0)) : 8 € O} (2.3)

Definicién 2.3 Un Skew-Product Semiflow Lineal 7 = (9, o) se dice que es uniforme-
mente a-contractivo si para cada conjunto acotado

B=By={z€ X :|z| < M}
existe una funcién k con k(t) — 0 cuando t — oo tal que
o(8(6,4)B) < k(t)a(B), 6O

Si 7 es uniformemente a-contractivo, entonces se sigue que ag(m(F,1)) < k(t)ae(F),
donde o, esta definida por (2.3). :
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Observacién 2.1 Ejemplos de Skew-Product Semiflow uniformemente a-contractivos
pueden ser encontrados en [3]. Una situacién tipica es cuando ®(6,t) manda conjun-
tos acotados en conjuntos compactos para t > T > 0. Otros ejemplos ocurren cuando
$ = $_. + ¥, donde . manda conjuntos acotados en conjuntos compactos parat > T y
|®,(6,t)|| < ke~ para t > 0 donde B >0y k > 1 son independientes de 6.

La teoria que presentamos aqui se extiende ficilmente a fibrados vectoriales mas generales
los cuales son localmente el producto de espacios. Un Fibrado Vectorial de Banach
£ con fibra X sobre un espacio base © y proyeccién p es denotado por (£, X,0,p), o
simplemente £, y se define como sigue:

(1) X es un espacio de Banach y © es un espacio de Hausdorff compacto. .
(2) La aplicacién p : £ — O es continua.

(3) Para todo § € ©, p~'(8) = £(8) es un espacio de Banach, al cual nos referimos como

la fibra sobre 8.

(4) Para todo § € O, existe un entorno abierto U de 6§ en © y un homeomorfismo
7 : pY(U) - X x U tal que para todo n € U, p™" es enviado sobre X x {9} y
7:p7Y(n) = X X {n} es un isomorfismo lineal. ‘

(5) La norma || - || = || - |le en la fibra p~'(#) varia continuamente en §. Podemos usar
la notacién de coordenada local (z,6) para denotar un punto tipico en £. Esto es una
manera abreviada de referirse a la propiedad (4) anterior.

2.2 Proyectores y Subfibrados

Una aplicaciéon P : £ — £ se dice que es un proyector, si P es continua y tiene la forma
P(z,0) = (p(8)z,60), donde p(f) es una proyeccidn lineal y continua en la fibra £(8).
Para cada proyector P definimos los espacios rango y nulo respectivamente mediante

R =R(P) ={(z,0) € € :p(0)z = z}

N =N(P)={(z,0) € E : p(§)z = 0}

La continuidad de P implica que las fibras R(8)y A/(6) varian continuamente con 6.
Esto también significa que p(8) varia continuamente en la topologi'a uniforme del espacio
de operadores lineales y continuos L(X). El siguiente resultado es elemental y puede
encontrarse en Sacker-Sell {15].

Lema 2.1 Si P es un proyector en £, entonces R y N son subconjuntos cerrados de
& con las siguientes propiedades

R(6) NN = {0}, R(6) + N(8) = £(6) para todo 6§ € ©.
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B} := {(z,0) € M : (z,0) tiene una dnica continuacién negativa acotada ¢}

B~ := {(z,0) € M : algunacontinuacién negativa ¢ de(z,8)satisface sup,q | ¢*(¢)| <
oo}

S :={(=,0) € £ :]|®(8,t)z]| —» 0 cuando t — oo}
B:=B*NB

El conjunto U es el conjunto inestable, S es el conjunto estable y B es el conjunto
acotado. '

.

Observacién 2.2 La teoria descrita aqui, permite considerar el caso cuando el operador
lineal ®(4,t) no es inyectivo para algin ¢ < 0, equivalentemente, $(6,t) puede tener
el espacio nulo no trivial. Esto implica que un punto (z,§) € £ puede tener mds de un
continuacién negativa. Es ficil ver que si ®(4,t) es inyectivo para todo ¢ > 0 , entonces
toda continuacién negativa es unica. El conocimiento de las continuaciones negativas
es un problema importante en el estudio de ecuaciones deferenciales parciales; ver por
ejemplo, Temam [19].

Para (z,6) € B} denotaremos por ®(,¢)z, t < 0 a la dnica continuacién negativa
y acotada correspondiente; esto define un extensién de la aplicaciéon ¢. Es claro que para
todo 8 € O la fibra B} (6) es un subespacio lineal de £(6), y ®(4,t).z es lineal en z para
cada t > 0, equivalentemente, $(6,%) es un aplicacién lineal de B} (§) en B} (6.t) para
t>0.

Mads aun, la identidad circular

®(0,t +s) = 9(0.1,5)2(0,t) s,teR

es valida para todo (z,4) € B}.

Un Skew-Product Semiflow (z,8,t) = (®(6,t)z,6.t) se dice que es Debilmente
Hiperbdlico en £ = X x O, si 7 es uniformemente a -contractivo y el conjunto acotado
B es trivial, eq., B = &.

2.4 Dicotomia Exponencial para Skew-Product Semiflow

Un proyector P en £ se dice que es invariante si satisface la siguiente propiedad de
conmutatividad

p(8.4)8(8,1) = (6, t)p(d) ¢>0, §€ O (2.4)

Diremos que un Skew-Product Semiflow 7 en £ tiene una dicotomia exponencial
sobre un conjunto invariante ©, donde ® C O, si existen constantes k > 1, B >0,
dimRango(I — p(8)) < oo y Rango(I — p(8)) C B;(6) para cada 8§ € O, y valen las
siguiente desigualdades : -
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138, (O] < ke t>0, 66

18(6,¢)(I — p(6)]| < ke?* t<0, 66

Proposicion 2.1 St 7 es un Skew-Product Semiflow Lineal en € = X x O el cual ad-
mite una dicotomia exponencial sobre ©, entonces se tiene que B = &, y m es debilmente

hiperbélico. ver [15]

Observacién 2.3 En el caso de espacios de Banach de dimensién finita, los sistemas no
auténomos son reversibles en ¢ y también el Skew-Product Semiflow Lineal #. Entonces
se tiene la siguiente identidad p(6.t) = ¥(,t)p(8)®"1(4,t). En este caso la dicotomia
exponencial puede ser expresada en la forma siguiente :

|B(8,t)p(6)871(8,s)|| < ke™PC=) t>5 e @

18(6,t)1 — p(8)]872(6,s)| < keP™) t1<s €O
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3 El Espectro Dinamico

Consideremos 7 = (®,0) un Skew-Product Semiflow en £. Entonces para cada A € R
definiremos el semiflujo trasladado como sigue :

T = (®x,0), ®r(6,t) =eMP(4,t) t>0, 6O

Claramente, si 7 es uniformemente « - contractivo, entonces 7 es uniformemente « -
contractivo para A > 0.

Proposicién 3.1 Los conjuntos U y S son positivamente tnvariante bajo m y los conjun-
tosUU, SN M, yU son invariante bajo . Mds aun, estos conjuntos son 3ubfibrados
vectoriales de £ con las fibras:

Ug), S(8), y M(8) sonsubespaciosde £(f) para 6 € ©

De la proposicién anterior se tiene lo siguiente: existen proyectores Ps, Py, v P
tales que

R(Ps)=S, RPu)=U, RPm)=M
Mads aun
£ = R(Ps)‘—}- N(Ps) = R(Pu) -+ N(Pu) = R(PM) -’rN(PM)
como la suma de Whitney de dos subfibrados.

Observacion 3.1 Siempre que m admita una dicotomia exponencial sobre O tendremos
las siguientes igualdades

() = N(P)={(z,9) € £(8) : p(6)z = 0}
S(6) = R(P)={(z,6) € £(8): p(0)s = 7}
(6) = U()+5(6)
(6) = B*(©)nB() = &(6)

Sea O un subconjunto invariante de © bajo el flujo o. El resolvente p(é) de © bajo
el Skew-Product Semiflow 7 se define como sigue:

p(0) = {) € R: 7y admite una dicotomia sobre O}
y el espectro dindmico o simplemente el espectro 2(6) de 6 bajo 7 como sigue B(O) =
R\ p(0).

El siguiente Lema serad la clave en la demostracién del Teorema que caracteriza el
espectro dindmico
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Lema 3.1 Sea © un subconjunto compacto, conezo e invariante de ©. Si ) € p(C:)), en-
tonces eziste un nimero entero no negativo k tal que

(1) dimly(8) =k, 6€6
(2) BA(©) = £(0O)
(3} Ty €s a- contractivo uniformemente en e)

(4) codimS\(6) =k, 6¢c6

~

(5) £(8) = Sx(8) +Ur(8), 6€ O
(6) Ur(6) = B; (0).

donde L(,\(é), Sy, By y B, son definidos como en 2.8 con respecto de =y

Demostracién
Se deduce directamente de los Teoremas B y C de [15] 0

Lema 3.2 Sea © un subconjunto compacto invariante de ® y A € R. La sigﬁiente afir-
macion es vdlida:

Si||®x(8,t)|]] = 0 cuandot — oo para todof € O, entonces ) € p(0), T(O) C (=00, ),
y S, = &(O) para todo p > A.

Demostracién

Para cada 6 € O, existe T'(8) > 0 tal que ||®x(6,¢)|| < 3, t > T(6). Consideremos z con
llz|| = 1. Por la continuidad de ®,(6,t¢)z con respecto a § existe un entorno N.(6) de 8
tal que

. 1 .
|8:(4,7(0)el <5, 6.
De la compacidad de O se sigue :

6c G No(6), T(6,) <T(8)<---<T(b,).

=1

Pondremos T; = T'(6;), 7=1,2, - -m.

Usando en Teorema de la acotacién uniforme de Banach-Steinhaus obtenemos que
k= sup{[|3x(0,0)| 0 €6, 0<¢<Tn}<oo

Ahora fijemos T' > 0 y consideremos § € ©. Entonces § € N:(6;,) para algin j; y
|®x(8, T, )z|| < 3. De la misma manera 8.7}, € N.(6;,) para algin ja, y

1
12200, T;, + T, )zll = |22(0.T5,, T5,) (8, T, )zl < (5)2
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Se continta con este proceso hasta obtener :
1
T=Tj + -+ T; <74 Tjugr), [|®a(0,7)z| < (5)1

Dado que IT; <7<ty 0<t—-71<T, obtenemos

1
12:(6, )2l = [|@(6.7,¢ — 7)&x(6, 7)a|| < (5’
< k(%)t/Tl = ke~ ot

donde a = ;,—11 In(2) > 0. Por lo tanto, hemos obtenido lo siguiente
18206, t)z|| < ke™, 66, t>0
dado que k y a no dependen de z, obtenemos que
[@x(6,8)| < ke™, 60O, t>0

Desde este punto la demostracién se sigue exactamente de la misma manera que la del
Lema 4 en [14] (en el caso de espacios de Banach de dimensién finita). ‘ a

Lema 3.3 Sea O un subconjunto compacto e invariante de ©. Entonces el resolvente
p(©) es abierto.
Mads aun,

si. A € p(0), entonces Sr(0)=S,(0) y Ur(O) =U,(6)
para todo pu en un entorno de A.

Demostracion
Fijemos A € p(©). Por la definicién de p(©), se tiene que 7, admite una dicotomia

a A

exponencial sobre ©. Por lo tanto, existe un proyector P : £(0) — £(0) y constantes
positivas k y 3 tales que dimRango(I — p(f)) < oo, Rango(I — p(8)) C B;(6) para todo
6 € O, y las siguiente desigualdades son validas

198, )p(O)]f < ke, t>0, 8

1®x(8,8)(T — p(8))|| < ke®, t<0, 66
Afirmacién. Si |A — pu| < a y a = /2, entonces

(2) 186, )p(8) ]| < ke, ¢ >0

(6) 126, £)(I — p(O))] < ke, <0

19



En efecto, (a) puede ser probado de la misma manera que en el caso de espacios de Ba-
nach de dimensién finita, ver Lema 5 en {14]. Para demostrar (b) debemos observar los
siguientes hechos: '

#° es una continuacién negativa de (z,8) con respecto a 7 si, y sélo si e M¢* es una
continuacién negativa de (z, ) con respecto a .

My = {(z,8) € £:(z,6) tiene una continuacién negativa e~M¢=(t)} = M
s = {(z,8) € M :(z,0) tiene una unica continuacién negativa acotada ¢ c.r.de my}

= {(z,8) € M : (z,8) tiene una dnica continuacién negativa acotada de la forma
e ®(0,t)z}.

Dado que Rango(I — p(8)) C B se sigue que

,(6,t)(I — p(9)) = e™@(6,t)(I — p(6))

Por lo tanto, obtenemos:
12,08, 8)(1 — p(8))]| < €X7#H* < ke, £ <0

para cada 6 € ©. Por lo tanto u € p(0); equivalentemente, p(©) es un conjunto abierto de
IR. Mas aun la dicotomia exponencial de 7y y 7, tienen el mismo proyector P. Entonces
de la Observacién 3.1 obtenemos lo siguiente:

R(P) = 5.(0) = 5x(0) vy N(P) =Uu(0) =1s(6)
para todo u tal que ju — A| < . a

Lema 3.4 Sea © un subconjunto compacto e invariante de ©. Entonces el espectro E((:))
es un subconjunto cerrado de IR y eziste a > 0 tal que, si A > a, entonces A € p(0) y

Sx(0) = £(6).

Demostracién
Por el Lema anterior ya sabemos que X(©) es cerrado.
Afirmacién. Existe A > 0 tal que

k= sup{||®(6,8)]|: €0, 0<t<h}<oo

En efecto, para un propésito de contradiccidén, asumiremos que este no es el caso. Entonces
existen sucesiones 8, € (:), tn > 0 cont, — 0 cuando n — oo y ||®(0n,t.)|| > n. El
Teorema de la acotacién uniforme implica que existe £ € X tal que ||®(6,,t,)z]|| es no
acotada. Pero esto contradice el hecho de que lim,_ o+ <I>(9,t):1: = z uniformemente en
6 € O. Por lo tanto, k < co. Dado que $(6,0) = I, entonces k > 1.
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Definamos

1
a:= Elnk

Todo t > 0 puede ser escrito como ¢t = nh + 7 para algin enteron >0y 0 <7 < h.
La identidad circular (2.1) implica que

12(8,t)[| < ke, t>0, 6€6
Si XA > a, entonces

121(6,1)] < ke 0 cuando ¢ — +oo

.

para cada § € (:? Entonces por el Lema 3.2 tenemos que (a,00) C p(0), lo cual es
equivalente a £(0) C (—oo,a] y Sx(@) =£(0), > a. a

Lema 3.5 Sea O un subconjunto compacto e invariante de ©. Consideremos Ay, Ay €

p((:)) con A < A,.
St Sh(é) = 8/\2((:)) Y uz\l((:)) = u/\z(é)

entonces

1,2 Cp0) 3 Sx(6)=5x(0), Un(6)=1x(0)
para todo X € [Aq, Ay].

Demostracién
Como A1, A, € p(O), entonces existen proyectores Py, , Py, y constantes positivas k y 8
tales que:

|82(8, t)pa(O)|| < ke, t>0
18208, t)(I — pa(8))]| < ke”, t<0

para cada § € O, con A = Ay, 0y, y dimRango(I — pa(d)) < oo y Rango(I — px(8)) C
B;(6) para todo § € O©. Esto con el Lema 3.3 implican que

@x(6,t)(I — pa(8)) = e @, (6,)(I — pa(6))

De aqui el resto de la demostracién se sigue como en el caso de espacios de Banach de
dimensién finita,ver {14]. a

Proposicion 3.2 Sean A, B y C subespacios de X. Si C C A, entonces
AN(B+C)=(ANB)+(ANC)
Proposicién 3.3 Si A, X; € p((:)) ¥y A1 < Az, entonces

E(0) = Ur, (0) N 52,(0) + 1, (0) + 5, (0) - (3D
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- Demostraciéon ) R
Por simplicidad usaremos la siguiente notacién Sy := §x(0) y Uy := U(O).
Es facil demostrar la siguiente propiedad :

S )\1 < Az = S,\l - S,\2 y LI,\, C uh (32)

de la Observacién 3.1 sabemos que
EO)=U, + Sy, i=12
Por lo tanto, de la proposicién anterior se sigue que

Uy, =Ux, N (Z/I,\2 + S,\z) = Ll,\, +Ll,\1 N S,\2

Saz = S, N(Say +Un ) = Sa, +Ur NS,

Entonces )
5(@) = I/l,\1 -}-5,\1 =U,, + S,\1 +U,\1 N S,\2

a
El siguiente Lema es el andlogo al Lema 9 para el caso de espacios de Banach de

dimensién finita demostrado por Sacker-Sell en [14]. En la prueba de Lema 9-de [14] se
usa el hecho de que las dimensiones de U/ y S son finitas. Como estamos trabajando en
espacios de Banach de dimensién infinita & y S pueden tener dimensiones infinitas. Pero
el Lema 2.3 nos permite trabajar con la codimensién de S en lugar de su dimensién.

Lema 3.6 Sea O un subconjunto compacto, conezo e invariante de ©. Consideremos
A1, A2 € p(©) con Ay < A;. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes

(A) eziste p € (A1, ;) N T(O)
(B) Us,(©) N 8x,(0) # &(O)
(C) codimSy, < codimS),
(D) dimUy, < dimUy,

Mds aun, F := Uy, NSy, es un subfibrado invariante de £.

Demostracion
(C) & (D). Como A, A, € p(0), entonces por el Lema 3.1 existen enteros ki, &, tales que
dimUy, = ki, 1 =1,2;y codimS),, = k; para todo 8§ € O. Por lo tanto, la equivalencia de
las desigualdades (C) y (D) se sigue inmediatamente.

(A) = (C) y (D). Si existe p € (A1,22) N 7(6), entonces por el Lema 3.5 Sy, (0) #
53,(0) o Uy (0) # U (O). Asi los enunciados (C) y (D) se siguen de la monotonia de
Sy y U, ver (3.2).
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(C) y (D) = (B). De la Proposicién 3.3 tenemos
8((:)) = uf\l(a) n 81\2(0) + u/‘:(e) + 81\1(0): NS é
Esto implica que X
U ()N Sy, (8) # {0}, 6bco0.
(B) = (A). Definimos

= inf{) € p(©) : 5x(0) = 5,(6)}.

Afirmacién. Si A < A, entonces Sy # Si,. En efecto, para un propésito de con-
tradiccién, asumiremos que Sy = S,,. Por otra parte se tiene que Uy, C U,. Luego

Uy, NSy, CULNS) = &

lo cual es una contradiccidén. Asi A; < p < A,.
Ahora asumiremos que p € p(0). Entonces tendriamos los dos casos siguientes:

(a') S# = SA;
(b) SP 7é S/\z

Para el caso (a), el Lema 3.3 implica que Sy = S, = S», para todo ) en un entorno de 4,
lo cual contradice la definicién de p.

Para el caso (b), el Lema 3.3 implica que Sy # S», para todo A € (g, + p) donde p es
un nimero positivo suficientemente pequeno, lo cual también contradice la definicién de
p. Por lo tanto hemos probado que g € £(0) y A, < g < .

Finalmente, dado que Uy(Q) y S5»,(©) son subfibrados invariantes de £(O) se sigue que

F =U, (0)N5,(0)

es también un subfibrado invariante de 5((:)) 0

Elsiguiente Lema es una generalizacién del Lema 10 en [14], pero la prueba es diferente
debido a que estamos trabajando en espacios de Banach en dimensién infinita. Para esto
haremos uso del siguiente hecho: si my tiene una dicotomia exponencial de acuerdo a
nuestra definicién, entonces existe un proyector P : &( (-3) — £(0) tal que dszango(I -
p(f)) < ooy Rango(I p(8)) € B(8) para todo 8 € O lo cual implica segiin Lema 3.3
que ,

(6, t)(I — p(0)) = e ®(6,t)(1 - p(6)), ¢ <0

Lema 3.7 Sea © un subconjunto compacto, conezo e invariante de ©. Consideremos
A1, Az de tal manera que Ay < Ag; Ap, A € p(0) ¥ (A1, 22)N E(@) #0.

Consideremos F = U;\l(@)ﬂS,\,(Q) # la restriccion de m o F y $(0) := £(F) denota el
espectro de (F,w) sobre ©. Entonces

5(0) = £2(0) N (X, As).
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Demostracion
La demostracién la haremos mediante tres afirmaciones.

Afirmacién 1. Consideremos X € p(®) y definamos
F,(2) =Fn8&\(0) y F.)):=FnU(6).
Entonces F,()) y Fu(}) son subfibrados invariantes y
F =F,(A) + Fu(D)
En efecto, supongamos que A < A;. Entonces
Sx(0) C 8,(0) v U (0) C UN(6)
De aqui en adelante omitiremos el argumento © para simplificar los célculos. Asi

.7'_,(/\)2.7708,\ :U,\l nS,\zﬂS,\z&,ﬂS,\, :-7:0

FuQA)=FNUN=Uy, NSy, NULN=U\ NS5, = F
Luego F = F,(A) + Fu(}).
Analogamente, si A > A,, entonces

FN=F y FA})=F

Para A € [), 2] haremos uso de la Proposicién 3.2 y el hecho de que & = Uy, + Sy, =
Uy, + Sy,. Por lo tanto obtenemos lo siguiente :

Z/,\l = Z/{,\1 ﬂ(u,\z -{-S,\z) = Z/(,\2 + F
Uy, = U, N(UL+Sy) Un + Fo(X)
U, = UN(Us, + Sy,) Uy, + Fu(X) )

Consecuentemente
U, =Un, + F =Us, + Fu(X) + Fo(X)
Dado que F,(A) + Fo(A) C F, entonces F = Fu(A)+ Fs(A)

Afirmacién 2. p(®) C H(®) = R\ £(O). En efecto, si A € p(©), existe un proyector
P: £(O) — £(®) y constantes positivas k y S tales que

R(P)=5x(0), N(P)=U(H)

12,(6, )p(0)zll < kllalle™™, t>0, 8
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122(8,8)(1 — p(6))zll < kllzl|le”’, t<0, 6€6

Miés aun

dimRango(I — p(f)) < oo 'y Rango(l —p(6)) C B, (6)

Si P es la restriccién de P a F , entonces
R(P)=F,(3), N(@P)=F,()), F=mR(P)+NP)

Por lo tanto, si restringimos las desigualdades anteriores para todo (z, ) € F uno obtiene
que

(1828, )p(8)z|| < kl|zlje™®, t>0
1828, 8)(I — $(6))z|| < kllz]le®, t<o0

As{ #x admite una dicotomfa exponencial sobre 0, lo cual es equivalente a A € 5(0).
Asi p(©) C p(O©) y por lo tanto £(0) C £(O). Esto completa la demostracién de la
afirmacién 2.

Dado que F C S»,(0), entonces
|82, (8,8)z]| = 0 cuando ¢ — oo

para todo (z,8) € F uniformemente en z. Luego aplicando el Lema 3.2 obtenemos que
ﬁ((:)) - (—oo,Az) y Fo(A) = F, X > X;. De la misma misma manera obtenemos
F C Uy (O).
Luego
F(8) C Rango(I ~p(8)) C B;(8), 6€6
Esto implica que
|$x,(6,2)]| = 0, cuando t — —oo

~

Usando la mismaidea que en la demostracién del Lema 3.2 obtenemos que £(8) C (), )
y F. = F. Entonces B}

~ ~

3(0) C (M, 22) N X(O)

Para demostrar la inclusién opuesta, es suficiente mostrar que : Si ) € ,5((:)) N (A1, A2),

~

entonces A € p(©). En efecto, supongamos que
A(©)N (A1, 22) C p(©)
lo cual es equivalente a :
p°(0) C (A(©))° U (=00, \i] U [A3,00) & £(0) C £(O) U (00, M1] U A, 00).
Por otra parte ya sabemos que ﬁ((:)) C (A1, A2). Por lo tanto

~

2(0)N (A, X)) C B(O).
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Afirmacién 3. 5(0)N (A, X2) C p(®). En efecto, si A € 5(©) N (A1, Az), entonces existe
un proyector Q : ¥ — F y constantes positivas k y § tales que

18(8,1)a(0)z|| < Kl|zlle™, t>0 (3.3)

1826, £)(1 — q(8))z]| < klizfle™, t<0 (3.4)

y para todo 8 € O
dimRango(I — q(8)) < oo y Rango(I — q(8)) C BZ(8)
Consideremos los proyectores siguientes :

P, P:E(0) - £O) talque R(P1) =8, N(Py)=U,

R(P) =F = u,\l ﬂS,\Z, N(P) = U,\2 -I-S,\l.

De la Proposicién 3.3 tenemos
E =Un, + Sx, +Us, NSy, = R(P) + N(P)
Py = P; + QP es un proyector en £ tal que
| R(P)) =8y + 85, NP, =Uy + Uy,
donde Sy =R(Q) y Ur=MNQ)

Usando (3.3), (3.4) y el hecho que A € (A,X2), A1, A2 € p(O) se tienen que existen
constantes positivas [ y o tales que

1226, t)pA(8)]| < le™®, t>0, 6€0

122(6,8)(1 —pa(O)]| < le*!, <0, €6
Es facil probar que

Rango(I — px(8)) Cc B;(8) y dimRango(I — pr(6)) < oo

para todo 8 € ©, lo cual implica que ) € p((:))

Observacion 3.2 Hasta ahora tenemos lo siguiente:

(1) © es un subconjunto compacto, conexo e invariante de ©
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(2) puede ser que 2(0) =10
(3)Si B(O)#0 y %(O)C (—o0,a], entonces para todo conjunto

Do<h < <An}Cp(®), a<in (3.5)
tal que £(0) N (Ai_1, A) # 0; se tiene que Sy, NUx,_, # Eo.

Mas aun

Vi = Vi(0) := S, Ny,

i, 1=12,....m

son subfibrados invariantes de £(0).

(4) Sea 7* la restriccién de 7 a V; y 2:(0) el espectro de (Vi, ') sobre ©. Entonces
tenemos lo siguiente

2(0)=2(0)N (Aer, Ni), i=1,2,...,m. (3.6)

(5) También consideraremos
T (0) := Z(6) N (—c0, Xo). 3.

Teorema 3.1 Si £(0) 75 Oyl 1=0,1,...,m son elegidos como en (3.5), entonces
las siguientes declaraciones son vdlidas:

(A) :(0) =2(O)N Ny, X)), i=1,2,...,m.

(B) £(0) = T5,(0) NUE, Zi(©)

(C) 1< dimV; < o0

(D) VN V; =E(0), i#] -
(E)E=8x,+Vi+Va+ -+ Vnu (Suma de Whitney)

(F)Usy =Vi+ Vot +Vn y m<dimlh,(8) =k(Xo) <0, 8€0.

Demostracién
La declaracién (A) se sigue del Lema 3.7.
Para demostrar (B), ya sabemos que £(@) N (—o0, a]. Luego tenemos

£(8) = 5(8)n(~00,2)U (U T(8) N (Aics, A1)

=1

- zxo(éw(L_"le‘-(é))
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De los Lemas 3.1 y 3.6 se sigue (C).
Para probar (D), consideremos 2 + 1 < 7. Entonces

Vi=U,_, NS\, Vi=Ur_ NS, ViCS8xn, V;CU,

esto implica que V; N V; = 0.
Para probar (E) haremos uso del Lema 3.4 de la siguiente manera:

Si A > a, entonces A € p((:)),S,\ = £(0) y Uy = £(©). Por lo tanto Sy, = £(0).

consecuentemente

E(0) = S, =8\ N(Sr,., +Us._,) ‘
San, s +S8NUN,._, =8, +Vm

Sry N(Samy +Un, )+ Vi

Sr,s + S NUN,_, + Vnm

= Sy + Vo1 +Vm

fl

fl

= S t+tVi+Vat -V
Para probar (F) usamos el Lema 3.1 y el hecho de que
E=8t+tUy, vy Vit VotV CUy,
Asi, obtenemos que

Uy =Vi+ Vot Vm vy m<dimly,(8) = k(Xo), €6

Teorema 3.2 Sea © un subconjunto compacto, conezo € invariante de ©. Sido, Ay, ...

son elegidos como en la Observacion 3.2, entonces
£(0) = Tx,(0) U a1, b1] U [az, 5] U . ... [am, brm)]
donde A
m =m(X) < dimly,(8) = k(Xo), 6 € O

M<ar<bhh<hi<a<b<..<bpi1<Iii1 <bn<An

Para todo 1 <1 < m Vi = Ux,_, N Sx; es un subfibrado invariante de E((:)) con

dim V;(6) = n; para todo 8 € O, donde
ni>1 y mni+ny+---n, =k(A)
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Mads aun
VinVi=&, i#7 vy U,=Vi+Vat+ - +Vn

Finalmente, el espectro $:(0) de (Vi,;), donde 7 denota la restriccion de ® a V; y

7%(0) = [a, bi).

Demostraciéon )
Del Lema 3.1, para todo 8 € © se tiene lo siguiente

E(0) = 85x(0) +Un,(8) vy  dimlUy,(8) = k(Xo) < o0
Denotemos por m*° la restriccién de m a Uy, y por E“(é) el espectro de (U,\OJW’“) sobre

©. Dado que dimly,(8) = k(Xo) < oo, estamos en el caso de espacios de Banach de
dimensién finita y 7% es un skew-product flow en U,,. Entonces obtenemos que

£%(6) = | 5:(6)

=1

Us, (0) = V1(0) + Vo(0) + Vn(6).

Entonces procediendo como en la demostracion de Teorema 2 de [14] obtenemos el
resultado deseado.

B

Observacién 3.3 Los dos Teoremas anteriores nos aseguran lo siguiente: el espectro
%(©) es uno de los siguientes conjuntos

(1) 2(6)=10

(2) (00, o]

(3) B(6) = (=00, atoo] U, [as, bi] para algiin entero m
(4) £(0) = U™, [as, bi] para algin entero m

(5) 5(©) = U4 [, b

donde o es un nimero real y los intervalos espectrales [a;, b;] no son vacios y disjuntos.
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4 Exponentes de Lyapunov

En esta seccién investigaremos la relacién entre el Espectro Dinamico y los Exponentes
de Lyapunov, o como son llamados algunas veces Numeros del Tipo Lyapunov. Para
esto consideraremos el Skew-Product Semiflow Lineal 7 = (®,0) en el fibrado vectorial
de Banach £. Asumiremos todo el tiempo que © es un espacio topoldégico compacto de
Hausdorfl, el cual es conexo e invariante bajo el flujo o.

Consideremos

{/\0<)\1<---<)\m}Cp(O), a< iy,
tal que
E(0) C(—o0,a] y E(O)N(Ai-1, X)) #0
V; =Vi(0) =8,(0)NU,_,(0), 1=12,...,m

De los Teoremas 3.1 y 3.2 tenemos lo siguiente :

2(0) = X5, (0)U a1, 5] U...U[am, bu] (4.1)

5(@):SA0+V1+V2+"‘+V (4.2)

Donde m = m(Xo) < dimU,,(0) = k(Ao) para todo 8 € O y los intervalos espectrales
[a;, ;] han sido ordenado de manera que b; < a4y, 2=1,2,. —1.

SeaP; : £ - & un proyector tal que R(P;) = V; y el espacio nulo es la suma de los
restantes V; y Sy, para 7 #1. Si Py, : £ — £ es un proyector en £ tal que:

R(Px)=8% vy NEPry)=Vi+Vat - +Vnm

entonces
I'=Py +Py +Py +---+ Py, (4.3)

Dado un punto (z,8) € £, = # 0, entonces definiremos los cuatro exponentes de Lyapunov
asociados con el punto (z,8) como sigue: -

M (z,0) = limsup % In||®(6,t)z|| (4.4)
t—+o00
M (z,0) = hmmf In||®(8,t)z|| (4.5)

Si (z,6) € B, entonces definimos los otros dos exponentes de Lyapunov como sigue:

1
A7 (z,6) = limsup n In||®(6,t)z]| (4.6)
t——o0

A (z,8) = hmmf ln|]<I>(9 t)z|| (4.7)
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Teorema 4.1 (A) Sea (z,0) € Vi, donde V; es el subfibrado vectorial asociado con Ao €
p(0) y [ai, bi], = # 0. Entonces los cuatro ezponentes de Lyapunov (4.4) - ({.7) estdn
bien definidos y yacen en [a;,b;]. En particular; si a; = b;, entonces para todo (z,0) €
Vi, = #0, los cuatro ezponentes de Lyapunov coinciden y los limites

.1 .1
Jim_ < In[[8(9, e = lim = In 86, 2)a]
ezisten y coinciden con a;.

(B) Si (x,8) € S»,, entonces los dos ezponentes de Lyapunov (4.4) y (4.6) coinciden y
los limites

1 1
limsup = In{|®(6,t)z| = liminf =~ In | (4, t)z|| = Ao
t—4oo L t—too {

Demostracién

Dado que A € p(©), entonces existe un proyector Py, : £ — £ tal que Uy, = Rango(I —
P,,) € B;. Por lo tanto, para todo (z,8) € V; C U,, los cuatro exponentes de Lyapunov
estdn bien definidos. '

Ahora nosotros necesitamos probar lo siguiente: Si (z,6) € Vi, = # 0, entonces AJ(z,8) <
b y a; < Af(z,6). Dado que \f(z,8) < A}(z,8), entonces A} (z,8) y A\f(z,6) yacen en
[a;, b;]. Con un argumento similar se puede probar que AJ (z,6) y A; (z,8) yacen en [a;, b;].
En efecto consideremos A € (b;,a;41) - el espacio entre los intevalos [a;, ;] ¥ [ait1, biya]-
Entonces A € p(©) y existe un proyector P : £ — £, y constantes positivas k > 1,
tales que

1®x(8,)p()z|| < ke, t>0, €O (4.8)
Si (z,8) € Vi, entonces (z,8) € Sx. Por lo tanto p(§)z = z. De (4.8) obtenemos que

19(68, o] < kP >0

Asi

. 1 . 1 (A—ﬂ)t -

limsup~In||®(6,t)z|| < lim —In(k)e

t—+o0 t t—+oo

.1
Entonces .
lim sup n In||®(0,t)z|| <A, A€ (bait)
t— 400

Luego

Ahora, consideremos A € (b;—1,a;). Entonces A € p(©) y existe un proyector P : £ — &€
y constantes positivas k > 1, 8 tales que

12206, (I —p(8))|| < ke, t<0, €O _ (4.9)
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y para todo § € © tenemos
dimRango(I — p(8)) < oo,  Rango(I — p(6)) C B, (6)

Si (x,8) € Vi, entonces (z,8) € Ux. Por lo tanto (I — p(f))z = z. Luego usando (24) y
(2.5), obtenemos lo siguiente:

z = 9,(0.t,—-t)0r(6, 1)z
= ®,(8.t,—1)®x(6,t)(I — p(8))z
= &,(6.t,—1)[®x(0,t) — ®2(0,t)p(8)]x
= (6., —t)[®r(0,t) — p(8.t)®a(0,0)]
= &5(0.t,—t)[I - p(6.1)]2r(6,1)z

Entonces, de (4.9) obtenemos lo siguiente
llzll < ke @6, t)all, t>0

Por lo tanto )
1®(6,t)=| > %llwlle(“ﬁ)‘, t>0

Luego
1
lim+inf n In||®(8,t)z|| > A+ 8> A

para todo A € (bi_1,a;). Asi M\ (z,0) > a;.
Para probar (B) consideremos (z,8) € Sy,. Entonces tenemos

‘_ljinoo ||<I>,\0(0,t)m|| = tliinoo I|€~'\°t¢(0,t)z” = 0.

Por lo tanto, existe una constante positiva M tal que para t suficientemente grande

tenemos:
In||e *f®(8,t)z|| < M
Luego )
0 = lim 1l lle=*t®(8, t)z||
- t—+oo ¢t ?
. 1
Asi

.1
O

Definicién 4.1 Para cada § € © definimos el Exponente de Lyapunov Superior A} (6)
mediante: '

AH(0) := sup{D}(z,0): ze€ X, z+#0}

32



Teorema 4.2 El Ezponente de Lyapunov Superior A} (6) correspondiente a § € © wviene
dado por:

1
2F(8) = limsup 7 In [|®(6,t)|| (4.10)
t—oo

Demostracion
Denotemos por (8) el lado derecho de (4.10). Tenemos que

1 1 1
Lin [9(6, )2 < 1a |2(6, )] + 1 In o]
lo cual implica que
. 1 i 1
lim sup < In||®(6,t)z|| < limsup < In [j®(6,t)]|
t— o0 ' t— oo

Por lo tanto A}t (z,8) < v(0), para todo z € X, = # 0; luego A+(8) < (8).
Para demostrar la desigualdad contraria usaremos el hecho de que: Para todo ¢ > 0 y
z € X existe Nz > 0 tal que

18(8, )z|| < N.pePi @+t 4>
La desigualdad anterior puede ser escrita como sigue
18(6, t)we~ X3 < N,
Entonces la familia de operadores
{ @(8,t)e M@+, >0}

es acotada par cada z € X. Se sigue de Teorema del Banach-Steinhaus que existe N, > 0
tal que
|2(6,)e” N <N, 120 -

Luego
18(8,1)]| < NeePi@+at ¢ >

Por lo tanto

%m 188, 1)z|| < %ln(Ne) +(37(8) +¢)

Asi .
lim sup n In ||®(8,t)z|| < AF(8) + €
t—oo

Luego
1(6) < X7 ().
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5 Ejemplos
En esta seccién presentaremos varios ejemplos en los cuales podemos localizar el espectro
dindmico. '

Ejemplo 5.1 Para este ejemplo consideraremos una ecuacién lineal no auténoma la cual
genera un Skew-Product Semiflow en el fibrado vectorial trivial £ = X x © donde X es
un espacio de Banach y © es un espacio topolégico de Hausdorft.

Mas precisamente, estudiaremos el siguiente sistema lineal no auténomo

z(t) = A(6.t)z(t), t>0 (5.1)
donde A(6.t) = A+ B(8.t), A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente
continuo {T'(t)}t>0; 0(0,t)=0.t esunfluyjoen Oy B(f)€ L(X), te R.

Lema 5.1 St B(-): © — L(X) es fuertemente continuo, entonces el conjunto {||B(8)| :
6 € O} es.acotado.

Demostracion
Consideremos los conjuntos siguientes

H={||B(9)l:6 €0}, H(=z)={||B(6)]:6¢c06}

Dado que § — B(f)z es continua y © es compacto, entonces, para todo z € X
resulta que H(z) es acotado. luego, por el Teorema de Banach-Steinhaus obtenemos que
H es acotado. O

Lema 5.2 Si B(:): © — L(X) es fuertemente continuoy z(-): IR — X es una funcién
continua, entonces para cada § € O la aplicacion t — B(6.t)z(t) es continua.

Demostracion
Fijemos t € IR. Entonces

| B(6(t + h))z(t + h) — B(8.t)z(t)|| -
= ||B(6(t + h))[z(t + h) — z(¢)] — [B(6.(t + h)) — B(6.t)]z(¢)||
< Lijz(t + k) — =(2)|| + [[B(6.(t + h)) — B(6-t)]=(¢)]]
donde L = sup{||B(8)||:6 € ©} y 0.t€ © parate R.

Por lo tanto
I|B(6(t + h))z(t + h) — B(6.t)z(¢)]] = 0, cuando A — 0

0

Para precisar en que sentido la ecuacién (5.1) genera un Skew-Product Semiflow, debemos
considerar la familia de ecuaciones integrales siguiente:

2(t) = T(t):n0+/OtT(t—s)B(G.s):c(s)ds. t>0 6e0.  (52)
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Definicién 5.1 (Solucién moderada). A la solucién z(t) = z(t,6) de la ecuacién (5.2)
la llamaremos Solucion moderada ? de (5.1).

Teorema 5.1 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo en
X y B():0 — L(X) también fuertemente continuo. Entonces para cada § € © y
z9 € X el problema

z(t) = A(8.t)z = (A + B(0.t))z(t); z(0)==o (5.3)
tiene una inica solucion moderada ®(8,t)zo dada por
¢
(8, t)zo = T(t)zo + / T(t — s)B(6.5)(8, s)zods. . (5.4)
0
Si
Tl < Me™*, t >0,
entonces
12(6,t)]| < MeWHEME Dt > g (5.5)
donde

L = sup{||B(6)[| : 6 € ©}

Mas aun, la eplicacion = : € x Ry — £ dada por
n(z,0,t) = (2(0, t)z,6.t) (5.6)

es un Skew-Product Semiflow en £ = X x © , tal vez sin la condicion ({) de la definicion
2.1.

Demostracion
Buscaremos la solucién de (5.2) mediante el método siguiente:

®(0,t) = f: 9,.(0,1) (5.7)

n=0

donde

Bu(8,6)20 = | “T(t - 5)B(8.5)8n_1(6, s)zods (5.8)

@o(6,t) = T(t)

?Es una traduccién aproximada de Mild Solution
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Es ficil obtener usando induccién matemadtica la siguiente estimacién

m
||@n(9,t)“ < Mn+1LneWt"_ n = 071721"'

n!’

Asi, la serie

3(0,t) = i 3,.(6,t)

n=0

es mayorada por

Wt Z MLt) — MeW+ML)

Por lo tanto 322, ®

L(X) en intervalos compactos .
Mas aun

a(0,t) es absolutamente convergente en la topologia uniforme de

@(07 t)mo = (I)O(ev t)mo + Z (I)ﬂ(97 t)xo

n=1

= T()ze+ S /0 “T(t — 5)B(6.5)®n_1(6, s)zods
= T(t)zo + /Ot T(t— s)B(6.s)®(8, s)zods.

De tal manera que nuestra construccién nos conduce a la solucién de (5.2) cumpliendo
la condicién $(4,0) = I, para todo 6 € O.

Para probar la unicidad, asumiremos que ¥(6,t) es otra solucién de (5.2). Entonces
restando las ecuaciones para ®(6,t) y ¥(6,t) obtenemos

(8(6,1) — ¥(8, )20 = | “T(t - $)B(0.5)[8(8, s) — (B, s)aods -

0

luego
t
11206, 1) — (6, O]zl < [ M¥EL|2(8, ) - U0, s)aol ds
0
Poniendo
g(t) = e "H|[®(8,t) — ¥(8,t)]zol|
obtenemos

t
g(t)SML/gsds
0
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Asi, usando el lema de Gronwall conseguimos que g(t) = 0, lo que es equivalente a
decir que

®(6,t)zo = ¥(0,1)zo
Ahora probaremos que la aplicacién 7 definida por (5.6) es un Skew-Product Semiflow
en £ de acuerdo a la Definicién 2.1
En efecto.
(1) Claramente ®(6,t) € L(X), 6 €06
(2) Claramente ®(6,0) =1, 6 € ©

(3) ®(6,t) fuertemente continuo uniformemente en §. En verdad: seat >0, h >0y
consideremos

[18(6,2 + h) — &(8, t)zoll < [T(t+ h)zo — T(¢)zoll
t
+ /0 (T(t + b — s) = T(t — 5))B(6.5)(8, s)o||ds
t+h '
+ / IT(t + h — s)B(6.5)8(8, s)ol|ds.
t
Luego usando el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, la continuidad
fuerte de T'(t) y la acotacién de T'(t), ®(6,t)y B(8), obtenemos que ®(f,t)z, es continuo
a la derecha uniformemente en §. Para probar la continuidad a la izquierda, supondremos
que t>0 y h >0 demaneraque t—h > 0. Entonces tenemos lo siguiente
|88, — h)zo — B(8,2)zol| < ||IT(t — h)zo — T(t)zo||+
t-h
| [Tt~ b~ 5)B(6.5)8(8, 5)zods [ Tt~ 5)B(8.5)8(8, s)wods|| =
0 / -
t—h
WT(t — h)xo — T(t)zol| + || / T(t — h — s)B(0.5)®(8, s)zods—
0
t—h
/ T(t—h—3)B(6.(s+ h))®(0,s + h)zods|| < ||T(t — h)zo — T(t)zo||+

| /Ot_h T(t — h — s)[B(6.5)®(8, s)zo — B(6.(s + h)®(8, s + h)zo]ds||+

+f °h(t — b — $)B(8.(s + h))®(8, s + h)zo|ds

Luego usando la continuidad a la derecha de ®(6,t), la continuidad fuerte de T(t)
, la acotacién de T'(t), ®(6,t), |B(6)| y el Teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue, vemos que ®(8,t)z, es continua a la izquierda.
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Ahora veremos que para todo § € © y s,t € IR, se tiene:
P(8,s +1) = (4.t,5)9(6,1)

Para probar esto usaremos (5.4) de la siguiente manera:

t4s

(8, t + s)zo — (0.5, 1)®(8, 5)z0 = T(t + 5)T0 + /0 T(t + s — a)B(8.0)8(8, a)zoda—

T(2)+ [ T(t = a)BO.(s +a)8(6.5,@)da)(T(s)zo + [ T(s— F)B(0.6)(6,8)z0d)
= [T+ 5 - @)BO.)2(8,a)zoda— [(T(t+ s - mw,mmodb
i - “T(t = a)B(8.(s + 2)®(8.5, 0)B(8, s)zodar
= P4 — a)Bb(G.a)@(G,a):voda -/ Tt — a)B(O(s + ))®(6.5, )8(8, s )zoda
Cambiando de variables en la primera integral, obtenemos:
B(0, t+5)a0-8(0.5,1)2(0,s)ao = | “T(t—a) B(.(s+a))[B(6, ats)—B(8.5, a) (0, s)|zodar

Por lo tanto

|28, + s)zo — (0.5,8)P(8, s)zo|| <
t
ML/ eW(t'”")H@(G, a+ s)zg — ®(0.5,a)®(8, s)zo||d
0

Asi, aplicando el lema de Gronwall resulta

B(6,t+s) = 9(6.5,t)2(0, s)

La siguiente Proposicién corresponde a la parte (4) de la Definicién 2.1

Proposicién 5.1 Si el flujo o(8,t) = 6.t depende continuamente en 8 sobre intervalos
compactos, entonces para todo t > 0 fijo, la aplicacion que va de £ en X dada por
(z,0) > ®(0,t)z es continua .

Proposicién 5.2 Sea m = (®,0) el Skew-Product Semiflow definido por (5.6). Entonces

£(0) € (—o0, W + LM)

donde
=sup{[|[BO)||: 0 € ©}, [IT@)| < Me™t t>0.

Los siguientes ejemplos pueden ser encontrados en [9].
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Ejemplo 5.2 Consideremos la ecuacién diferencial lineal escalar con retardo, de la forma
siguiente

z(t) = b(t)z(t — 1) (5.9)
donde la funcién b pertenece al espacio X de las funciones a : IR — IR que son continuas y
acotadas, dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre conjuntos compactos
de IR. Para el espacio de estados tomaremos C = C({—1,0],R) y para cadaa € X y
T € IR definimos la 7 - traslacién de a, como la funcién a, € X dada por a,(t) = a(t + 7).
A la ecuacién (5.9) le asociamos el conjunto

® = cl{b, : T € R}

donde ¢l denota la clausura en la topologia de X. El conjunto © es compacto en X segin
la Proposicién 1.1. Podemos definir en © el flujo o(t,a) = a; = 6.t, § = a y asociar a la
ecuacién (5.9) el Skew-Product Semiflow siguiente

7:CxOxRy -»0xC, =(z,a,t)=(8(a,t)z,a)

donde ®(a,t) denota el operador de evolucién asociado con la ecuacién (5.9) cuando cam-
biamos a por b. Para este Skew-Product Semiflow se tienen los siguientes casos :

(1) S(0)=0 si

0 :' { —2sin®(wt) t € [2n,2n + 1]

0 t € (2n — 1,2n),para todo entero n

0 t<0
b(t) =< —t 0<t<1
-1 t>1

(3) 2(0) = (~o0,7]U[0,8], siy<0<fBy

0 t<0
b(t)=14 t 0<t<l
1 t>1

(4) £(O) es la union infinita numerable de intervalos compactos no degenerados, acumu-

lados en —o0, si

1—¢ t<o0
b(t)=<¢ t+(1—¢) 0<t<e
1 t> e

con 0 < e < 1.
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Ejemplo 5.3 Consideremos el problema de frontera para ecuaciones diferenciales par-
ciales del tipo parabdlico de la forma siguiente

u = —b(t)utum., x€(0,1)
(5.10)
u(t,0) = u(t,1)=0

con
0 t<0
b(t) =< ¢ 0<t<l1
1 t>1 ‘

Consideremos la solucién de este problema en el espacio de Sobolev Hj = H}(0,1) y
denotemos

O =cl{b,: 7 € R}

donde, como anteriormente b, denota la 7 - traslacién de b y ¢l la clausura en la topologia
de la convergencia uniforme. En © definimos el flujo o(t,a) =a;, =0.t, a=0€Oyle
asociamos al problema (5.10) el Skew-Product Semiflow

m:Hy x O x Ry — Hy x 0O, n(z,a,t)=(®(a,t),0(t,a))

donde ®(a,t), t > 0 denota el operador de evolucién asociado con la ecuacién (5.10)
cuando reemplazamos a por b.
En este caso se puede demostrar que

[o o]

2(0) = U[—7r2(i2 + 1), —7r2i2].

=1
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