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Sea Riun anillo conmutativo con identidad con anillo total de
fracciones T(R). Un elemento distinto de cero de R es regular si
no es un divisor de cero. El conjunto de divisores de ceroc es
denotado por Z(R).

Un anillo R es un anillo de cadena si el conjunto de sus
ideales estd totalmente ordenado con respecto a la relacidn de
inclusién.

Es bien conocido que si R es un anillo de cadena vy R1 un
sobreanillo de R , ésto es, R < R1 < T(R)‘ , entonces R1 es un
anillo de cadena y R1 = RP para algin ideal primo de R

El siguiente Teorema es una consecuencia de la definicidén de

anillo de cadena.

TEOREMA 1 . Para un anillo conmutativo R 1las siguientes
proposiciones son equivalentes:
(1) R tiene un sobreanillo que es un anillo de cadena
(2) T(R) es un anillo de cadena
(3 Z(R) =P , donde P es un anillo primo de R y T(R) = RP

La imagen homomérfica de un anillo de cadena es un anillo de



cadena y éstos son anillos de valuacién. Por lo tanto, la imagen
homomérfica de dominios de valuacién son anillos de cadena.

La pregunta de Kaplansky sobre si todo anillo de cadena es la
imagen homomérfica de un dominio de valuacién, L. Fuchs vy
S. Shelah (Proc. AMS 1989) dieron una respuesta negativa. Sin
embargo, Froeschl ha demostrado que si R es un anillo de cadena
con T(R) notheriano, entonces R es la imagen homomdérfica de un
dominio de valuaciédn.

Aqui estudiaremos la clausura entera o integral de R ,* y la
denotaremos por R y veremos cuando R es la interseccién de anillos

de cadena. En este sentido tenemos el siguiente Teorema.

TEOREMA . Para un anillo conmutativo R , 1las siguientes

proposiciones son equivalentes:

(1) R = Q Va , donde"VOl es un anillo de cadena para todo o

(2) Para todo sobreanillo R1 de R , §1 es la interseccién de
anillos de cadena

(3) T(R) es un anillo de cadena y Z(R) = P , P « Rt , para todo
elemento regular t de R

(4) T(R) es un anillo de cadena Z(R) = P y P € Q para todo ideal

regular @ de R

Demostracién : (1) = (2) . Supongamos R= Q Vcl , donde cada
Va es un Sobreanillo de cadena de R . Luego por tener R un

sobreanillo de cadena debemos tener que Z(R) = P y T(R) = RP es un

anillo de cadena. Ses R‘ un sobreanillo de R . Si R € R1 < R

entonces R = §1 y por hipétesis R es interseccién de anillos de

cadena, por lo tanto podemos suponer, sin pérdida de generalidad,



que R = Q V_ con Va anillo de cadena para @« , y R 1integramente

(s}

cerrado. R1 es la interseccion de anillos de s-valuacién Vﬁ , esto

es, T(R) - VB es multiplicativamente cerrado. Digamos

- =n

R1 3 Vﬁ .
puesto que R tiene pocos divisores de cero (R es Marot) cada Vﬁ es
un anillo_de valuacién. Froeschl ha demostrado que un anillo Vﬁ de
valuacidn es de cadena si y sé6lo si Z(T(R)) < Vﬁ .

Por hipdtesis tenemos que R = Q Va con cada Vd anillo de

cadena, luego Z(T(R)) € V y por lo tanto Z(T(R)) = R

o
Consecuentemente
Z(T(R)) s R = v,
esto es
Z(T(R)) = Vg4

Luego hemos demostrado que cada V(g es un anillo de cadena,

(2) 2 (1) . Si cada sobreanillo R1 , R & R1 < T(R) tenemos que
R1 = g V., » con cada va anillo de cadena entonces debemos tener,
en particular, R = N Vg, -

(2) »(3) . Sea R = Q V, » con V_ anillos de cadena para todo a
Entonces Z(R) = P y T(R) = R es un anillo de cadena. Sea t € R un
elemento regular, tenemos PVa < PP n VOl = Z(Va)

Puesto que Va es anillo de cadena, tVd es un ideal regular,

luego

Por lo tanto P < tR
(3) » (4) . Inmediato.
(4) » (1) . Por Samuel [Teorema 8], tenemos que R = g Va , donde

los Va son anillos de s-valuacidén. Puesto que R es un anillo de



Marot, tenemos que los Va son anillos de s-valuacién. Sean Pa los
correspondientes ideales primos de Va tal que (Va,Pa) es un par de
valuacién. Para demostrar que Va es un anillo de cadena sers
suficiente por Froeschl {2] demostrar que Z(T(R)) & Va .
Sea x/y € Z(T(Va)) Yy supongamos gque X/y € (T(Va) - Va)
Luego x € Z(R) v x es regular. Puesto que V es un anillo de

[

valuacidén existe p e Pa tal que p(x/y) € Va - P ) . yva que Va es

a
anillo de cadena, Va es casi-local y Priifer, luego p(x/y) = t es
una unidad de Va por lo tanto px = yt es un slemento regular, lo
cual es una contradiccidén. En consecuencia

Z(T(V )) <V

Y Va es un anillo de cadena,
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