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Resumen

En este articulo demostramos que para ciertos p-grafos, con p > 1, llamados
grafos de Schur, el algebra asociada a ellos es un algebra de Schur.

Abstract

In this paper we prove that for some p-graphs, with p > 1, named
Schur’s graphs, their associated algebra is an algebra of Schur.



INTRODUCCION

El objetivo de este articulo es mostrar que para ciertos p-grafos, con p > 1,
el dlgebra asociada a ellos es un algebra de Schur. '

" Este trabajo consta de tres paragrafos.

En el paragrafo primero introducimos la nocién de algebra de Schur dada
en [4] y deducimos algunas consecuencias de este concepto.

En el segundo paragrafo recordamos algunos hechos que garantizan cuan-
do el algebra asociada a un p-grafo, con p > 1, es asociativa, damos la
definicion de grafo de Schur y demostramos que el algebra asociada a un
grafo de Schur es un algebra de Schur.

Finalmente, en el paragrafo tercero presentamos la definicion de algebra
de Schur como es dada en [2] o en [3] y verificamos que ella es una generali-
zacién de la nocién de dlgebra de Schur introducida en [4].

Por otro lado, mostramos que el algebra asociada a un grafo de Schur es
isomorfa al algebra de Schur de los polinomios homogéneos de grado uno.
Este isomorfismo permite “ visualizar ” el algebra de Schur y enmarcar el
algebra asociada a un p-grafo en un contexto mas general del algebra.



§.1 Algebras de Schur Via Represen-
tacion

1.1 Definiciones

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre el cuerpo € de los
numeros complejos. .

- Sea G un grupo finito. Una representaciéon lineal de G en V es un
homomorfismo p de G en el grupo GL(V') de automorfismos de V. El espacio
vectorial V es llamado espacio de representacion de p y es denotado V.

Dos representaciones p y p’ de G son equivalentes si existe un isomor-
fismo 7:V, = V, tal que

7p(s) = p'(s)r, paratodo s€ G

Si p es una representacién de G la suma directa de n representaciones de
G, todas equivalentes a p, la denotamos np

Si p y p’ son dos representaciones de G entonces V, y V,» son médulos a
la izquierda sobre el dlgebra C[G] del grupo G sobre U, y Homp 5 (V;, Vi)

es un £ — espacio vectorial.

Pongamos (p, p') = dim H Mpa (V,, V). Entonces el conjunto de todas

las representaciones de G es un Z— médulo y (p, ') es una forma bilineal
simétrica con respecto a la suma directa.

Si p y p' son dos representaciones irreducibles de G se demuestra, usando
el lema de Schur, que (p,p') =1si p=p, y (p,p) =0sipy p noson
equivalentes.

Definiciéon. Sea p : G — GL(V) una representacion. La €— dlgebra
Endpq (V,) es llamada algebra de Schur.



1.2 Algunas consecuencias de la definicién de algebra
de Schur

Teorema 1 Sea p : G — GL(V) una representacion irreducible, entonces
las €- dlgebras Endgy (Vip) y Mn(L) son isomorfas.

En efecto, (np,np) = dim Endp 5 (V) = n?(p, p) = n® = dim M,(C)

Teorema 2 Sea p : G — GL(V) una representacién cuya descomposicidn
r

candnica es p = @n;p;, entonces
i=1

EndC[G] (Vo) ~ @Mm(C)

En efecto,

r

= z_: n(pi, pi) = ; n? = dim G_? M, (C) = dim Endp4 (V)
Colorario 1 p no tiene componentes miiltiples si, y sélo si, el dlgebra de
Schur es conmutativa.

Demostracién. Si p no tiene componentes multiples entonces n; = 1, para
todo ¢. Luego, My, () ~ € para todo ¢, y Endgyg (V,) = @i, Mn,(C) &~

CoaC.
Reciprocamente, si EndC[G] (V,) es conmutativa, entonces @I_, M, (L) es

conmutativa; por lo tanto M, (C) es conmutativa, para cada ¢, y a fortiori
n; = 1, para todo t.

Colorario 2 Sea G un grupo abeliano de orden n. Sip es una representacion
de G que tiene n componentes no multiples entonces, el dlgebra de Schur es

isomorfa a C[G]

n

En efecto, EndC[ (V)~Ca~ T2@C. y, por el teorema de Maschke,
CGl=C® --- ®C. En consecuencia, EndC[G] (Vo) ~ C[G].



§.2 Algebras Asociadas a un p- grafo.

2.1 Generalidades sobre p- grafos.

Un p-grafo es un par G = (S,m) donde S es un conjuntoy m : § x § —
{0,1,...,p} es una aplicacién de conjuntos, donde p es un entero no negativo.

Se dice que G = (S, m) es simétrico si m(r,s) = m(s,r) cualesquiera
que sean r,s € S.

Sean G = (S, m) un p-grafo y r,s € S. Se dice que r es equivalente a
s si existe una cadena que une r y s. De esta manera cuando G es simétrico
tenemos una relaciéon de equivalencia definida sobre S y las clases de equiva-
lencia de S médulo esa relacion son llamadas componentes conexas.

Un p-grafo se dice conexo si solamente tiene una sola componente co-
nexa.

Sean G = (S, m) un p- grafo, K un anillo conmutativo con elemento identi-
dad, (e,s)(r,s)esxs la base candnica del K-médulo libre K (5x8) " Definimos
una estructura de K- algebra sobre K(5%5) poniendo

eqr €st = brg sSup(m(q,r),m(s,t))eq

cualesquiera que sean ¢,r,s,t en S, donde §,, es la delta de Kronecker.

Se obtiene asi una estructura de K-algebra sobre K(5*%) denominada
dlgebra asociada al p-grafo G y denotada Lx(G) = K5*9, Si S es un
conjunto finito de n elementos, Lx(G) es una K- algebra libre de dimensién

2
n’.
En general, Lx(G) no es asociativa, no es conmutativa y no tiene elemento

identidad.

2.2 Grafos de Schur.

A continuacion damos tres resultados cuya demostracién puede ser consul-
tada en [1]

Proposicion 1 Sea G = (S,m) un 1-grafo donde S es un conjunto finito.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. Lk(G) es una K-dlgebra con elemento identidad;
2. m(r,r) =1, paratodor € S;

Proposicién 2 Sea G = (S,m) un 1- grafo conexo y simétrico y supongamos
que S es un conjunto finito de n elementos, n > 2. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. cualesquiera que sean r,s,q en S tales que m(r,s) = m(s,q) = 1,
entonces m(r,q) = 1;

‘2. m(r,s) =1, cualesquiera que sean r,s en S;
3. existe un isomorfismo de K- dlgebra Lx(G) ~ M,(K);
4. Lx(G) es una K- dlgebra asociativa;

Proposicidon 3 Sea K un anillo que contiene al cuerpo Q de los nimeros
racionales como sub-cuerpo. Sea G = (S,m) un p-grafo conezo y simétrico
y supongamos m(u,u) =V, (1 <V, < p) cualquiera que sea u en S. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. cualesquiera que seanr,s,q en S distintos tales que m(r,s) = m(s,q) =
1, entonces m(r,q) = 1;

2. m(r,s) = 1, cualesquiera que sean r,s en S, r # s;
3. existe un isomorfismo de K- dlgebra Lx(G) ~ M,.(K);
4. Lx(G) es una K-dlgebra asociativa;

Definicion. Todo p- grafo que satisface las condiciones equivalentes de la pro-
posicion 2 6 de la proposicion 3 es denominado grafo de Schur

Teorema 1 Sea p: G — GL(V) una representacion irreducible de grado n.
Sea G un grafo de Schur. Entonces ezxiste un isomorfismo de - dlgebras

Lp(G) ~ EndC[G](Vnp)-

En efecto, por el teorema 1 del §.1 las C'- digebras EndC[G](Vnp) y M,(C)
son isomorfas. Por otro lado, Ly(G) ~ Mn(C) (proposicidn 2 o proposicion
3), de donde Lp(G) > Endp(Vay).



§.3 Algebras de Schur Via Funciones
de Representacion

3.1 Funciones de Representacion

Sea I' un grupo multiplicativo cuyo elemento identidad es 1t y K un cuerpo.
El conjunto KT de todas las aplicaciones f : I' — K es una K —algebra
conmutativa con las operaciones definidas punto a punto.

Proposicién 1 El dlgebra K¥ ® KT es un sub-espacio de K'xT,

Demostracién: La aplicacién 6 : KT x KT — K'*T tal que 6(s,t) =
f(s)g(t) es bilineal. Por la propiedad universal del producto tensorial existe
una tnica aplicacién lineal o : KT ® KT — KT tal que a® = 6, donde
®: KT x KT —» KT® KT. Como a es inyectiva podemos identificar KT @ KT
con un sub-espacio de KTxT',

La estructura de grupo definida sobre I permite definir las aplicaciones
A:K' - KTT ¢: KT — K como sigue:

A(f)(s,t) = f(st), e(f) = f(Ir)
que son homomorfismos de K —algebras.

Definicién. Se dice que f € K' es una funcién de representacién si
satisface una de las siguientes condiciones equivalentes:

1. Los K[I')—=mddulos K[T]- f y f-KJI'] generados por f son espacios

vectoriales de dimension finita.

2. A(f) € K¥' ® KT, esto es, existen elementos fi, fu en KT (donde h

percorre un conjunto finito de indices) tales que

A=D1 ® fw
h

El conjunto de todas las funciones de representaciéon es denotado por
F = F(KT).

Se tiene que F es una sub-algebra de K'. El elemento identidad i de F
es la aplicacién i(s) = 1x para todo s € T.

7



Proposicién 2 La tripleta (F,A,¢) es una co-dlgebra sobre K.

Demostracién: Es ficil ver que F es un K —espacio vectorial. Veamos que

el diagrama

F —2 ., FgF
Ai ilp@A .
ARQlp
FQF ———» FRQFQF

es conmutativo.

En efecto,

(Ir®A)A)S) = (r@A)NAS)) = (1r @A) fr ® fur)

= Y i®A(fw) =3 Alfw) ® fu
Por otra parte,

(A 1r)A)S) = (A®1IF)A(S) = (AR1F)(Z /o ® fu)

= (AQIFN X fw® fu) = LA(fw)® fu

Finalmente, como i(s) = 1, paratodos enI'y A(:) =:®: tenemos:
(IFrRe)A)(@) = (1rRe)(t®i) =1Q¢e(i) = t®i(1r) =i Q 1x = B(z), donde
ﬂ(a) =a® lg. '

Por otro lado ((e ® 1r)A)(2) = a(z), donde a(a) = 1x ®a. Lo que prueba
la conmutatividad del diagrama.

F

a A J¢)

KeF . £8lF  pop __1F®c  rpopg




3.2 Algebras de Schur

Sea n un entero positivo, K un cuerpo infinito, y I' = GL,(K) el grupo de las
matrices inversibles n X n sobre K. Para cada par k,lenn = {1,2,...,n} sea
cxi € KT la funcién que asocia a cada matriz g € I" su (k,!)—coeficiente gy,.
Indiquemos por Ag(n) la K—sub-algebra de KT generada por las funciones
cki; los elementos de Ak (n) son, por definicién, las funciones polinomios sobre

T ‘

Como K es infinito las cx son algebraicamente independientes sobre K,
por lo tanto Ax(n) puede ser vista como el 4lgebra de los polinomios en n?
“indeterminadas” ci; sobre K.

Es facil ver que A(cy) = Tce ® ey € KU ® K'. Por consiguiente,
Ak (n) es una sub-co-4lgebra de la co-algebra F(K') de todas las funciones
de representacion de I' sobre K.

Para cada r > 0 denotemos por Ag(n,r) el sub-espacio de Ag(n) de
los polinomios homogéneos de grado r en las n? indeterminadas c;;. En-
tonces el K—espacio Ax(n,r) tiene dimensién finita ("2’7"1), en particular
Ak(n,0) = K - 14, donde 14 denota la funcién constante 14(g) = 1k, para
todo g €T

Sea I(n,r) = {¢t : t — n}, donder = {1,2,...,7} yn = {1,2,...,n}.
Un elemento de I(n,r) se escribe como un vector o “multi-indice” i =

(i1, 12, . - . ir)-

Sean i,j dos elementos de I(n,r), denotamos por ¢;; el producto
Ciyjy ** " Cirj, €0 Ag(n,r). Como A es un homomorfismo de algebras tenemos

A(civj) = A(Cﬁjl) Tt A(Cirjr)
= (Z Cirg @ Cxjy) - (Z Cirrr @ C5,)
A1 Ay

= 2 Cax oG, ® 0t Oag,
AlyeeryAr

= Z iy ®cy ;.
A€I(n,r)



De este calculo concluimos que las funciones ¢; ; de Ax(n,r), ¢, € I(n,r),
son funciones de representacién y que Ag(n,r) es una sub-co-algebra de la

co-algebra F(KT).

Sea ¢ = (?1,...,%,) € I(n,r) y G, el grupo simétrico. Como el grupo
simétrico G, actia sobre el conjunto I(n,r) la relacién ~
(2,7) ~ (1, k) si, y sélo si, existe o € G, tal que (I,k) = (07,07) define una
relacién de equivalencia en I(n,r) x I(n,r). .

. Observemos que ¢;; = ¢,(i),0(j), Para todo o en G, y los ¢;;, con (7,7) €
I(n,r)xI(n,r)/ ~ forman una K —base de Ax(n,r). Por otro lado, Ax(n,r)
es una co-algebra con la co-multiplicacion inducida por A dada por

A(f)(s,t) = f(st) y co-unidad por ¢, definida por (f) = f(1r).
Noétese que

Alcij)= Y, cp®cn;
Ael(n,r)

5(ci,j) = Ci,j(].]") = 61"1' = 6i1j1 . 6irjr

Proposicién 3 La estructura de co-dlgebra de Ak (n,r) induce una estruc-
tura de dlgebra en su dual Sk(n,r).

Demostracién: Sean ¢, ¢’ en Sk(n,r), definimos
£-¢: Ak(n,r) — K
por &&'(cij) = p(é ® &'(Acij)), donde p: K ® K — K es tal que p(a ® f)
= aff. Asi,
Z €(cia) - clJ)

IEI(n )

Observemos que de la definicién de ¢ se tiene e(c;;) = ¢ j(1r) = 6ij,
luego € pertenece a Sk(n,r). Mas ain,

6 c:,_) 2 £(Ctl E(CI,] Z é ctl 51] = é(chJ)

lEI(n ) leI(n,r)

para todo i, j en I(n,r). Luego, ¢ es el elemento identidad de Sk (n,r).
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Si el conjunto {& ;] ¢, € I(n,r) x I(n,r)/ ~} es una base de Sk(n,r),
dual de la base {c;; | ¢, € I(n,r)xI(n,r)/ ~} de Ak(n,r), podemos deducir
una regla de multiplicacién en Sk(n,r) determinando como se multiplican
los elementos de esa base. De la definicién de producto en Sg(n,r) tenemos

Liilir(epg) = Y &ii(cpr) - Eklcng)

tel(n,r)

Cada sumando &; ;(cp,t)-&1k(ct,q) €s cero o uno, y uno cuando (z,7) ~ (p,t)
y (I, k) ~ (t,q). Por consiguiente, si Z(z, 7,1, k, p, q) es el cardinal del conjunto

{t € I(n,7)|(z,7) ~ (p,t) y (I,k) ~ (t,q)}, entonces
§iibie(cpa) = Z2(2,5,L,k,p,9) - 1k = Z(3, 5,1, k, p, @)1k &p g (Cpq)
De donde se sigue que
bii b= 2(i,5,1,k,p, @)1k - &
donde la suma varia en I(n,r) x I(n,r)/ ~ .

Como Ak(n,r) es una co-ilgebra su dual, Sk(n,r), es una algebra aso-

. . ) J, 2
clativa de dimensidon (“ +: 1)

Definicion. FEl dlgebra Sk (n,r) es denominada algebra de Schur

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la multiplicacién
definida en el algebra de Schur.

Proposicién 4 Los elementos &;; de la base de Sk(n,r) satisfacen las si-
gutentes relaciones:

1. &3, =0, sit no es equivalente a j;

2. &iikij=&ij;

3. 5,2,, = fi,i
foe= D &
i€l(n,r)/~
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Ejemplo: El dlgebra de Schur de los polinomios homogéneos de
grado 1.

El algebra de Schur Sk(n,1) tiene dimensién n? y observamos que
Z(3,3,1,k,p,q) es igual a uno ya que los elementos de I(n,1) x I(n,1)/ ~
estan constituidos por los representantes y éstos no son equivalentes entre si.
Usando las reglas dadas en la proposiciéon 3 podemos construir la tabla de
multiplicacion del dlgebra de Schur de los polinomios homogéneos de grado

1. .

S0 &2 0 &2 €21 €22 o0 bppz o0 &na €n2 -0 &pan2

&1 &1 &2 0 & g2 0 0 0 0 0 0

&2 0 0 0 f10 &2 o Epr o 0 0 0
&1,n2 0 0 0 0 0 0 e &1 b12 o Egma

§2.1 20 &2 0 &pa 0 0 0 0 0 0

2,2 0 o - 0 €20 22 - &nz v 0 0 0
&,n2 0 0 e 0 0 0 .- 0 -o &2 22 0 bpn2

&n bna bn2 0 Epno 0 0 N 0 ... 0 0 ... 0

én,2 0 o - o éni €n2 0 €pnz e 0 0 0
fﬂ,,n, 0 0 ces 0 0 0 e 0 cee 5n2’1 61:’,2 ces 5",’7‘2

Teorema 1 Sea G un grafo de Schur. Las K—dlgebras Lx(G) y Sk(n,1)

son isomorfas.

En efecto, dimSk(n,1) = n? = dimLk(G) y las tablas de multiplicacién
de ambas algebras coinciden al superponerse.

Teorema 2 Sea p : G — GL(V) una representacion irreducible de grado n
y G un grafo de Schur. Entonces las C—dlgebras Endp (Vo) y Sp(n,1)

son isomorfas.

Demostracion: Por el resultado anterior Sp(n,1) ~ Lp(G) y como Lp(G)
~ E'ndC[G](Vn,,) (teorema 1, §2) tenemos EndC[G](Vn,,) ~ Sp(n,1).

Los teoremas 1 y 2 nos muestran, respectivamente, que el algebra aso-
ciada a un grafo de Schur es el dlgebra de Schur de los polinomios
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homogéneos de grado uno y que la definicién de algebra de Schur
via representacién es un caso particular de la nocién de algebra de
Shur via funciones de representacién.

Gracias a los isomorfismos

Spn,1)~ Lp(G) ~ EndC[G](V;”,)
podemos “visualizar” el algebra de Schur Sp(n,1). Por ejemplo, SCiQ, 1)
es el algebra asociada al grafo de Schur [fig. a] y Sgz(3,1) lo es del grafo de
Schur [fig. b]

Figura.
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