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Introduccién

Estas notas forman el primer capitulo de un curso sobre la teoria de los espacios
de Hardy H?, que dicté en la Universidad de Los Andes, Mérida, de Septiembre a
Diciembre de 1993.

Aunque es perfectamente posible desarrollar esta teoria sin conocimientos previos
de Anélisis de Fourier estamos convencidos de que ciertos hechos, como por ejemplo,
ntcleos de sumabilidad -ante todo el de Poisson-, y el comportamiento de funciones
de H?(D) cerca de la frontera T' de D, se vuelven mucho mas comprensibles una vez
establecida bien la teoria mas antigua de la sumabilidad de Series de Fourier. Por
esta razén reunimos en este primer capitulo del curso los elementos de esta teoria
que consideramos pertinentes. No se trata, pues, de una presentacion sistematica de
Analisis de Fourier, y hay temas que ni siquiera se tocan por tener poca relevancia.
Sin embargo, se espera que pueden ser utiles estas notas en forma suelta.

Le agradezco ala Universidad de Los Andes y en particular a Intercambio Cientifi-
co la invitacién de dictar el curso, ademas a mi colega el Profesor Gilberto Gonzalez
por el trabajo de corregir mis numerosos errores linglisticos, y de pulir el estilo del
texto hasta el nivel aceptable.

Dick Van Dulst



1 Coeficientes de Fourier

Vamos a considerar funciones f definidas sobre el circulo T := {e*: 0 <t < 27}.
Es claro que tales funciones pueden ser identificadas con funciones periodicas F', de
periodo 27, definidas sobre IR, mediante la férmula

F(t)= f(e"), teR

La medida de Lebesgue A sobre T es la imagen de la medida de Lebesgue dt sobre
[0,27) por la funcién t — e,y f es medible con respecto a ), si y sélo si, F' es medible
con respecto a dt. Ademas, tenemos que

/dexz/oh F(t)dt.

Generalmente no diferenciamos entre F'y f en cuanto a la notacién. Usaremos la
letra f, quedando bien entendido que f pueda ser o funcién sobre T' o funcién 27—
periodica sobre IR. En conformidad con lo anterior, a menudo denotaremos la medida
de Lebesgue sobre T por dt. Por razones técnicas se prefiere trabajar con medidas de

probabilidad. Por este motivo se usara con frecuencia la medida normalizada —2——dt
s

en nuestras férmulas.

Definicién 1.1 LY(T) es la coleccion de todas las funciones medibles complejas f
sobre T' de modo que

%/Tlf(t)ldt< .

Mediante la formula

1
1A, = 5= [ 1f®)lde,

se define una norma sobre L'(T) con la que es completo, es decir, L'(T) es un espacio

de Banach.

Definicién 1.2 Los Coeficientes de Fourier de una funcion f € L'(T) son los
nimeros complejos
| fy= o [T fwed (e
= — e
" 2m Jo "
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y la serie de Fourier S[f] de f es la serie trigonométrica formal

S =3 Fm)e

Ejemplo 1.3 Sea P un polinomio trigonomeétrico, esto es una funcién de la forma
P(t) = Zanemt (N € Nya, € C). *
"Entonces
P(n) = 2—17;/ (é akeikt) e~ Mdt = { 8” zi m § %

Esta ultima igualdad se deriva facilmente de la férmula

1 2 =
/ ekt s { 1 cuando £=0
0

o 0 cuando k#0
N .
Por consiguiente, la serie de Fourier S[P] es Y ane™, o sea S[P] = P.
n=—N

Observacién 1.4 En general la serie de Fourier de una funcién f € L'(T') no con-
verge, ni puntualmente, ni en el sentido de la norma || - ||1 Solo es una serie trigo-
nométrica formal, donde el término “formal” denota la ausencia de alguna presuncién

de convergencia. Aun asi, veremos mas adelante, que se puede recobrar f de su serie
oo

de Fourier, es decir, si sabemos que una serie trigonométrica formal Z ane™ es una
R — 00
serie de Fourier o sea, a, = f(n) para algin f € L'(T), entonces existe sélo una tal f.
Asi, f esta determinada por su serie de Fourier, o equivalentemente, por la sucesién
(f(n)) de sus coeficientes de Fourier; al menos teoricamente. Con lo cual la aplicacién
f = (f(n)) resulta uno a uno, y asf existe la aplicacién inversa. Mas adelante presen-
taremos varias descripciones explicitas de esta inversa indicando métodos concretos
para encontrar f; una vez dados sus coeficientes de Fourier. Debemos sefialar ademas
que no toda serie trigonométrica es una serie de Fourier. Esto se obtiene por ejemplo,
del lema de Riemann Lebesgue -ver mas adelante-, el cual dice que lim f(n) = 0 para



[e o]

toda f € L'(T). Por consiguiente, Z e™ no es una serie de Fourier. No existe des-

o0

cripcién satisfactoria de las sucesiones (a,) para las cuales existe f € L'(T) de modo
que f(n) = a,, para cada n € Z.

Antes de atacar los problemas indicados en la observacién precedente, concluimos
esta seccién con una enumeracion de las propiedades elementales de la aplicacién:
‘

f e LNT) - (f(n) € €%,

Teorema 1.5

(i) La aplicacion: f € LY(T) — (f(n)) € CZ es lineal, es decir,

(F+o)n) = f(n)+(n)
(af)(n) = af(n) (fgeLYT), a€C)
(ii) f(n) = f(=n), donde * indica el operador de conjugacion compleja.
(i) fr(n) = e™ f(n), donde f,(t) = f(t —7) es la 7— trasladada de f.
(iv) | f(n)] <|IfIl,, pare cadan € Z.

Demostracién:
(z) Es obvio.

2

(i1 Fy=— [ F@e™dt

:27r0

=7 f(t)emat = F-n).

:27r0

1

(131) fr(n) = 7 /027r f(t —7)edt

1

T o

2w . R N
/0 F&)e= ™+ gt = = f(n),
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o0
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A
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2r

(i1 Fy == [ F@e™dt

:27r0

=7 ft)endt = F-n).

:27r0

1

(¢i1) fr(n) = 5/0% f(t —7)e"dt

1

T or

[ f@)e 0 = = ).



Nétese que la segunda igualdad se basa en la invariancia por traslacién de la
medida de Lebesgue

(iv) o) = |5z [ st
1

= or

2 .
| 1rwe
1

=5 [ 1fwld ‘
= IIf1l,

Corolario 1.6 Para cada n € Z la aplicacion

LYT)> f — f(n) e C es acotada (con norma 1)

Por tanto, fi L f imﬁlica fk(n) — f(n) cuando k — oo, para cada n € 7.

Demostracién: Se deduce del T. 1.5 (1v)

2 Convolucién

Sefialamos en la seccién anterior que la aplicacién LY(T) > f — (f(n)) en 0% es
lineal, es decir, se comporta bien con respecto a las estructuras lineales de L'(T') y c”
Notemos que €% no es solamente un espacio vectorial, sino también un &lgebra, con
la multiplicacién definida coordenada a coordenada. Definimos en lo que sigue una
“multiplicacién” * en L}(T'), que corresponde a esta multiplicacién en €~ mediante la
mencionada aplicacién de L!(T') en C%. Como es bien conocida esta “multiplicacién”
es la convolucion.

Teorema 2.1 Sean f,g € L'(T). Entonces la funcidn

2
h(t) = A f(t =7)g(r)dr (2.1)
estd bien definida para casi todo t. Tenemos que h € L*(T) y
181, < A1 sl (22)
Ademads,
h(n) = f(n)g(n), para cada neZ (2.3)



Demostracion: Existen funciones de Borel fy y go tales que fo = fenct.p,ygo=g
en c.t.p. Cuando sustituimos f por fy, y ¢ por go tanto en la integral (2.1), como
en las normas y en los coeficientes de Fourier, estos no cambian. En consecuencia,
podemos suponer sin perdida de generalidad que f y g son funciones de Borel. Luego
la continuidad de las funciones:

(t,ry—t—7 y (t,7)—>7
de IR* en IR implican que la funcién
(th) - f(t - T)g(T) = F(taT)

es de Borel sobre IR?, y por tal razén medible respecto a la c—algebra B(IR) x B(IR),
puesto que esta coincide con B(IR?), como es bien conocido. Una versién del teorema
de Fubini para funciones no negativas nos permite afirmar que F es integrable:

Zj;?/T2/|F|d(* «)) = %]02” [%/()M|F(t,r)|dt] dr

= [ [lo)isz [Tt - riae] ar

o
= ISl - gl < oo

Luego del teorema de Fubini en forma general obtenemos que F(t,7) = f(t—7)g(7)
es T—integrable para c.t.t, es decir, h(t) estd bien definida para c.t.t, y que h € L*(T).
Ademas

1 2m
Ik, = 5= [ Ineae

;1/2”1
- 2r o

o
< o [ [T 1t = gt e dr

or Jo l2r

/027r f(t—71)g(r)dr|dt

= 171, gl



La igualdad, (2.3) resulta al aplicar el teorema de Fubini una vez mas:

h(n) = l/ohh(t)e‘m‘dt

o
1 T 2m —int
- 4?/0 [ j(e = )g(r)earat
1 27 2T ) R
= F/ f(t—T)e"’"(t_T)g(T)e_’"Tdet
72 Jo Jo

= [—l— 7 f(t)e_mtdt] : [i /()zwg(T)e_deT]

27 Jo 27
= f(n)§(n)

Definicién 2.2 Sean f,g € L'(T). La funcion h dada en (2.1) recibe el nombre de
convolucion de f y g, y se denota por f x g, es decir

(f % g)(t) := %/02” flt—m)g(r)dr  (p.etit) (2.4)

Nétese que (2.3) se escribe como

A

(fx9)(n)=f(n) - 4(n), neZ (2.5)

Esta 1ltima férmula expresa el hecho de que la convolucién * corresponde a la
multiplicacién en €7, via la aplicacién LYT) > f — (f(n)) € C%

Teorema 2.3 L'(T) con x como multiplicacion es un dlgebra de Banach conmutativo
sin elemento unidad. En particular, para todos f,g,h € L'(T) y a,3 € C tenemos

fxg = gx*f (conmutatividad) (2.6)
(fxg)xh = fx(g=*h) (asociatividad) (2.7)
fx(ag+Bh) = a(fxg)+B(f*g) (distributividad) (2.8)

Demostracion: No queremos tratar el concepto de dlgebra de Banach en este punto,
y por eso nos limitamos a comprobar las tres propiedades afirmadas. Haciendo el



cambio t — 7 = # en (2.6)

1 2m
(Feg)t) = 5= [ fe=m)g(rdr
1 t—-2m
=~ [ @)t - 6)ds
1 g2 .
— 27/0 g(t— 6)£(6)d6
= (g* @)
Noétese que la pentltima desigualdad resulta de la 27— periodicidad de f y g.
1 27
(Fra)ehl) = o= [ (Fx9)t=rh(r)dr

_ % / 2" [% / - — a)g(a)da] h(r)dr

ro=s ! /021r [ ! /021r f(t—3s)g(s— T)ds] h(r)dr

or Jo  L2r

= 2% 0% flt=3s) [% /(]21rg(3 — T)h(T)dT] ds
_ 2% 02” F(t = 5)(g % h)sds
= [f+(g*R)(¥)

(2.8) se deduce facilmente de (2.4).

Usando (2.5) y la inyectividad de la “transformacion de Fourier” f — (f(n))
-que no hemos comprobado todavia- podemos concluir que dadas f,g,h € L'(T)
satisfaciendo f(n)g(n) = h(n), para cada n € Z, entonces f * g = h. En particular,

N
tomando en lugar de g un polinomio trigonométrico P(t) = Zane”” y recordando
-N

que del Ejemplo 1.3 tenemos:



a, cuando |n|< N
0 cuando |n|> N

Entonces, (2.5) implica que
- Ve _f anf(n) cuando n| < N
(F% F)(n) = (/% P)(n) = { ofin) ctando lnl <

N
Notemos que el polinomio trigonométrico A(t) = Y _ anf(n)e™ también satisface
-N

]

A _ [ a.f(n) cuando |n|< N
Aln) = { 0 cuando |n| > N
Luego podemos concluir que P * f = @, es decir,
N . ) N '
(P f)(t) = Z anf(n)emt para cada P(t) = Z ape™ (2.9)
n—N n=—N

Por supuesto esta ultima férmula también se verifica directamente, sin utilizar el

~

hecho de que f — (f(n)) es uno a uno:

N
Corolario 2.4 Si P(t) = > a.e™ ysi f € L'(T), entonces
n=—N
N

(Pxf)(t)= Y anf(n)e™,

n=—N

es decir, los polinomios trigonométricos forman un ideal en el dlgebra de Banach
LY(T). En particular, tomando P(t) = €™, tenemos (e * f)(t) = f(n)e™.

Demostracién: Segiin (2.8) podemos suponer que P(t) = '™ y asf

(PNl = 5 [ e f(ryr
— ez'nt%/:7r 6—in7’f(,’_)d7_
=



3 Sumabilidad y nicleos de sumabilidad

Sea f € L'(T) y denotemos las sumas parciales de su serie de Fourier por S,(f),
es decir,

SO = Salfit) = 3 Flk)e (3.1)

k=—n

Luego, el corolario 2.4 muestra que .

. Sn(f) =D, * f, (3.2)
don.de

n

D, (t):= Y et (3.3)

k=—n

Tenemos que

n

Dn(t) — Z 6ikt

k=—n
— it [1 + eit 4o d i(2n)t

1 — ei(2n+1)t

e—inl :
1 —et

sen(n + 1)t
sen %t

(3.4)

D,, se denomina el niicleo de Dirichlet de orden n. El problema de la conver-
gencia de la serie de Fourier S[f], en cualquier sentido, es equivalente al de ver si la
sucesién (D, * f)r—, tiende a un limite, en el mismo sentido.

Igual que en el caso de series escalares, puede ser que S{f] converja en el sentido
de Cesaro sin ser sumable. Si S,(f) estda dado como en (3.1), definimos los medios
de Cesaro de la manera siguiente:

1

on(f) = 1 [So(f) + -+ Su(f)], n=0,1,2,... (3.5)

10




Usando (3.1) se deduce de (3.5) que
on(f) = on(f,t) = znj (1 - ;&) Fk)e™t, (3.6)
k=—n .

lo que podemos escribir concisamente como

on(f)=Knx f . (3.7)
donde

[X’n(t) = zn: (l — ;l—|f_—|1) 6ikt (38)

k=—n

La prueba de esta formula es otra aplicacién del corolario 2.4. K, se llama el
nicleo de Fejer de orden n.

Los nicleos K, desempenan el mismo papel en cuanto a la sumabilidad Cesaro
que hacen los D,, con respecto a la sumabilidad usual: S[f] es Cesaro-sumable si,
y sélo si, (K, * f),~, converge (en cualquier sentido).

Calculemos K, explicitamente. De (3.3) y (3.8) obtenemos facilmente
(n+ 1)K, —nK, 1 =D, (3.9)
También notemos la siguiente forma alternativa de D,

sen(n + %)t

1
sen 2t

D,(t) =

2sen(n + 1)tsen(1t)
2sen? 1t

cos [(n + -;—)t - %t] — cos [(n + %)t + %t]

1 —cost

_ cos nt — cos(n + 1)t (3.10)

1 —cost

11



De (3.9), (3.10) y del hecho de que K, = 1, se deduce:

(n+ 1)K, = 1+ Dy
k=1

cost — cos(n + 1)t

=1

+ 1 —cost
1 —cos(n+1)t )
N 1 —cost

sen® I(n + 1)t

21
sen 2t

es decir,

Ka(t) = (3.11)

1 [senj(n+ 1)t 2
n+1

1
sen 2t

Nuestro principal propdsito en el resto de esta seccion es comprobar que K, xf — f
en L'(T), para cada f € L'(T). Este resultado es fundamental, y aparece en formas
algo diferentes en circunstancias comparables. Por lo que vale la pena tratarlo en
forma abstracta, y demostrarlo de una vez por todas en la forma méas general posible.
Para tal fin, notemos en primer lugar que K, es un nicleo de sumabilidad en el sentido
de la definicién siguiente.

oo

Definicién 3.1 Una sucesion (K,)3, de funciones continuas 2w —periddicas sobre
IR se llama nicleo de sumabilidad se tiene las siguientes tres propiedades:

2
(2) 2_17;/0 K,(t)dt =1, para cada n (3.12)
1 2
(12) 2—/ |K,(t)|dt < C, paracada n (C es una constante) (3.13)
7 Jo
2m—6
(¢7)  lim | K (t)|dt =0, para cada 0<é< (3.14)

5

12



(K,) se llama un nicleo positivo si todos los K, son no negativos. Se ve facilmente
que en este caso (it) es superfluo, porque se deduce de (z). Nétese también que los
K, de Fejer forman un nicleo de sumabilidad positivo: (z) es consecuencia de (3.8)
y las relaciones (1.1), mientras (:¢7) se deduce facilmente de (3.11). Por otra parte,
los D, de Dirichlet no son un nicleo de sumabilidad: (z) es cierto, debido a (3.3),
pero ni (it), ni (212) se satisfacen, como veremos mas adelante. Este hecho explica en
gran parte porque el método de sumabilidad de Cesaro es mucho mas fuerte que el de
sumabilidad usual (ver seccién 8). .

Se utilizan dos propiedades cruciales de LY(T) en el argumento para probar que
K, *x f — fen LY(T), para cada f € L'(T). Puesto que estas se verifican en otros
espacios también, formulamos la siguiente definicion.

Definicién 3.2 Un espacio de Banach homogéneo sobre T' es un subespacio vec-
torial B C LY(T) que tiene una norma que satisface || - ||B 2 |[-1l, con la cual es
completo, es decir, un espacio de Banach. Ademds erigimos que se cumplan las dos
propiedades siguientes:

() |- HB es invariante por traslaciones, es decir, f, € B, cuando f € B, para cada
r y ol = 171l cada vez que f € B yr € R,

(12) La aplicacion R 5 7 — f. € B es continua, para cada f € B, es decir,
lim || f; = fr|l, =0, para cada 7o € IR.

T—To

Ejemplo 3.3 Sea C(T) el espacio de todas las funciones continuas complejas f sobre
T, con la norma

I£1l,, := max[f(#)],

teT

y sea LF(T),1 < p < oo, €l espacio de todas las funciones medibles, complejas f sobre

2
T para las que / |£(t)|¥ < oo, con la norma
0

1

1, = [ [ rora)

Como es bien conocido, C(T) y L¥(T) son espacios de Banach. Ademas, notemos
que como conjuntos, estos espacios satisfacen

C(T) c LP(T) c L(T) c LX(T) para cada 1 <p, <P < o0,

13



y que las normas crecen de la derecha a la izquierda, es decir || - I =1l sobre
1

c(T),y| - || > |-l sobre LP(T). Nos limitamos a demostrar la dltima desigual-
2

dad A partlr de la desigualdad de Holder aplicada al par de exponentes conjugados
Pz Y B —p,» tenemos que:

P 1 /27r Pq
= — t
e = o i
2 dt
= [T1Am
0
P
< P s W,
P
— A"
Afirmamos que C(T) y L¥(T),1 < p < oo son espacios de Banach homogéneos
sobre T'. Ya comprobamos la desigualdad || - H > || || para todos estos B. Ademas,

la invariancia por traslaciones resulta obvia en Ctodos los casos, de manera que queda
por probar (i2). En el caso de C(T') (ii) es consecuencia del hecho de que cada
f € C(T) es uniformemente continua. En el caso de L¥(T'), utilizamos el hecho bien
conocido de que C(T') es denso en LF(T) para cada P < oo.

Fijemos f € LF(T) y € > 0 de manera arbritaria. Entonces existe ¢ € C(T') tal
que || f — g||P < e. Aplicando la desigualdad triangular vemos que

IlfT_fTo”P < ”fr_gf||P+ng_gfo”P+||gTo'“fToHP
= I(f =9, +llgr = gnll, + lI(g = flnll,
= [[f =gl +llgr —gnll, +llg = fll, < 2e+]lgr = gnll,,

< 264 |lgr — gnll

El dltimo término de la derecha tiende a cero cuando 7 — 74, por la continuidad
uniforme de g. Luego, || f, — fTo”P — 0, puesto que € es arbitrario.

Otro componente que entra en la demostracion del teorema principal de conver-
gencia que estamos buscando, es la integral de Riemann para funciones a valores en

14



un espacio de Banach. Para nuestra situacién nos basta definir estas integrales para
funciones continuas.

Definicién 3.4 Sea B un espacio de Banach y sea F' : [a,b] — B una funcién
continua sobre el intervalo compacto [a,b]. Entonces la integral de Riemann de F
sobre [a,b] estd definida como

n

/b F(i)dt = lim Z(tk+1 — tk)F(tk), ) (3.15)

max(tk+1 —t))—0
0<k<n k=0

dondea=t0<t1---<tn+1:b.

La existencia de este limite se demuestra exactamente como en el caso clasico.
Igual que en aquel tenemos que F' es uniformemente continua- es decir, para todo
€>0,38>0:|t—s| <é= ||F(t)— F(s)|| < e- Luego, para comprobar que dadas
dos particiones suficientemente finas de [a, 8], las sumas de Riemann correspondientes
(3.15) se apréximan, se compara cada una de ellas con la suma correspondiente al
refinamiento comun- Ver el apéndice.

Las propiedades siguientes se obtienen de manera similar a la teoria cldsica

1) Linealidad / laP(t) + BG(1)]dt = a / " F(t)dt + 3 / Glt)dt

b c b
2) / F(t)dt = / F(t)dt +/ F(t)dt, para cada ternaa < ¢ < b

b b b
S/ || F(t)]|dt (generalizacién de la desigualdad / F(t)dt S/ |F(t)|dt

/a Ft)dt

en el caso clasico

3)

b b
4) </a F(t)dt,<p> = /a (F(t),p)dt, para cada ¢ € B*, el dual de B.

Demostracion: de 4)

15



n

</abF<t)dt’('o> N < fim Z(tk+1—tk)F(tk),9o>

max(tk+1 —-tk)——>0 k=0

= 1im<§nj(tk+1 - tk)F(tk)v‘P>

k=0

= lim Y (e — ) (F(t), )

k=0

b
= [P, d
donde hemos utilizado la continuidad y linealidad de ¢, y la definicién clésica de la

integral /(F(t), @)dt.
Ahora estamos bastante equipados para establecer el siguiente resultado central

sobre convergencia:
Teorema 3.5 Sea B un espacio de Banach, sea ¢ : T — B continua, y supongamos

que (K,)) es un nicleo de sumabilidad. Entonces

1 27
lim —/ K, (m)p(r)dr = ¢(0), en la norma de B (3.16)
0

n—oo 9

observe que la integral tiene su valor en B.

Demostracion: Fijemos ¢ > 0 de modo arbitrario y escojemos é > 0 tal que

le(7) — @(0)|l <& cuando |7] <4, (3.17)
y luego ng € IN, tal que
1 2r—§ i
5/5 |K,(T)|dT < e cuando n > ng. (3.18)

Esto es posible en virtud de (3.14). Asi, usando (3.12),

”51; 027r]x'n(7')<,9(7')d7'—4,0(0)” _ ‘% 027(n(r)(¢(r>—@(0))d7
< |5z [ Kalr)or)=p(0))dr

+

— [T K o(r) - w0

2
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Estos dos términos los estimamos separadamente para cada n. Con ayuda de 3),
(3.17) y luego (3.13) obtenemos:

s% [ 1B ler)— (0}

< 1 ,
< 627r /_5]&n(7')(d7'

< »3||Kn|11 < eC, '

o | Ealr)olr)—p(0))dr

para cada n > ng. Ahora haciendo uso de (3.18),

1

o [ K)o 0

o s < o [ MK Ie(r) ~p(0)

1 278 ;
< max lle(r) = ¢(Olly5= [ 1Ka(r)ldr

0<r<27

< 2figll_-e

donde [lg] = max [l¢(0)]]

Concluimos asi que,
|5z [ Katrdetr)dr = o) < [0+ 201 ]

para cada n > ng.

Esto completa la demostracion, puesto que ¢ es arbitrario.

Corolario 3.6 Sea B un espacio de Banach homogéneo sobre T y sea (K,) un nicleo
de sumabilidad. Entonces para cada f € B,

f= nlLr(r}o K, *xf, enlanormade B

Demostracion: Consideremos la funcién Ty — f, € B. Esta funcién es continua,
en virtud de la definicién 3.2 (iz), de manera que el Teor 3.5 implica que

2m
lim%/ K.(7)f:dr = fo=f, enlanormade B.

mJo
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Por tanto, basta mostrar que

1 2m
5;/ K.(r)f.dr = K, x f paracada ne€IN (3.19)
0

Observemos que la integral de la izquierda pertenece a B.

Por otra parte, hasta donde sabemos K, * f puede estar solamente en L'(T).
En todo caso, ambos miembros de (3.19) estan en L'(T), de manera que podemos
aplicarles un elemento ¢ € L>®(T) = LY(T)*. Puesto que, L°(T) separa puntos
en L(T), en virtud del teorema de Hahn-Banach, (3.19) estara establecida cuando
verfiquemos que

<i/27r Kn(r)deT,go> = (K, * f,p) paracada ¢ € L*(T).

27 Jo

Pero esto se ve facilmente usando 4) y Fubini:

(5 [ Ka1pdre) = o [TKa gl

o 2
= TR [ [ 1= et ar
= [Tty [ - Karyr] at
= o [ el x )ty
)

Corolario 3.7 Para cada f € B, donde B es un espacio de Banach homogéneo sobre
T, la serie de Fourier de f es Cesaro-sumable a f, es decir, 0,(f) — f € B.

Demostracién: o,(f) = K, * f y (K,,) es un nicleo de sumabilidad.

La Cesaro-sumabilidad de las series de Fourier nos permite extraer unas conse-
cuencias importantes.

Teorema 3.8 (Teorema de unicidad) La aplicacion, L'(T) 5 f — (f(n)) e ¢”
es uno a uno, o, lo que es equivalente, f = 0 cuando f(n) =0 para cada n € Z.

18



Demostracion: Supongamos que f(n) = 0 para cada n € Z. Entonces

n

. k ry tht
on(f) = Z(l—m> f(k)e'™ = 0 para cada n € Z. Puesto que o,(f) — f,

. bl
concluimos que f = 0.

Teorema 3.9 (Lema de Rieman-Lebesgue) Si f € L'(T), entonces f(n)—»O cu-
ando |n| — oo.

Demostracion: Fijemos ¢ > 0 de modo arbitrario, y escojamos k € N tan grande
A

de manera que ||f — ak(f)ll1 < e. Ya que ox(f)(n) =0 cuando |n| > k. A partir del
Teor 1.5 (1v).

R e

[f(n) = |[f = oe(NI(R)] < ||f = or(f)Il, <& para cada [|n| > k.

Otra consecuencia trivial del corolario 3.7 es

Teorema 3.10 Los polinomios trigonométricos son uniformemente densos en cada
espacio de Banach homogéneo.

En particular, tomando B = C(T'), tenemos

Teorema 3.11 (Teorema de aproximaciéon de Weierstrass) Los polinomios tri-
gonométricos son uniformemente densos en C(T).

Observacion 3.12 No se puede incluir p = oo en los teoremas que acabamos de
presentar. La razén es que obviamente la aplicacion T' 3 7 — f, € L*(T) no es
continua. Ademas, se ve facilmente la imposibilidad de que o,(f) — f en L* para
cada f € L*>®(T). Ya que, primeramente, eso implicaria que cada f tendria una
representacién continua, es decir, C'(T') = L*(T), lo que es evidentemente falso. Otra
manera de llegar a lo mismo seria: o,(f) — f para cada f € L>(T) determinaria la
separabilidad de L*(T), lo que es igualmente falso.

4 Sumabilidad de Cesaro puntual

Vimos en la seccién 3, que o,(f) — f en la norma de cada espacio de Ba-
nach homogéneo que contiene f. En particular o,(f) — f uniformemente cuando
f € C(T). Cuando falta la continuidad de f, sin embargo, o,(f) ni siquiera necesita
converger puntualmente. Se puede decir mucho acerca de convergencia puntual en
varias situaciones especiales, pero nos bastan los dos siguientes resultados.

19




Teorema 4.1 (Fejer) Si f € L'(T') es continua en t = to, entonces o,(f,t0) — f(to)
cuando n — oo.

Demostracion: Recordemos que 0,(f) = K, * f y que (K,,) satisface las propiedades
(z), (22) y (222) de la definicién 3.1. De hecho, (2:2) puede fortalecerse mucho en el caso
del nucleo de Fejer:

lim | sup K,(t)

[ } para cada & > 0. . (4.1)
N0l s<t<er—6

Esto se obtiene facilmente de la féormula (3.11). Fijemos ahora € > 0 arbitraria-
mente y escojamos ¢ > 0 tal que

|f(t) — f(to)l < e cuando |t —to| < é. (4.2)
A continuacién, usando (4.1), seleccionamos ng € IN tal que
sup K,(t) <e cuando n > ng. (4.3)
§<t<2nr—6

Entonces, para cada n > ng, usando (3.7), y después (4.2) y (4.3):

(0ulfto) = flto)] = o= [ Kou(r) [f(to—7)— £(to)] dr

5

< 5 [ Ka)fto =)~ flto)ldr
o [T R~ 1) = (1)l
< et [t ~ 1) flto)dr

< c(L4IIf = Flto)]).

Como ¢ es arbitrario, queda completada la prueba.

El segundo resultado sobre convergencia puntual que nos interesa se debe a Le-
besgue, y establece que o,(f) — f en casi todo punto, para cada f € L'(T). La
demostraciéon depende del hecho bien conocido de que

. t+h
lim / f(t)ldr =0, pett (4.4)
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para una demostracién de este hecho, ver el apéndice.

Una consecuencia inmediata de (4.4) es

flit+7) -|—f(t—T)

dr =0, p.ct.t. (4.5)

Esta féormula sera fundamental para nuestra demostracién. Otro hecho técnico
que necesitaremos es la siguiente estimacion:

2
K, (1) € min (n +1, (n:W) para —n <7<, (4.6)
1 1 2
Recordando que K,(7) = s (n1+ ) la desigualdad K,(7) < S —
n+1 senzr (n+ 1)r2

se deduce directamente de ‘sen 27“ ., —m < 7 < 7, mientras que la estimacién

K,(7) <n + 1 depende del hecho de que

sen(n + 1)1

sen T

<n+1, paracada 7.

Teorema 4.2 (Lebesgue) Si f € L'(T), entonces o,(f) — f en casi todo punto.

Demostracién: Fijemos un ¢, tal que f(Zo) es finito y (4.5) se verifique para t = t,.
Puesto que estos puntos ¢y forman un conjunto de medida 1, nos basta verificar que

Un(f’ tO) - f(to)'

[gual que arriba podemos escribir, para cada 0 < é < 27,

rulfito) = f(to) = 5= [ Ku(r)[flto —7) ~ f(to)]dr

L ( [+ ) Kon(r)f(to — 7) — f(to))dr

= ([ ) ot | Hem LD g
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usando el hecho de que K, es una funcién par en la iltima igualdad. De (4.6) se
deduce que la ultima integral esta acotada por zﬁi)—ﬁﬂf - f(to)Hl, y esto tiende a

cero siempre que (n + 1)§% — oo.

Esto se cumple si hacemos § = n='/4, y nos queda por verificar que la primera

integral tiende a cero cuando n — oo, para § = n~/4. En la demostracién nos
conviene definir *

h t ta —

(D(h):/ f(0+7—)+f(0 T)—f(to)dT

0 2
y notemos que

to+h to —

®'(h) := ‘f( ot );Lf( o) — f(to)| p.ct.h.

(ver apéndice). Partiendo la primera integral y aplicandoles a los dos términos las dos
acotaciones de (4.6), encontramos

1

2
1/n ‘ 1
[k
0 ™

5
/1/11'”

n+1 m &
®(1
i (/n)+n+11/n

T

fllo+ 1)+ fta—1)
2

dr

T2

<

— f(to)

El término — ®(1/n) tiende a cero, en virtud de (4.5). El segundo término es

igual i / '( )dT lo vam inte t
— y lo vamos o es:
igual a -——— o )5y a grar por par
T § ‘I)’(T)d—T _ T Q(7)|™=° 2r [ (I)(T)dr.
n+1Ji/n 2 n+1 72 l2iyn n+1hiyyn 73

Si 0 < e < 1, entonces (4.5) nos permite fijar ng € IN tal que, para cada n > ng

®(r) <er cuando 0<7<§=n"14
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Por tanto, tenemos para cada n > ng

T ®(r)|=¢ 2r 6 ‘I)(T)dT < men!/4 n 2re (% d(7)
n+1l 72 liciym n+1Jiyn 73 n+1 n+1Jim 72
< 3re.

Esto establece la condicién buscada, puesto que € es arbitrario.

5 - Orden de magnitud de los coeficientes de Fou-
rier

Ya vimos que los coeficientes de Fourier de una funcién f € L!'(T) tienden a
cero-lema de Riemann-Lebesgue- ;Podemos ambicionar mas de este resultado?. La
respuesta es negativa, y en realidad como muestra el teorema que sigue, se puede
construir f tal que (f(n)) tiende a cero de una manera tan lenta como querramos.

Teorema 5.1 Sea (a,)%_., una sucesion par (a, = a_,) de nimeros no negativos
tal que a, — 0 cuando |n| — oo. Supongamos ademds que

(n_1 + anyy — 2a, > 0, para cada n >0 (5.1)

-~

entonces existe f € L'(T) tal que f(n) = a,, para cada n € Z.

Demostracién: Notemos primero que la condicién de convexidad (5.1) significa
que ap—1 — Gy, > Gy — Any1, de modo que (@, — ant1)22, es una sucesién mondtona
decreciente que tiende a cero. Ademas, afirmamos que

lim n(a, — an41) =0 (5.2)

n—oo
Es claro que solo basta comprobar esto para valores pares. Pero esto es sencillo
ya que

2[(an - an-l:l) + (an+l - an+2) + -+ (a2n—1 - aZn)]
2(an — azn) < 2a, — 0, cuando n — oo

2n(a2n - a2n+1)

A

Podemos concluir a continuacién que la serie,

Z n(an-1 + any1 — 2a,) converge, con suma ag (5.3)

n=1
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De hecho se verifica facilmente que

N
Y n(an-1 + @nt1 — 2a,) = a0 — an — N(any — an1),

n=1

de modo que (5.3) se deduce de (5.2).

Ahora ponemos

[o o]

f = Z n(an_l + Ap41 — 2(1.”)1("_1 (54)

n=1
(donde K, es el nicleo de Fejer de orden n). Nétese que (5.4) converge en L'(T),
por (5.3) y el hecho de que ||Kn||1 = 1, para cada n. Entonces f € L'(T) est4 bien
definida, y evidentemente es no negativa. Finalmente, al hacer un calculo elemental
se muestra que f tiene los coeficientes de Fourier deseados:

o0

fG) = (@1 + ang1 — 2a0) Kno1(5)
n=1
= > n(@n-1+ ans1 — 2a,) ( ~ m)
n=|jl+1 n

El resultado precedente muestra que sucesiones pares de coeficientes de Fourier
puede tender a cero de modo arbitrariamente lento, lo cual pone en manifiesto la
fuerza del lema de Riemann-Lebesgue. En contraste con este hecho, sucesiones (im-
pares (a, = —a_,) de coeficientes de Fourier no pueden acercarse a cero de modo
arbitrariamente lento, al menos si a, > 0 cuando n > 0: necesariamente satisface

an ., : . .
E — < o0o. La demostracion de este enunciado lo vamos a presentar a continuacidn,

n

n#0

pero primero notemos la siguiente relacion interesante entre los coeficiente de Fourier
¢

de f y los de su integral F(t) = / f(r)dr:
0
Lema 5.2 Sea f € L'(T) y supongamos que f(O) = 0. Fntonces, si definimos

F(t):= /ot f(r)dr.

F' es continua, periodica con periodo 2w, y

F(n)= —;f(n), para cada n # 0. (5.5)
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Demostracién: Es claro que F' es continua ( mas atn, lo es absolutamente), mientras
que la periodicidad de F es evidente:

427 N
F(t+2r)— F(t) = /t f(r)dr =27 f(0) =0, para cada t.

Finalmente, una integracién por partes da lugar a (5.5):

[ 1 m —tn
Fln) = - /O F(t)e~tdt .
- Z n —int
= o [ F@de™)
. _L —nt !
= 27rn/0 e "M F(t)dt
- _L/" =it £(4)dt
27n Jo
7 A
= —;l‘f(n)

Teorema 5.3 Sea f € LY(T) y supongamos que f(|n|) = —f(—|n|) > 0, para cada
n € Z. Entonces

3 1 f(n) < . (5.6)

n#0 't
Demostracién: Noétese que la suposicién implica que todos los términos de (5.6)
son no negativos, y en particular que f(0) = 0. Poniendo F(t):/tf(T)dT, el lema
establecido arriba nos indica que F' € C(T) y que ’

A

F(n) = —%f(n), para cada n # 0. (5.7)

Vamos a aplicar el Teor 4.1 de Fejer a la funcién F — F(0) en el punto to = 0,
teniendo en cuenta que (5.7) y la suposicién implican

—— cuando n =10

0
<F—ﬂmﬂmz{—fﬁmncwm°n#0
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Entonces

lim [Ky * (F — F(0)))(0) = lim ‘E (1- | )(F/—F\(O))(n)
N—)OO n=

y, por tanto

lim 22 ( T 1) 1) k(o) = Foo)).

N —o0 n
f(n)

n
no negativa C, y que

> 0 para cada n # 0, concluimos que #(F(0) — F(0)) es una constante

Siendo

N ;
n f(n)
MAEESSY ‘ .
22 (1 N 1) - C, para cada N € IN

Por consiguiente,

if—(n_ = 2§:<1_2Nn+1) 1)

n=1 n

para cada N, y esto establece la relacién (5.6).

Observacién 5.4 Formalmente podemos representar cada serie trigonométrica en
términos de senos y cosenos, recordando las féormulas

e = cost +isent, cost= %[e“ +e, sent= Z[eit — 7).
De hecho,
i ae™ = ag+ i[an + a_p] cosnt + i[an + a_n]seﬁ nt
=00 A w1 el
= 5 + nz_; (A, cos nt + B,sen nt),
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donde,
Ao

2
 Reciprocamente, cada serie de la forma

=ap, Apn:=an+a_,, B,:=i[a,—a_,], n€N

A o0
70 + E(A“ cos nt + B,sen nt),

n=1

o0
puede escribirse como Y a,e™, cuando hacemos

[A, —B,], para n=1,2,...

[A-, +tB_,], para n=-1,-2,...

a,: =

[\]
DO | = D[ =

[o@)
En particular, si Y a,e™ es la serie de Fourier de una f € L'(T), es decir a, = f(n),

tenemos

2= J(0), Awe= )+ fon), Bui=ilf(n) - f-m)), ne,

lo que es equivalente a

1 2w 1 2m
A, =~ f(t)cosntdt , B, = — f(t)sen ntdt , para cada n € IN
7 Jo 7 Jo

Estas formulas arriba establecidas facilmente implican las siguientes equivalencias:

A

s

f real & f(n)=f(-n) <& A,y B, son reales
f par & f(n) (-n) & B,=0 )
f impar & f(n)=—f(-n) & A, =0

para cadan = 0,1,...

En particular, la serie de Fourier de f se convierte en serie “seno”

o0 A o0

. . , . . . 0 .

E B.sennt si, y so6lo si, f es impar, y en una serie “coseno” ——-{—E B, cosnt si, y
n=1 n=1

solo si, f es par.



Ejemplo 5.5 Afirmamos que la serie “coseno”

cos nt . .
> es una serie de Fourier, (5.8)
mientras que la serie “seno”

> sen nt . .
Z no es una serie de Fourier. . (5.9)
logn

n=2

‘De hecho, aplicando las formulas de la observacién precedente, encontramos en el
caso (5.8) que

1 1
— cuando |n| > 2
2 log |n|
an =
0 cuando |n| < 2

o1 :
Puesto que ademas, la funcién - (t > 1) es convexa, los a, satisfacen las
o

condiciones del teorema (5.1), de modo que (5.8) esta establecida.

oo
. . .sen nt .
En el caso de (5.9) vamos a considerar la serie » i (esta es una serie de
—, logn
n=2
.. . X sennt ]
Fourier si, y sdlo si, Z lo es, evidentemente). Tenemos que:
— logn
n=2
(1 1
— cuando |n| > 2
2logn
a, =14 0 cuando n = —1,0,1,
1 1
—— cuando |n| < —2.
[ 2log|n|
Entonces, aj, = —a_p, = 0, y T.5.3 nos dice que una condicién necesaria para
e e} o0 a
;. . . n
que Y ane™ sea una serie de Fourier, es que Y — < co. Es claro que esta con-
k n=-—00 n=2
.., : o sen nt . .
dicién no se verifica en nuestro caso. Por tanto ) _ l no es una serie de Fourier,
ogn
n=2
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a pesar de que los coeficientes de Fourier tienden a cero (pero de un modo no sufi-
cientemente rapido).

Los dos ultimos ejemplos son de gran importancia: (5.9) es la llamada “serie
conjugada” de (5.8). Luego, acabamos de ver, que la serie conjugada de una serie de
Fourier no necesariamente es una serie de Fourier. La trascendencia de este hecho va
a ponerse en evidencia, mas adelante, cuando tratemos el operador de conjugacién
con mas profundidad. .

6 Series de Fourier en L2(T).

La mayoria de los resultados mas profundos del analisis de Fourier se reducen a
trivialidades cuando se trabaja en L*(T'). La razén es que L*(T') es un espacio de
Hilbert, con el producto interno

<fg= o [0

Iniciemos nuestras observaciones recordando que £* = ¢*(Z) es el espacio de Hilbert

compuesto de todas las sucesiones complejas (a,)2% _, que satisfacen Y |a,|* < oo.
n=—00

Se define el producto interno por

((an), (bn)) := D anbn,
y la norma por

llanl= (% |an|2)”2.

Suponemos conocido el hecho de que con estas definiciones los axiomas de un
espacio de Hilbert se satisfacen. En particular, ¢? es completo, es decir, cada sucesién
de Cauchy en ¢* converge.

Para cada n € Z definamos el enésimo vector unidad e, € ¢?, como
en:=(...,0,0,1,0,0,...), donde 1 va en el enésimo lugar y cero en los demas lugares.

Entonces, < e,,em >= 0 cuando n # m y |le,]| = /< €n, €n > = 1, para cada n.
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Esto se expresa diciendo que (e,)°2 __ es una sucesién ortonormal en ¢%. Es
claro que cada elemento (a,) € £*(Z) en el que a lo sumo un nimero finito de los a,
es # 0, se escribe como Z dnén. Si (an)nez €s una sucesién arbitraria de ndmeros

neZ
N o0
complejos (no necesariamente en £?), vamos a considerar la sucesién Z Gney
n=-N N=1
en £2. Puesto que, para N < M tenemos
‘
Iy N 2 2
> ae= Y me| = | T a
n=—-M n=—N N<|n|<M
2
= Z |lan]®,
N<|n|<M
N 00
podemos concluir que | Y anen converge en £2 si, y sélo si, Y l|au|* < co.
n=—N NEIN n=-—00
. (e o) o0
Bajo esta condicién el limite se denota por Z ane€n, y decimos que Z ap€, COn-
n=—oco N=-00

verge en £2. Notemos de paso que no importa el orden que se adopte para sumar la
[ee) o0

serie Y anen, porque la condicién de convergencia equivalente »_ |a,|* < oo, es
n=—oo n=—0oo

invariante por permutaciones de Z.

También observamos que la continuidad de la norma (que vale en cada espacio de
Hilbert) implica que

00 N
Z anen|l = ]\}l_r}go Z ApCn
n=-—o0 n=—N
00 1/2
= | X laaf?
n=—oc

Ahora tenemos una nueva descripcién de £2 en términos del sistema ortonormal

(en)nez:
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o0 o0
#? consiste en todas las sumas Z An€yn CON Z |an|2 <oy

00 00 ] oo 00 1/2
<zanen,zbnen>:zana, 3 e :(zmn]z) |

Ademas el subespacio generado por los e, es denso en £2, puesto que

L)
0 N
Z ane, = lim Z On€n,
N-oxo

n=-—00 n=—N

o0
para cada Z a,e, € 02.

n=—oo

En un espacio de Hilbert abstracto se llama sistema ortonormal a cada coleccién
(ex)aer tal que

<egeg>=0 cuando a# B, v |les] = (< €, a >)2=1.

Eso implica que para todas las sumas finitas Z n€o Y Z b.e, tenemos que:
<Z AyCq, Z baea> = Z aaza

Lo =(Thr)

Tal sistema ortonormal se llama completo si el subespacio generado por los
ex,a € I, es denso en H. Como notamos arriba, los vectores unitarios en ¢2
forman un sistema ortonormal completo.

Consideremos ahora el espacio de Hilbert L?(T'), y particularmente los elementos
e™, n € Z, en L}(T). La ortonormalidad del sistema (e"™),cz es consecuencia
inmediata de (1.1), y en el Teor 3.10 ya establecimos que este sistema es completo.

A continuacién comparemos ¢ y L?(T). Existe una aplicacién muy natural S:

N g X '
25 Z pn —— Z ane™ € L*(T)
n=—N n=—N
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del subespacio de ¢? generado por (e,)nez, a L*(T).

Evidentemente esta aplicacion es lineal, uno a uno, y mas ain: una isometria. Por
eso se le puede extender a una isometria S : £2 — L?(T). Puesto que £2 es completo,
S(£?) es un subespacio completo de L*(T'), y claramente contiene el subespacio cerrado
de L*(T) generado por los €™ | n € Z. Pero este iltimo subespacio coincide con
L*(T), debido al hecho de que el sistema (e ),z es completo. Luego, S(¢?) = L*(T)

y evidentemente la isometria S extendida tiene la forma .
o o0 .
S ( > anen> = Y aze™
n=—oo n=—oo

Los hechos dados arriba de ¢? ahora se traducen, por via de S, en la siguiente
descripcién de L*(T): cada f € L*(T) se puede representar tinicamente como una
serie (jconvergente en el sentido de la norma de L*(T)!)

0 .
f: E anemt,
n=—oo

o0

donde los a, son nimeros complejos tales que Y |a,|° < oo. Ademis,

~ 1/2
||f||=(2 |an|2<oo> .

n=—oo

n——00

Dados dos elementos f = Y ane™ y g =3 b.e™ en L%(T), tenemos

o0

<f,g> = Y anb, (6.1)
n=—oo
(porque S preserva el producto interno).
Por dltimo, notemos que los unicos coeficientes a, en la expansién

o0
f= ) ane'™ son exdctamente los coeficientes de Fourier de f.

n=—oo

Esto se deduce directamente de (6.1), a saber:
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o0
Sif= Z a,e™, entonces

n=-oQ

k) = < fe*>

oo
= Z ane'™ ekt .

n=—00
= ak.
Resumamos nuestras conclusiones en el siguiente enunciado.

Teorema 6.1 Sean f,g € L*(T). Entonces

(a) f= i fn)e™ = A}En > f(n)e™ , en la norma de L*(T).
®) 1= o= [ 1O = Y 1)
1 2m N LN —
(@ 5 ) FWad= 3 Jm)im
(d) Para cada sucesion (a,)2_ . de nimeros complejos tales que i la,|? < oo,

existe una unica f € L*(T) tal que f(n) = a,, para cadan € Z.
Observacion 6.2 La transformacion de Fourier
T3 f — (f(n)iow € €

es una isometria de L?(T) sobre ¢* (esta aplicacién no es mas que la inversa de S~*

de S)
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7 Series de Fourier de medidas

Hay dos espacios fuera de la familia de los espacios de Banach homogéneos que
todavia no hemos considerado. El primeroes L>(T), el espacio de las funciones f esen-

o

cialmente acotadas, con la norma |f|| :=supes|f(t)|. Recordemos que L>(T) =
o0 0<t<2r

LY(T)*; por esta razon podemos dotar a este espacio con la topologia W*, con respecto
a L'(T). Aunque no es verdad que o,(f) — f en la topologia de la norma, para
cada f € L>(T), si lo es con respecto a la topologia W* : o,,(f) ¥ (que veremos
en esta seccion).

La situacion es analoga en el caso de M(T'), el espacio de las medidas de Borel,
complejas, de variacién acotada sobre T', con la norma ||u| := Var(u). Hay dos
hechos importantes concernientes a M(T') que necesitamos resaltar. El primero es

que LY(T) € M(T): cada f € L'(T) puede identificarse con la medida y sobre T
definida por

1

1
= —/ fdt, o concisamente, du = — fdt.
2x JE 27

WE) :
1 2w
Nétese que ||g||:= 2—/ |f(t)|dt = ||f|ll, de modo que la inclusién LY(T) C M(T)
7 Jo

es una isometria. El rango de esta inclusién consiste exactamente de las medidas
absolutamente continuas. Esto es lo que dice el famoso teorema de Radon - Nikodym.
Las medidas singulares estan en M(T)\L'(T).

El segundo hecho importante es que M(T) es isomorfo isométricamente con el
espacio dual de C(T'), segun el teorema de representacién de Riesz (la “accién” de

27
u € M(T) sobre f e C(T) es /0 fdu). Este hecho nos permite definir sobre M(T')

la topologia W* con respecto a C'(T"). Vamos a demostrar que, igual que en el caso
de L*=(T), la serie de Fourier de cada p € M(T') es Cesaro - convergente a g, en el
sentido de la topologia W*. Pero antes tenemos que definir los coeficientes de Fourier
de una medida.

Definicién 7.1 Sea p € M(T). Entonces los nimeros

2 .
f(n) = / e”™du(t), ne€Z
0
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se llaman los coeficientes de Fourier de pu y S[u] = > ji(n)e™ es la Serie de

Fourier de p.

1 A
Es importante notar que cuando dy = 2—7det , f € LY(T),entonces fi(n) = f(n),

de modo que esta definicion es consistente.

Ejemplo 7.2 Sea 0, la medida de Dirac en ¢t = 0. Equivalentemente‘, visto como
elemento de C(T')*, §, se define por

" 148, = f(0), paracada f e C(T).

0

Entonces é,(n) = 1, para cada n € Z, y esto muestra que los coeficientes de Fourier
de una medida, no necesariamente tienden a cero - Ver el lema de Riemann- Lebesgue.

Como en el caso de funciones, hacemos, para cada g € M(T), Sp(p):= > j(k)e™

el = (1 - n'ill) k)™,

k=—n

Para poder escribir estas sumas como D, * p y K, * p, respectivamente, tenemos
que extender la definicién de convolucién.

Aunque es perfectamente posible definir p x v para dos medidas, nos basta el caso
en que una de las medidas sea absolutamente continua. Esto es, definimos f * u, para

felLNT), we M(T), por

(Fm)t) = [ 5= 7)du(r),

Ntese que f + € LN(T), y que ||/ +l, < /I, - [, puesto que, segin cl
teorema de Fubini, tenemos

enl, = 5 [
: /0% Uo% |f(t = T)|d|u7(f)] dt

2

[ 5t = 7)autr)|

IN
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= [ 5 [ 15 = lat] i)

= A - el

Comprobemos a continuacién que

(Fm)n) = f(r)js(n), neZ
(Vef (2.5)). La prueba se basa una vez mas en el teorema de Fubini:

— 1 2r 2m )
(f*p)(n) = 5;/0 [ A flt— T)du(r)] e " dt
o —inT 1 o —in(t—r
= 4 e [ﬂ A f(t—7)e ™ )dt] du(r)
= f(n)u(n).
Podemos concluir que

Su(w)=Dnxp y oulp)=Kixp:

puesto que S,(¢) y Dy * p tienen los mismos coeficientes de Fourier estas funciones
coinciden. El caso o,(p) = K, * 1 es analogo.

Ahora vamos a demostrar, como ya anunciamos, que o,(f) LA f, para cada
f e Le(T) = LNT)Y, y ou(f) L para cada p € M(T) = C(T)*. Nos con-
viene utilizar aqui la notacién usual del andlisis funcional: cuando X es un espacio
de Banach y X™ su dual, entonces < z,z* > denota el valor de z* € X* en z € X.
[ La simetria de esta notacién sugiere que, en cambio, z pueda ser visto como fun-
cional sobre X*; esto se corresponde con la inclusién candnica m de X en X**. Més
formalmente: < z,z* >=< z*,7(z) >

Verifiquemos a continuacion las férmulas

< fyou(g) >=<o.(f), 9 >, para f € LYT), g€ L™(T)= LYT)"
< foou() >=<ou(fln>  para [€C(T), pe M(T)=C(T).
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Chequearemos solamente la segunda férmula. La prueba de la primera casi es caso
especial, cuando se identifica g € L>°(T") con la medida du = gdt. Usando Fubini y la
paridad K, tenemos

< fion(p) > = < fiKi*p>

= [T [ Kalt - rdu)] at

27 Jo

_ /02” [% | " Kot — 1) F(t)d] dp(7)

= <K,*xf,u>

= <ou(f)p>.

El significado de estas férmulas es que en L>(T') [resp. en M(T')] el operador lineal
f — o.(f) [resp. p — o,(p)] es el operador adjunto del operador f — o,(f) en
LY(T) [resp. en C(T)]. En particular, puesto que los operadores f — o,(f) en L'(T)y
C(T) tienen norma igual a 1, lo mismo vale para los adjuntos f — o, (f), g — on(y)
en L*(T) y M(T), respectivamente. Por supuesto, esto también puede verificarse
directamente.

Una consecuencia mas importante es que
an(f) w, f en L | o.(p) w, p en M(T).

Por definicién, o, (u) v p quiere decir que < f,o,(p) >—< f, > para cada
f € C(T). Acabamos de mostrar que < f,o,(p) >=< 0,(f), ¢ >. Puesto que
ya sabemos que o,(f)—f en la norma de C(T), se deduce inmediatamente que
< on(f),p >>< f,u >. La segunda férmula queda establecida, y la prueba de la
primera es analoga.

Hagamos notar ademas el hecho siguiente:

Teorema 7.3 Sea X cualquiera de los espacios C(T), LP(T), 1 < p < oo, y sea
X* su dual [con lo cual X* incluye L*(T) y M(T)]. Entonces, st f € X yu € X*
[Notese que p es una funcidn g € L'(T) a menos que X = C(T)], tenemos
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< fp>=lim 3 (1- 525 ) fmyitn)
N—oo N+1

=-N

N
En particular, la serie Y f(n)i(—n) es Cesaro-sumable.

n=—00
Demostracion: Es claro que para un polinomio trigonométrico
N A .
P= % P(n)em™

n=—N

tenemos

27 N n .
<Pp> = /0 ( > P(n)e’m) du(t)

N
Para f € X arbitraria, on(f) = D (1 _ _Inl )f(n)emt es un polinomio
N N+1

trigonométrico, y on(f) — f en norma cuando N — oo. Entonces

<fip> = lim <on(f),p>
= lim fj (1— idd )f(n)A(—n)
N—-»oonz_N N+1 a

Corolario 7.4 (Teorema de unicidad) Cuando p € M(T) y ii(n) =0 para cada
n € Z, entonces p = 0.

Demostracién: La férmula anterior implica que < f, p >= 0 para cada f € C(T),
es decir, p = 0.
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Observacion 7.5 El hecho de que
f*K,— f cuando n — oo, paracada fe€ LY(T),

significa que los operadores
INT)> f — f* K, € L'(T)

se aproximan al operador identidad con respecto a la topologia de la convergencia
puntual. En particular, tomando f = e'** (k fijo), tenemos que

P

Kn(k) = (e* % K,)(k) "= ¥ (k) = 1 = 6, (k).

Luego los coeficientes de Fourier de K, tienden a los de 6, cuando n — oo.
Naturalmente esto también puede verificarse directamente, y corresponde al hecho de

que f = f x 6, para cada f € LY(T).

Esta ultima férmula nos dice que 6, actua como elemento unidad sobre L'(T), con
respecto a la convolucién. Pero é, ¢ L'(T'), y en realidad el 4lgebra de Banach L!(T)
no tiene elemento unidad (;por qué no 7). Por otra parte los K, si pertenecen a
L'(T) y se aproximan a 6, de cierto modo. Por eso a veces (K, ) se llama una unidad
aproximada en L!(T).

Para comodidad del lector resumimos lo que hasta ahora hemos probado sobre
sumabilidad en el sentido de Cesaro:

Teorema 7.6
(a) SifeC(T)olLP(T), 1<p< oo, entonces o,(f) — f en norma.

w*

(b) Si f € L=(T) o p € M(T), entonces o,(f) vir, on(p) = p.

El dltimo lema que vamos a discutir en esta seccion es el siguiente: Dada una serie
(o @)

. s int L, . . . .
trigonométrica formal E ane™, jcomo saber si es una serie de Fourier?, y si lo es,

n=-—0o0
;representa a una funcién de L!(T), de LP(T), de C(T'), o a una medida?. Ya hemos
establecido unas condiciones necesarias. Por ejemplo, para ser serie de Fourier de una

f € LY(T), debe satisfacerse lim a, = 0 (lema de Riemann-Lebesgue). En el caso de

I’nl—)OO
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L¥(T) la condicién Y la,|* < co es necesaria y suficiente (T.6.1). En general este

problema no es tan facil, y en realidad no existen condiciones numéricas satisfactorias
sobre los a,,. Pero si formamos los promedios de Cesaro

oN = g: (1__|n| >a e'™
Sy N+1

L]

y estudiamos su comportamiento, entonces llegamos a las siguientes condiciones.

: 0
Teorema 7.7 Sea E ane'™ una serie trigonométrica formal y formemos las su-

n=—oo

N | 00
mas parciales Cesaro oy = E (1— N +| 1) ane™. Entonces E a,e'™ es la serie de
n=—N

n=—oo

Fourier de

(1) Una feLP(T), 1<p<oo& (on)F= es acotada en la norma || - Hp
(i1) Una f € LYT) & (on) converge en la norma || - Il,-
(131) Una f € C(T) & (on) converge uniformemente.

(v) Una medida p € M(T) & (on) es acotada en la norma || - ||l
(v) Una medida positiva p € M(T) < oy > 0 para cada N € IN.

Demostraciéon: La necesidad de estas condiciones ya fue comprobada en su mayor
parte para los casos (¢) — (1v): sblo se necesita notar que tanto la convergencia en
norma como la convergencia W* de (on) implican que (on) es acotada en la norma.
La necesidad en (v) también resulta clara, puesto que oy = Ky *py K, > 0.

Antes de comprobar la suficiencia de las condiciones, notemos un hecho general, a
saber que

on(n) M=% 4, , paracada n€Z. (7.1)

Esta observacién establece inmediatamente la prueba de la suficiencia en los casos
(i2) y (273). De hecho, si f es el limite en norma de (o), entonces f(n) :A}jm an(n)=ay,
—00
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para cada n € Z. Luego Y a,e™ = S[f]. En el caso (i) la demostracién es un
poco mas delicada. Pero debido a que LP(T), 1 < p < oo es un espacio dual

1
[de LY(T), -+ — = 1], la sucesién acotada (on) tiene un punto limite W*, digamos
P q

f. Entonces f(n) es punto limite de (0;(\n))°N°=1. Pero acabamos de observar que
esta dltima sucesién tiende a a,. Por tanto f(n) = a,, para cada n € Z [Nétese
que acabamos de utilizar el hecho de que todas las funciones "™ pertenezcan a
L(T), 1<p<oo]

El razonamiento en el caso (:v) es andlogo: consideramos la sucesién L!—acota-
da (on) como una sucesién de medidas [L'(T') C M(T) isométricamente]. Siendo
M(T) = C(T)* un espacio dual, y estando e"** € C(T') para cada n € Z, el argumento

previo puede repetirse y produce una p € M(T) tal que S[u]= Y ane™.

n=—oo

Por 1iltimo, para la suficiencia en el caso (v), ndtese que las o son L'—acotadas,

. 1 2w
puesto que HUNH1 = %/0 on(t)dt = ag, para cada N € IN. Por tanto, segin (iv),

E ane’™ es la serie de Fourier de una p € M(T), y queda por comprobar que
,u_Z 0. Perosi f € C(T) es no negativa, tenemos (f,on(p)) > 0 para cada N, ya
que on(p) = oy > 0. Con lo cual (f,u) = ]\}im (f,on(p)) >0, lo que implica p > 0,
puesto que la f € C(T') no negativa es arbitraria.

8 Convergencia en norma de series de Fourier.
Los operadores de conjugacién y proyeccion.

Para el estudio de convergencia en norma nos basta considerar los espacios homo-
géneos C(T), LP(T), 1 < p < oo, puesto que en L>*(T) y M(T) clertamente no
tenemos convergencia en norma (por falta de separabilidad, por ejemplo). Resultara
que en los espacios C(T'), LP(T), 1 < p < oo la cuestién de si cada serie de Fourier
converge en norma, estd intimamente relacionada con la existencia de los llamados
‘operadores de conjugacion y de proyeccion. Nuestro proposito en esta seccion es
aclarar esas relaciones y establecer unas equivalencias. Del teorema principal, que dice
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que tenemos convergencia en norma en los espacios L?(T"), 1 < p < oo, mientras no
lo tenemos en C(T') y L'(T), vamos a comprobar aqui sélo el caso negativo.

“El caso afirmativo depende de un estudio mas profundo del operador de conju-
gacion y volveremos a este mas adelante.

Primero vamos a introducir algo de terminologia. Sea B un espacio de Banach
homogéneo. Entonces decimos que

.

(A) B admite convergencia en norma si

lim 5.(£) = fll =0 , para cada [ € B.

oo

Para cada serie trigonométrica formal »_ a,e™ definimos la serie conjugada
n=—00

como —¢ »_ Sgn (n)ane™ , donde

n=—0oo

1 cuando n >0
Sgn (n) := 0 cuando n =0
—1 cuando n <0

Si f € L'(T), entonces la serie conjugada de su serie de Fourier no necesariamente
es una serie de Fourier. Pero si lo es, y si representa a una g € L'(T'), entonces g se
llama la funcién conjugada de f, y denotamos a g por f. De este modo tenemos
definido el operador de conjugacién f — f, pero sélo sobre un subespacio de L!(T).
Esta definicion provisional es adecuada por el momento. Mas adelante veremos como
se puede extender el operador de conjugacién sobre todo L'(T') [sin embargo, el rango
del operador extendido no estard contenido en L'(T") ]. A continuacién introducimos,
para cada espacio de Banach homogéneo B, las siguientes nociones:

(B) B admite conjugacion si para cada f € B, f est4 definida y pertenece a B.

Nuestra tercera definicién va a imitar estrechamente a la del operador de conju-
[eo]
gacién. Para cada f € L'(T) consideremos la serie trigonométrica »_ f(n)e™. Esta

n=0
puede ser o no una serie de Fourier. Si lo es, y si representa a una g € L*(T), entonces
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g se llama la funcién proyectada de f y se denota por f Esta define el operador
de proyeccién f — f, pero una vez més, sélo sobre un subespacio de LY(T).

A continuacién decimos, para cada espacio homogéneo B, que

(C) B admite proyeccion si para cada f € B, festé definida y pertenece a B.

Ahora vamos a demostrar la equivalencia de (A), (B) y (C) para cada B = C(T)
o LP(T), 1 <p< oo,y acontinuacién que para B = L(T) y B =C(T) cada una
de fA), (B)y (C) deja de ser satisfecha. El hecho de la validez de (A), (B)y (C)
para cada B = L?(T), 1 < p < oo debe ser postergado al capitulo IV.

En lo que queda de esta seccion, B va a denotar cualquiera de los espacios
C(T), LP(T), 1 < p < oo, mientras que B, denota Sp{e™ : n € Z}, es decir,
el subespacio (no cerrado) generado por las funciones €™ (todas pertenecen a B).
Recordemos que B, es denso en B (por el Teor 3.10).

Sobre B introducimos los siguientes operadores lineales:

n

Sulf) = k_Z f(k)e™

P.(f) = ;f(k)e“” (n=0,1,...)

Calf) = —i 3" Sgn (k) f(k)e™

k=—n

P(f) = S f(k)e

k=0

OUf) = —i 3 Sen(k)f(k)e™

k=-o00

Notemos que en los tltimos dos casos no hay problema de convergencia, porque
restringimos el dominio a B,. También se debe observar que para cada polinomio
trigonométrico f de grado N tenemos P(f) = P,(f) y C(f) = C.(f), para cada
n>N.
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Las relaciones siguientes entre las operaciones arriba definidas se verifican ficilmente.
Como de costumbre [ es la identidad.

Pulf) = e™S(f-e™™) (8.1)

Po1(f) = Pa(f) = f@n)e"™ b (p ¢ )
%(Sn O+ %f(O) = Pu(f) (8.3)
So(f) = e~ MP(e f) — gllmDEp(e=itna e £ (€ B (8.4)
S +i0)f + f(0) = P(f) (85)

Nétese ademas que para cada n € Z los operadores f — e - fy f — f(n) son
acotados con norma 1, y también que |[e™| = L.

El resultado principal de esta seccion se basa en el siguiente lema elemental que
es bien conocido.

Lema 8.1 Sea X un espacio de Banach arbitrario y X, un subespacio denso. Ademds
sea (T,) una sucesion de operadores lineales acotados de X a X cuyas normas estdn
uniformemente acotadas. Supdngamos también que (T, z) converge para cada z € X,.
Entonces (T, ) converge para cada x € X, y la formula

Tz := nhrglo T,x, z€e X
define un operador lineal acotado sobre X tal que ||T|| < sup ||T%||

Demostracién: Hagamos M :=sup ||T,,|| y sea € > 0 arbitrario.

Fijemos ¢ € X de modo arbitrario. Entonces podemos seleccionar z, € X, tal que
llz — z,|| < €, y tenemos, para cada n,m € IN,

[ Toz = Tonzl| < ([ Tnzo = Tnol| + | Tn(z — zo)l| + [ Tm(z — )|

< NTwzo — Tzol|| + 2Me.
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Puesto que lLim ITnzo — Tmzo|| =0 y € > 0 es arbitrario, se deduce que
lim ||Tnz — Tmz|| =0. Por consiguiente, Tz := lim T,z existe. Ademaés
n,m—00 n—00

|Tz| := Jim |ITz|| < M||z||, de manera que ||T'|| < M.

Aplicando este lema repetidamente con X = By X, = B, = sp{e™ : n € Z} se
deduce el siguiente resultado.

Teorema 8.2 Los siguientes cuatro enunciados son equivalentes (Recue‘rde que B es
cualquiera de los espacios C(T), LP(T), 1 <p<oo):

(@) (ISal)iZo es acotada,
(5) ||f = Sufll = 0, para cada f € B,

(c) Zf(n)e“” es la serie de Fourier de una funcion fe B, para cada f € B [y

n=0
st definimos Pf = f, entonces P es un operador acotado sobre B. Nétese que P
extiende al operador P que definimos arriba solamente sobre B,.]

(d) —i Y Sgn(n) f(n)e™ es la serie de Fourier de una funcidén f € B, para cada

f € B [y si definimos C f := f, entonces C' es un operador acotado sobre B. Notese
que C extiende al operador C que definimos arriba solamente sobre B,.]

Nota. En cada una de las condiciones (¢) y (d) la parte entre paréntesis se sigue del
enunciado principal y la incluiremos en la demostracién.

Demostracion:
(a) = (b): Esta claro que lim S, f = f para cada f € B,. Luego la suposicién de que
las normas ||S,|| son uniformemente acotadas, implica, segin el lema, que

Sf:=1mS,(f) existe para cada f € B,

y define un operador acotado S sobre B. Puesto que S evidentemente coincide con
I sobre el subesapcio denso B,, debe tenerse S = I sobre B. Por lo tanto (b) queda
establecido.

(b) = (a): Para cada f € B, (S.f) converge (a f), y por tanto (S,f) es acotada.
Entonces (]|S.||) es acotada segiin el teorema de Banach-Steinhaus.
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(a) = (¢): (a) y las férmulas (8.1) y (8.2) implican que (|| P,||) es acotada. Tambien
es claro que (P, f) converge para cada f € B, (a saber a Pf). Entonces, segin el
int

lema, (P, f) converge para cada f € B, y eso significa que Z f(n)e converge en B

n=0
para cada f € B. Denotaremos el limite por f. As{ tenemos, por la continuidad de

f — f(n) sobre B, que

¢ f(n) cuando n>0 )
f(n) = { 0 cuando n<0 ’

de modo que Z f(n)emt es la serie de Fourier de f.
n=0
Por ultimo definamos Pf := f: Entonces Pf = nlLr(r}o P.f y el hecho de que P es

acotado, resulta del lema.

(¢) = (a): El operador f — Pf := f:es cerrado: si fr — fy Pfr — g, entonces, en
virtud de la continuidad de los coeficientes de Fourier,
i N 1 ST _ limp—oo fx(n) cuando n >0
§(n) = lim Pfi(n) = { 0 cuando n <0
_ f(n) cuando n >0
0 cuando n<0

Asi, g y Pf tienen los mismos coeficientes de Fourier, lo que implica que g = Pf.
Del teorema del grafico cerrado resulta entonces que P es acotado. Finalmente, la
férmula (8.4) nos permite concluir que (||S,||) es acotada.

(@) = (d): de (a) y de las férmulas (8.1), (8.2) y (8.3) concluimos que (||C,]||) es
acotada. Estd claro también que (C,f) converge para cada f € B, (a saber, a
Cf). Luego el lema implica que (C,f) converge para cada f € B, lo que signi-
fica que —t¢ Z Sgn(n)f(n)emt converge en B, para cada f € B. Sea f el limite.

n=—00

Luego, usando una vez mas la continuidad de los coeficientes de Fourier, tenemos,

~ A

como en la demostracién de (a) = (c), que f(n) = —Sgn(n)f(n). Esto dice que
-y Sgn(n) f(n)e™ es la serie de Fourier de f. Por iltimo, definamos C f = f.

Entonces C'f = lim C, f. El hecho de que C es acotado es consecuencia del lema.
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(d) = (a): El operador f — Cf := f es cerrado, por el mismo razonamiento que
usamos en la prueba de (¢) = (a), y por tanto acotado. Luego (||.S,]|) resulta acotado,
en virtud de las férmulas (8.4) y (8.5).

Resulta por dltimo que (A), (B),y (C) son equivalentes mutuamente (el Teor
8.2 comprueba que cada uno de estos enunciados equivale al hecho de que (||S,||) est4
acotada). Sin embargo, todavia no sabemos nada sobre la validez o no de (A), (B),
y (C) en los espacios C(T'), LP(T), 1 < p < oco. Vamos a establecer a.continuacién
que los tres son falsos en los casos de C'(T') y L'(T), mostrando que en estos casos
18]l — co.

Recordemos que S, (f) = D, * f (n=0,1,...), y que

Dn(t) — i eikt

k=—n

sen (n + 1)t

B sen %t
De esto se deduce inmediatamente la estimacién siguiente de ||S,|| = 151, para
B=C(T) o L*(T),,l <p<oo:
[Snfll = [|Dn* £l
1 27
:”%A Do) frdr
1 2 D
< =
< 5 [ 1Dl f
= 1Dl - 11,

1 27
[utilizamos aqui el hecho de que D, * f = 7 / D, (7)frdr ; esto se comprueba como

7 Jo
(3.16)], de modo que

ISell <N Dwll,  (n=0,1,...) (8.6)

Mostramos en lo que sigue que esta estimacion es la mejor en los casos especiales

B=IL\NT)y B=C(T).
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Lema 8.3 |[Su/| = || Dall,, si B=L\T) o B=C(T).

Demostracién:
(a) En el caso B = L'(T) vamos a aplicar S, al nicleo de Fejer K,, (recuerde:

K, >0, HKmH1 =1, on(f) =Ky *f). Tenemos
1Sell, 2 I1Sa(Km)Il,
= ||Dn* Knl|, .
1K+ Dl
= |lom(Da)ll,-

Puesto que lim 0m(Dy) = D, en L' (T) (n fijo), concluimos que ||Sn]|1 > Ian“l
(n=0,1,...). Sélo nos queda combinar esta desigualdad con (8.6).

(b) En el caso B = C(T') seleccionemos, para cada n € IN fijo, una 9, € C(T) tal que
[tn| <1 y ¢n(—t) = Sgn D,(t), salvo en pequenos intervalos centrados en los puntos
de discontinuidad de Sgn D,. Denotando por Y la unién de este nimero finito de
intervalos, tenemos

1Sull_ 2 ISaen)ll_
> |(Suten)(0)]

= |(Dn x¥)(0)]

v

o= [ ID®ldt— o= [1Du(0)1at
[0.27\Y N

Puesto que la medida de ¥ puede hacerse arbitrariamente pequefia, podemos con-
cluir que

HSnlloo > ||l)n“1 (n:O,l,...)

Esta tltima desigualdad nos basta, porque también tenemos (8.6).

Ahora estamos preparados para mostrar que ni C(T'), ni L*(T') admiten conver-
gencia en norma, conjugaciéon o proyeccién. En vista de Teor 8.2 y Lema 8.3 basta
comprobar.
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Lema 8.4 lim || Dy = oo

Demostracién: Puesto que |sent| < ¢ cuando ¢ > 0, tenemos

1D, = =

1dt

sen
sen - t

> g/" | sen (n + i)tldt
0 t
]i-l:w
n—1 n+1/2 1
> 2 / |sen )t{dt
T Jj=0 Ll
nt1/2
2 n—1 + 1 ’fill';
n =5
> 2y T2 / ‘sen(n-l— %)t‘dt
i G+ D

!‘l\'
n+1/2
2 ol n+— 2
]+1 7rn+—

4 =1
= = -——_—l_—l——>oo cuando n — oo.
m J
7=0

Observacién 8.5 Con un poco mas de cuidado, se puede demostrar que en realidad
4
[ Dnll, = —logn 4+ O(1) , cuando n — oo.
s

Observacién 8.6 En este momento sabemos que existen funciones f en L'(T) y en
C(T) cuyas series de Fourier divergen en el sentido de la norma. A continuacién
vamos a esbozar un método general para la construccion de tales funciones. B denota
cualquiera de los espacios L'(T) o C(T).

Notemos para empezar que

SmSn = Sn, yasi Sp=(Sm— S —Sn)+ Sn, cuando m > n.
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Eso implica que
1Smll < N(Sm = Sn) [a=sas || 11T = Sall + 1S
= NS |u=smp |- 1T = Sull + 1Sl (m > n)

Puesto que (||:Sn||) no es acotada, se deduce de la tltima desigualdad que para
cada n € IN fijo, la sucesién

L]

(||Sm '(I—Sn)B |)m=n tampoco es acotada.

Este hecho se puede combinar con el uso de induccién para construir sucesiones
crecientes (ng) y (my) en IN tales que

nE < myg < Ngg1 (k=1,2,...),
y polinomios trigonométricos
P e Sp{e™ : my <|n| < ngyr)

tales que

| Pe)| < 27F (k=1,2,...) (8.7)

[y Pell > 1 (8.8)

(dejamos los detalles como ejercicio).

Segin (8.7) , f = Z Py converge, mientras que, por otra parte, segin (8.8),
k=1

1(Sms = Sm ) fIl = Smi Pell > 1 (b =1,2,...)

Entonces (S, )32, diverge, es decir, la serie de Fourier de f diverge en la norma.

Observacién 8.7 La misma técnica, aplicada a los operadores P, y C,, respec-

tivamente, producird f € L'(T) 6 C(T) tal que Ef(n)ei”t, respectivamente

n=0

-y, Sgn(n)f(n)e™ diverge.

n=—00
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Observacién 8.8 Sabemos ain mas de lo precedente, a saber, que existe f tales

[ee)
que Y f(n)e™, respectivamente —i Y Sgn(n)f(n)e™ no son series de Fourier. Ya
n=-—00

presentamos el ejemplo estandar en la seccion 5:

1
2log |n| .

> cosnt gin
IR t

n]>2

es una serie de Fourier, pero la serie conjugada

i sennt _ i Z Sgn(n )emt

= logn o2 2log |n|

no es una serie de Fourier.

Podriamos anadir aqui que puesto que las series de Fourier evidentemente forman
un espacio vectorial, tampoco

1

int .
2logn|”

2

In|>2

: Sgn(n) . > e
_ZZ g()em]___z

2 2log |n| = 2log|n]|
es una serie de Fourier. Notese que esta ultima serie es la proyeccién de la serie de

00 eint
Fourier _
I}Z; 2log |n|
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