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PROPIEDADES OSCILATORIAS DE LA ECUACION

CUASI-DIFERENCIAL LINEAL DE ORDEN TRES

El propésito de esta primera parte es estudiar la exis
cia de soluciones oscilatorias de la ecuacibn diferen-

cial.

a 32 31

L[x]={ 1 [(_l_ x'j' - a,, X ] }. -1 4 x' -a,,xz 0 (1)
. dz3 “ a4, 12 12

donde las funciones aj5 ¢ [ 0, ® )= R son continuas con
a12 >0 y ass, > 0.

El estudio de la ecuacién (1) ser§ realizado a través del

sistema lineal siguiente:

X = a X
2 12 2

x' = a x + a X (2)
2 21 1 23 3

x' = a X + a X
3 31 1 32 2

La relacién entre los sistemas (1) y (2) es que la co-

rrespondencia (xl, X, x3) > xy establece un isomorfismo

entre las soluciones de (2) y 1las soluciones de (1).
En lo que sigue S denotari el espacio de soluciones de
(2); Los elementos de S seridn denotados con letras ma-

ylsculas y si X € S entonces las coordenadas de X serén
denotadas por las letras minusculas correspondientes ;
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esto es X = (xl, X x3).

2

Recordamos que una aplicacidn no trivial f: [b,ﬂ) + R
se dice oscilatoria si existe una sucesién {tn} en
fo, ») tal que trte y f(tn) = 0. Un elemento no

trivial X en S se dird oscilatorio si x, es oscilato

1
ria, el conjunto de elementos oscilatorios de S seré
denotado por ©. Nuestro objetivo es probar que & =% g

bajo ciertas hipbtesis en las ;4

PLANOS REGULARES

Dados elementos a= (ai, a,s a3), b= (bi’ b2, b3) en

R3 definimos un nuevo elemento W(a , b) € R3 mediante
ﬂ(a% b) = (w12(a,b), w13(a,b), w23(a,b) donde
wij(a,b)= a, bj - aj bi » 1 <1i<3j<3

si X, Y : [0, @) R® son dos aplicaciones definimos

W(X 3 Y) ¢ [0, ®=>R> por W(X ; Y)(t ) = W(X (1),Y(1)).

3

Nétese que la aplicacién W : R™ x R3 + RS

, (a,b) + W(a,b)

es bilineal antisimétrica.

DEFINICION I.1.

Sea H un plano de S (dimH = 2); diremos que H es regular

si existe T > 0 y existen U, V € H tales que
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W, (U, V() % 0 sit > T. (En este caso se sigue que

W12(X,Y)(t) F+ 0 sit>Ty X,Y €H son linealmente

independientes).

PROPOSICION I.1.

Supongamos que S contiene un plano regular H entonces

=g 6 Hcoy {0}

DEMOSTRACION

Sean T > 0 y U, V&€ H tales que w12(U,V)(t)=1= Q@ si

t >T; dado X € H se tiene que X, U, V son linealmen

te dependientes y en consecuencia 0 = det(U,V,X) =

X, *tw,, X

X 2 23

1< 1< 3j <3, De aqui

X, - W X,) (t>T7T)

1
X3* (wy3 %, 23 "1 2

3 W
lo cual implica que (xi, x2) es una solucién del sistema
de orden dos siguiente

x! = a X
1

12 %2
W W
. ) 23 . 13
) (ayy - a,, Wi, ) %y * a3y, ., Xy (3)

Ya que dimH= 2 y el espacio de soluciones de (3) tiene
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l+.

dimensidn dos, entonces la correspondencia X + (xl,xz)

estable un isomorfismo entre H y las soluciones de (3).

AsiH@ao =0 & Hco ufo} (SiHNO = g).

Supongamos que H N ® = g , entonces existe t > 0 tal

que ~u,(t)F 0 si t > t, vy como w12(U,V)(t) + 0 ,

siguiendo Polya [u], se obtiene que el operador.L[x]

‘es disconjugado en [ Ti’ ) (T1= max(to, T}); es decir,

toda solucién no trivial de L[x] = 0 posee a lo sumo
dos ceros en [ Ti’ @) ; de aqui © = g lo cual termina

la demostracién.

EL OPERADOR ADJUNTO

Asociado al operador L[ x ] de (1) tenemos otro opera
dor diferencial de b6rden tres dado por
' 1

1)
YA - - L &
v a32y']} g;§a21y a,,y (u)

1 1
(
12 [ 423

L:’: [y:l - {a

el cual admite la siguiente "representacién matricial

1 -
Y9 T 23 %

S agy Yyt 34, Y, (%)

+ a

yy T agq ¥q 21 Y7

Otra vez la relacidn entre (4) y (5) es que la correspon-
dencia (yl, Yoo y3) + y, establece un isomorfismo lineal
<



%
entre las soluciones de (5) y aquellas de L [y]s 0 .

ta
«

Denotaremos por S al espacio de soluciones de (5)
* %
y por 6 1los elementos oscilatorios Y& S (Es decir,

k&
y es oscilatoria). Obsérvese ensequida que (L ) =

1

= L..

Entre los sistemas (&) y (5) (respectivamente (1) y
(4)) existe un cierto nfimero de relaciones interpesantes

entre las cuales podemos mencionar?

PROPOSICION I.2.

%
Si Xi’ X2 € S entonces W(Xi’ X2) €S (y por dualidad

( Y)YES si Y.,Y €58
W Y1 s Y, si 10 1 ).

DEMOSTRACION

Verificacién directa.

COROLARIO I.1.

*
Si X1 €0y X2 € S - 0 entonces W(Xi’ X2) € o

DEMOSTRACION

Claramente W(X1 R X2)=k 0 (porque en caso contrario

X, » X

1 serdn linealmente dependientes) Si W(X1’X2)

2
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* _
a) SiYeS ,Y = 0 entonces H(Y) = {X € S:[X;Y]=0}
&
es un plano de S, el cual es regular si Y& 6 .

b) SiY

* _
40 Y2 & S entonces H(Yi) <€ H(Yz) s8i vy

sélo si Y, , Y, son linealmente dependientes.

2
%
e) Sivye&€ s ,YF+0 y Xy 3 X, € H(Y) entonces

existe A € R tal que W(X1 s X2) = A. Y

DEMOSTRACION

La prueba de (a) y (b) son triviales. Para mostrar (e¢)

observamos que [X 3 W(X1 ’ X2)]= det(X, Xl, Xz), 1o

cual dice que Xi R X2 c H(W(X1 s Xz)). Si X1 s, X, son

2

linealmente independientes entonces H(W(X1 . Xz))=H(Y)

y el resultado se sigue de (b). Si )(1 s X, son lineal

2

mente dependientes basta tomar A = 0.

EXISTENCIA DE PLANOS REGULARES

En esta seccidn haremos uso de las siguientes funciones

a4, a39 t
$ = — - — d(t) = ¢(t) + j a31(8) ds
23 12 o

[\7}
[\7}
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F, P : [0, =)x R° » R

a1.2.(.t) 2
F(t,x)= W X, - 2x1 Xg- (1)('t)x1 y X = (Xl’ Xy x3)
& . a23(t) 2
F(t,y)= - a3, (0 yo * 29 ¥y - 0()yy 5 ¥ = (y5Y55Y,)
. % . %
SiX €S, Y &S definimos F, , F, : [0, @) » R

por Fy(t) = F(t, X(1)), Fy (¥) = F' (t, Y(t)).

Y

LEMA I.1

a) Sean a e.R3, t,> 0 tales que F(to, a)> 0 entonces
*
existe b € R° tal que [a ; b]J=0y F (t,» b) >0
3
b) Sean b € R® y t, 2 0 tal que F (tg» b) < 0 entonces

existe a € R® tal que [a , b]=0 y F(t_, a) < 0

DEMOSTRACION

a) Pongamos a = (a1, a,s a3) y observemos que para

“ cualquier c¢c & R3 se tiene
2 Wt Pt L Wla,e)) = p(t IF(t ,a)wl.- law. ~awt . .|
aq vity o> Wa,c)) = Yt Pt ,a)wy - law, =30t Ju,,

(donde w57 wij(a, e), 1<i<3 <3). si a, F 0
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el resultado se sigue fdcilmente tomando b=W(a, c) den

de ¢ satisface a, w,,(a, c)= a, ] (to)w12(a’ c) . El1

1 713

caso en que a, = 0 se verifica directamente. La prueba

de (b) es andloga y serd dejada como ejercicio.

DEFINICION I. 2.

Diremos que una funcién f: [0, ®) + R es creciente
(resp. decreciente) em ®» si f es creciente (resp. de
creciente) y si existe una sucesién {tn} en [0, ®) tal

) (resp. f(tn) > f('tn ))

que t »> @ y f(tn) < f('tn+1 +1
sin> 1. (N6tese que si f es creciente en® y f < 0
entonces f < 0, Anidlogamente si f es decreciente en

oy £f >0 entonces f > 0).

En lo que resta de esta seccién supondremos que ¢ es
: 412 . .
creciente en ® y que 3. ©s decreciente (no necesaria
23

mente decreciente en « ).

PROPOSICION I.h,

% )
Si X€S - {0} e Y €S - {0} entonces F, y F, son de

crecientes en o« ,
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DEMOSTRACION

Haciendo uso de la integral de Riemann-Stieljes se mues

tra r&pidamente que

t t

F(t) - Fult) = = [ ° x(e)? des) + [ ()2 a4 (212 (e)
x'te) Tt T T ™ S txzs a23S
1 1
t t
% * 2 2 2 2 a23
FY(t2) - FY(tl) = - Jt yl(s) de(s) - Jt Y2(s) d(g;;)(s)
1 1

y el resultado se sigue r&pidamente del hecho que ¢ es

212 223
creciente en »; == es decreciente (== creciente) g
23 12

Pongamos

S, 1Xé&s : F(t) >0 si t>01

+

| v

% % %
s,= {y €s 3 Fy(t) > 0 si t >0}

%
Note que si Y & S; entonces y(t) % 0 para t > 0

y en consecuencia H(Y) = {X €S: [X : Y]= 081} es un

plano regular de S.

PROPOSICION I, 5.

%

s; o+ 8.
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" DEMOSTRACION

. v
Sea U, V, W una base de S y para cada n > 0 sea

Vk(n) s (uk(n), Vk(n), wk(n)) (k =1, 2, 3), Sea a =

. . . 2 2 2 _
= (anl’ a s an3) unvvector unitario (an1+a n2+an3' 1)

de RS perpendicular a Vl(n) y Vz(n). Sea Yn =

n U+a V+a W= (yni’ Yn2? yn3)3 entonces

a1 2n 3n

R
Yn F 0 y yni(n) z ynz(n) = 0 . De aqui FYn(n) =0,

%
lo cual dice que F, (t) >0 si 0 <t < n.
n

Por un argumento de compacidad podemos admitir que

existe a = (ai, a,s as)e; R3 unitario tal que a_ + a

(n -+ ») si ponemos Y= alU + a, v + a, W, obtenemos

Y0 yY (t)+>Y(t) (t>0,n=+=) De aqui

* ®
FY (t) » FY(t) (n + o, t>0) yen consecuencia
n

%
Fy (t) > 0 sit > 0, de la proposiccibén I.4 se
. ® ® .
sigue que FY >0, o sea que Y &S y termina 1la

demostracién.
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PROPQSICION I. 6,

i Y €S, entonces H(Y) ={X @S: [X; Y]=0 } &S, ;

en particular

UH(Y) 1 YES) Y s,

DEMOSTRACION

Si X €H(Y), podemos usar la identidad [X;Y]= 0 para

concluir répidamente que

2

&,y 2 312 2 8
2. S P

:L yi N Fx (y2o Xy a23 x2 yl) + x1 . FY
23

1o cual d& fin a la demostracién,

COROLARIO I. 3.

' ®
a) S, = U ({H(Y) : Ye&s_ }

b) Si © == g entonces 6 V {Q} =5,

DEMOSTRACION

a) Ya que S: % f entonces 0 € U{H(y): Y& S: } .

basta mostrar entonces (de acuerdo a I,7.) que si

#
X€S, yXF 0 existe Y€ S_ tal que X € H(Y). Dado
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X €S, con X &= 0 se tiene Felt) >0 sit >0 3

+
utilizando el lema I.1. podemos afirmar que existe

. . 3
una sucesidn {bn} en R tal que [X(n) H bg] = 0
%
y F (n, bn) >0 .

. % '
Ya que [ a , b] es bilineal y F (t , Ay) =

[y

A2 F*(t , ¥y) (X &€&R), podemos suponer que los bn
son unitarios (I]bnll = 1). Sea {Y } la sucgsién
en en S* determinada por la condicidn Yn(n) = bn
Por compacidad podemos suponer que bn +b e R3 de

aqui existe Y €.Sh, Y &+ 0 tal que Yn(t) +Y(t)

%

Y

(n) = F“(n , b.) > 0 podemos
" n

(t >0) y como F

. %
razonar como en I. 5.para concluir que Y Sy 3

por otra parte [X ; Yj

es constante y [X 5 Yﬁ] ——>[X 3 Y], ‘pero
(x5 v] =[x,y @]=1[ ,b] =012 cual

muestra que X € H(Y) y da fin a la demostracidr de

(a).

Prueba d= b)

e e . %
De la proposicién I. 1. se tiene que (UJ{H(y): Y€S,} ¢

co U{o}; asi s, €0 (J{0}. (Recuérdese que cada
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H(Y) es regular) Sea X€ 0 y sea'{tn} una suce-
sién en [0, =) tal que t )+ yx,(t) =0 enton
ces Fu(t ) > 0 y como X &= 0 se sigue de I. &,

que FX >0 , asi © ¢S, 1lo cual da fin a la de-

mostracidén,

Pasamos a obtener ahora resultados similares respecto

a S* \% O* . Para ello pongamos

s_ = {xes: Fx(t) <0 sit< T, para algiln
T = T(X) > 0}

Si = {Ye S* : Fi (t) <0 si t > T para algln
T = T(Y) > 0}

* *
Si X € S definimos H (X) = {Y&€ S : [X; Y] = 0}
y tienen resultados andlogos al corolario I.2.
Ademds si X € S entonces xft) F 0sit>T = T(X)

. * *
y en consecuencia H (X) es un plano regular de S

COROLARIO I.4,

a) S_=F g

B) S° = U{E (X) : X€ S_}
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c) Si & = § entonces 6 V{0}=S_

DEMOSTRACION

a) Sea X € S, determinada por X(0) = (0, 0, 1), en-

tonces Fy(0) = 0 y como Fy, es decreciente .en ®
existe T > 0 tal que PX(T) <0, asi X & S_ .
# #
b) La contencién U{H (X) : X € S_} € S_ se

prueba utilizando la misma férmula empleéda en la
prueba de 1. 6, para la contencién reciproca se -
procede como en la prueba del corolario 1. 3.
(parte (a)).

c) Igual que en el corolario I.3. parte (b).
Terminamos esta seccién sumarizando nuestros resulta

dos en el teorema siguiente,

TEOREMA I. 1.

*
Sea N (resp N ) el espacio de soluciones no triviales

: 'Y
y no oscilatorias de S (resp S ), Si

a21(t) a32(t) t .
1) a—z—s—(TT - -a—l-z—(-_a- + Jo a31(s)ds es Creclente en =

alz(t) )
2) EZET?S es decreciente
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e
Entonces N = ¢ y N =% @#. Adem8s las siguientes
condiciones son equivalentes:
a) o %+ ¢

B) © U {0}= U{H(Y) : Y -@N")

) 8 v {0} U{H*(X) : X €N}

: %
d) o = ¢
DEMOSTRACION

% * . .
N=S_ y N =8_ (que son no vacids por proposicidn

I.5. y colorio I.4,) Por otra parte (a)<=>(b) por
el corolario I.3., y la proposicién I.5. c¢)<=>(d) por

el corolario I.4, .y a<==>(d) por el corolario I.1.

54) EXISTENCIA DE SOLUCIONES OSCILATORIAS

En esta seccién haremos uso nuevamente de las funciones

a a t
p= 2 - 22, et = 6t ¢ 2 I agy(s)ds. ,
23 12 ' o)
Y.
asumiremos también que ¢ es creciente en » y que =
' 23

es decreciente.

También haremos uso de la funcién y = ==

. .
X€S e YES pondremos
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- 1 - 1
= + = = - -
X, X4 2 ) x1 , y3 y3 3 ¢ y1 de modo que
a a
12 2 = * 23 .2 - -
= = - T - == + .
FX ass X2 2x1 X3 o Fy ayq Yo 2y1 Y3 3 en

] —_
consecuencia si X € S_ e Y €S, entonces Xy %3 0

en (T, ») (algin T = T(X) > 0) yy §3 > 0 en (0, =),

1

TEOREMA 1.2,
312
Adem&s de las hipbtesis de crecimiento en ¢ y O
13

admitidas anteriormente (Teorema I.2) supongamos que:

a) J a,.(s)ds = «
o 23
b) Io alz(s)ds = + o § [o ( I a12(u)du ) dd(s)= o si

Iw
a,,(s)ds < + o
o 12

c) ¢y <0

d) 1fm [Y(t) + ()] = + =
1o

Entonces 0 =* #
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" DEMOSTRACION

A
Sea UE& S, y sea X € H(U) no trivial (probaremos

que X es oscilatoria). Si X no es oscilatoria podemos

suponer que xl(t) >0 si t > 0. Por otra parte X,

es solucidn de.la ecuacibn (ry')' + py= 0 donde

| 1 1 1 93
r = ——y p= =— a [; =y + ——-] 5 pues
ais u, uy 23 2 Uy

Y <0 y 33 u, > 0 lo cual implica que p(t)F 0 si

t >0 ., Y como Xy no es oscilatoria entonces xi tam

poco lo es; luego existe T > 0 tal que x2(t)‘4= 0

sit > TO . En estas condiciones se tiene:
AFIRMACION
x2(t) > 0 si t> To' PRUEBA: Supongamos que

x2(t) <0 si t> TO 3 ya que

t 1 t
J xi(s)d¢(s) += J a12(s)w(s)x2(s)ds (*®)

to 2 to

tenemos que §3 es creciente en «, (en fTO, ®@)), en

consecuencia se tienen las dos posibilidades siguientes
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i) 53(t) <0 si t> T

i o’

ii) Existe T, > T_ tal que §3(t) >0 si t> T

1 - - 1
Caso (1)
Ya que xé = %'W ay3 X4 * a,, §3 entonces x% <.0
. en ETO , ®) vy podemos asumir que xz(To) = -1 de modo
que xz(t) £-1 si t>T .yasf xj<- a,, en
ETO » ®). Si j: aiz(s)ds = - ®» entonces xi(t) +-o

(t + ») contradiciendo el hecho que X, era positiva.

1

o
Supongamos entonces que I a12(s)ds < + », Ya que
o

t
] - 1 -
3] < a;, se obtiene 0 < xl(t)i Xi(T) I' a12(s)ds

t
. De aquf x,(1)> a,,(s)ds cualquiera
1 T 12

1 > > T
si t>T1> o

sea t >t ( 1 >T)), en consecuencia x,(1)> J a ,(s)ds
T

y de (*) obtenemos

N[~

t @
x (1) > % (T ) + J ( Js a,,(u)du) de(s)

T
o

lo cual implica que 53(t) + + o sit+ oy contradice

el hecho que x era negativa. Esta contradiccién dice

3
que (i) no puede ser cierta.
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Caso (ii)
Ya que x,(t) > 0 (t >T,) podemos asumir x,(T,) =1

y como estamos asumiendo X, <0 (y < 0) se sigue de

t
(®) 9ue 53(t) > 1+ % JTi xi(s)dO(s) 3 pero x, es

decreciente en [T , ®) y de aquf
.t t .
I'ri 2,(8)d8(s) 2 x (1) jTlcms) = x (0 [ ecor-ecT) ],

en consecuencia, para t > T,

' o1 -
Xy (1) = 3 W(E) a,,(8) x (1) + a,,(1) X,(1) >

1 1 ]
L 9(8) ay, () %, (1) + 2, (0 [1+3x () (at) - oc1))

1
a,,(t) + 5 a, (1) x, (1) [b(t) + o(t) - O(Ti)] » Dero

por (d) existe T, > T, tal que Pit) + o(t) - O(Ti) >0

. ' - ,
sit > T, ; de aquf X, () > a,,(t) 'sit> T, 1lo

cual implifica que x2(t) + o (t+ ) y contradice el

hecho que X, era negativa. Esta contradiccién da fin
a la prueba de la afirmacién.

Podemos asumir ahora que x2(t) >0sit>0,y como

Xy > 0 (t > 0) podemos asumir que x,(t) > 1 si t >0,
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(x1 = a;, X, > 0). Por otra parte (ver prueba de la

proposicién I.4) se tiene

t

Fy(t) = Fy(0) < - J x, ()% aecs) (t > 0)

o

y como Fy > 0 (XEHW CS, 3 X % 0) entonces

.

t :
I x,(8)%d 8(s) < Fu(0). De aqui
70

t t
®(t) - ¢(0) = J de(s) < I xi(s)de(s) < Fp(0), lo
o o

cual dice que ¢ es acotada. Pero ¢(t) > p(t) + &(t)

y en consecuencia ®(t) + + » ; esta contradiccién da

fin a la demostracién.

CONJETURA

Supongamos que se tiene la hipbtesis (di)' Para cada

T> 0 existe to = to(T) > 0 tal que
v(t) + &(t) - &(T) > 0si t > 0. Y pongamos

0(») = 1lim (1) (-w < d (®) <+w), Si &(») = =, entonces
t >

la hipStesis (dl) equivale a la hipbtesis (d) del teorema

I.2. Supongamos entonces que se tiene la hip8tesis

(d) ¥(=) < + = y jo a,,(8) [#(=)- 8(s)] ds = + e,
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Nuestra conjetura es que el Teorema I.2. permanece vé
lido si la hipStesis (d) es reemplazado por'las hipé-
tesis (dl) y (dz) . De hecho, la conjetura es v8li-

da en el caso a = ag, = 0 (como puede verificar el

21
lector). Nbtese también que en la prueba de la afir-

macién del Teorema I.2. realmente se usé la hipbtesis

(dl) en vez de la hipbtesis (d).

PROPIEDADES OSCILATORIAS DE LA ECUACION

CUASIDIFERENCIAL AUTO-ADJUNTA DE ORDEN CUATRO

En esta segunda parte estudiaremos algunas propiedades
oscilatorias del operador

1 1 1 ! 1
Lly] = {= [53(59' ) - aspy ] - =4,

(1)

1 LN
—p-q[(;y) -py )+ dyy

donde d,, d,, d3, p, r: [ 0, ») » R son funciones con-

tinuas con d3(t) >0, r(t) >0 (t > 0). Si r = 1

y p =0 el operado L se reduce a

t

Tt ]
L [y] = (i y'') - (d, y) +d; yel cual ha sido es-

1

2

-

tudiado extensamente =n 137,



23.

El estudio del operador L[y] serd realizado a través

del sistema lineal siguiente

2

! -

Xp T PXy T dg X4
(2) .

! = +
X4 d2 X, rox,

t = — +
X, dlx1 P x3

La relacién entre el operador L[y] de (1) y (2) es que

la correspondencia (x Xgs xu) > %Xy establece un

12 X
isomorfismo entre el espacio de soluciones de (2) y el

conjunto de soluciones de L[y]z 0. N&tese que la forma
matricial (2) de L[y] dice que Ly] es auto-adjunto en

el sentido de [1]

En lo que sigue S denotari el espacio de soluciones de
(2); 1los elementos de S seran denotados con letras mayQs
culas X, Y etc, y las coordenadas de dichos elementos

por las letras minlisculas correspondientes:
X = (Xi’ Xy Xgs xu), Y= (yi, Yps Ygo yu) etc. Un elemen

to no trivial X de S se diréd oscilatorio si X4 es oscila-

toria. El conjunto de los elementos, oscilatorios de S

serd denotado 0.
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EL PRODUCTO DE LAGRANGE

Dados a= (a1, a,., a_, au), b=(b1, b., b

2 3 s bu) R

2 3

. . o = - + - . .
definimos [a;b] ab,-ab, +ab, -ab ;lacanti

dad_[h;b] seri llamada el producto de Lagrange de a con

b y es claro que la correspondencia Rux Ru + R; (a,b)~
+ [a;b] es bilineal antisimétrica no degenerada.
Six;yY: [o, = » R definimos una nueva funcibén

[x 5 Y] : [0, « - R, [X; ¥Y](t) = [X(t); Y(t)]. Ademds

para cada X € S pondremos

P(X) = {(YE€S : [Xx ;Y] =01

PROPOSICION II, 1.

(a) Si X, Y € S entonces [X ; Y] es constante.

(b) La aplicacién SxS + R; (X,Y) + [X;Y] es bilineal
antisimétrica no degenerada.

(¢c) Si X€S, X &+ 0 entonces P(X) es un hiperplano
de S,

(&) P(X)) EjP(XZ) si y sélo si X X, €S son lineal-

mente dependientes.

DEMOSTRACION

Trivial. (ver proposicién I.3. y corolario 1.2.)



25.

Dadas X, Y, Z € S definimos

wijk(X,Y,Z)= X. y. zZ, 1<i<j<k<h,

PROPOSICION IT.2.

a) W(X,Y¥,Z)= (w ), con

123 Y1042 Yi3y2 Yogy

wijk = wijk(x’ Y, Z), es una solucién de (2) cualquiera
sean X,Y,Z € S. (Es por ello, precisamente, qQue L

se dice auto-adjunto).

b) Dada U&€S, U=+ 0 vy X,Y, Z €&P(U), entonces existe

A € R tal que W(X,Y,Z) = A. U.

DEMOSTRACION

a) C&lculo directo
b) Se sigue de la identidad [W(X,Y,Z) ; U] = det(X,Y,Z,U)

razonando como en el corolario I1.2.

§2) L - PLANOS REGULARES

Dadas X,Y, € S definimos
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w..(X,Y) = si 1<i<j< 4
ij Sl Bl

Nétese que [X;Y] = w,  (X,Y) - w, . (X,¥)

DEFINICION IT.1.

Diremos que un subespacio H de S de dimensién 2 es un

plano regular en [T, ») (algin T > 0) si existen

U, V € H tales que w12(U,V)(t)#= 0 (t>T) (En este caso
Wy, (X,¥)(t) = 0 (£ >T) siX, Y,€H son linealmente
independientes).

Diremos que H es un L-plano si [X;Y] = 0 cualesquiera

sean X, Y, €H.

PROPOSICION II.3.

Si S contiene un plano regular H estonces H A = @ §

Hco U{o}.

DEMOSTRACION.

Sean T > 0 y U, V€ H tales que w12(t)= w12(U,V)(t)4= 0

si t > T. Pongamos wij = wij(X,Y) (1< i< j< 4) y sea

X € Hy ya que w123(U,V,X) = w12u(U’V’X) = 0 entonces
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w W
X3 © T w23 % * w13 %2
12 12
(en t > T)
w )
24 1y
X, = - —/™ X + —— X
4 Wio 1 Wi, 2

v -
Xl = r X2
Y W
23 13
x' = (p - d __.) bYe + d —_x
2 3 Wi 1 3 Wqo 2

y el resto de la prueba prosigue como en la proposicién

I.1.

PROPOSICION II.u,

Si H es un L-plano regular de S (en [T, ®)) y si HNO=@
entonces el operado L[y] es disconjugado en [to,w)

para alg@n t, > T. Es decir, para cada X €S, X = 0

se tiene que x, posee a lo sumo tres ceros en [T, «).

1

En particular © = @

DEMOSTRACION

Sean U, V € H tales que w12(U, V(t) =0 (t >T)

Ya que [U;V] = 0 tenemos que U, V € P(U). Elijamos

X € P(U) de modo que U,V,X sea una base de P(U) ,
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entonces podemos suponer que W(U,V,X) = X (A = 1 en
la proposicién II.2.) Ya que HMO= # tenemos que uy
no es oscilatoria; en consecuencia existe to > T tal
que u, (t) F 0 sit > t . De aqui u,(t) * 0, w12(U,V)(t)=4=0.

w123(U,V,X)(t) = ul(t)#= 0 si t>t  , lo cual (siguien

do los métodos.de Polya [1&]) muestra que L es discon-

" jugado en [0, =).

COROLARIO II.1.

Si S es una reunién de L-planos regulares Hi (en ET,@)
para algn Ti > 0) entonces ocurre una (y sélo una) de
las siguientes propiedades:

(i) E1 operador L[y] es disconjugado en [to » ®) para

” > .
algin to >0

"
[72]

ii) e VU {0}

El objetivo principal de este trabajo es encontrar con-

diciones enlas coeficientes d1 s d2 para que S sea una

reunidén de L-planos regulares. (ver §4)).

EL SISTEMA DE WRONSKIANGS

.. Y) = . , - ) .
i (X,Y) X, yj xj Y;

(1 <i<3j<u), definimos

Sean X, Y € S, wij =W
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X*Y = (w )

122 Y132 Wy Wogs Wous Way

Un pequefio cidlculo muestra que X * Y es solucidn del

"sistema lineal de Wronskianos" siguiente:

w = d, w

12 3 Y13 ‘
' = +

“i3 dy wyg * rlwyy, * wy3)
! = +

Wiy PWyg ¥ TWyy

(3)

| -

Wo3 T PWyg *t TW,,
| -

Wou T dqWyp PGy Fwpg) *odgug,
f -

Way 5 dgWyg td, Wy,

Para abreviar, las soluciones de (3) serén denotadas

por W = (wij) .

Una pregunta que surge naturalmente es saber cuando
una solucién W de (3) es de la forma X * Y en X,YES.

. . _ +
Veremos que esto sucede si y sélo si w12 w3u w13 w2u

+ =
Wiy Wo3 = 0.

Por conveniencias pondremos

6 _ . . .
R~ = {(012’013’01M’C23’C2u’csu) : cij €R, 1< i< j< u}

Si c € R® pondremos c= (Cij)' Dados a, b e R definimos
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un elemento a * b E.RG mediante

(a*b)ij = 1< i< j< b

. b.
a6

6

N6tese que la aplicacién RY X Ru - R" 3 (a,b) +a *b

es bilineal antisimétrica. También definimos una forma

6

" cuadrftica K : R® » R por

K(ec) = Cay Coy + ¢

- C C

€12 13 14

Si W es una solucibdn de (3) definimos K(W)(t) = K(W(t));
es decir K(W) : [0, ©) + R no es otra cosa que la compo

sicién [0, =) LELE 3%

LEMA TI. 1.

Sea C €.R6 entonces K(ec¢) = 0 si y sb6lo si existen a,b € Ru

tales que a*b = c.

DEMOSTRACION

Cllculo elemental.

PREPOSICION II.S.

a) Si W es una solucidn de (3) entonces K(W) es cons-

tante.
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b) Sea W una solucidn de (3) entonces existen X,Y,€S

tales que X®Y = W si y s6lo si K(W) = 0,

DEMOSTRACION

a) Basta verificar que' 4 K(W) 2 0,
- dat

'b) Sea K(W)Z 0 y ¢ = W(0) € R°; por el Lema II.1,

existen a.bCRu tales que a*b z ¢, Sean X,Y,€S
determinadas por X(O) z a, Y(0)z b, Ya que X*Y es una
soluci8n de (3) y (X®Y)(0)= W(0) = c, entonces W=X#Y,
Un c4lculc directo muestra que si X,Y, €S entonces

K(X®Y)s 0 lo cual termina la demostracién.

OBSERVACION II,1,

Sea W = (wij) una solucién de (3) y sea Ic[o, ®) un
intervalo no trivial, Si Wip £ 0 enI y K(W)=0 es
f&cil comprobar que W £ 0 en I y en consecuencia W 2 0
en [0, =), En particular dos elementos X,Y, € S son
linealmente dependientes si y sélo gi wiz(x.Y)E 0 en

alg@n intervalo no trivial I de [0, =),

DESCOMPOSICION EN L-PLANOS,

En esta seccidn mostraremos el siguiente resultado,
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TEOREMA I1.1.

Si di(t) >0 vy d2(t) > 0 (t > 0) entonces el espacio

S de soluciones de (2) es una reunibn H, de L-planos

regu}ares (en ETi » ®») , algfin T, > 0).

La demostraci8n del Teorema II.1., ser8f dada a través
.de una serie de resultados intermedios. Entre tanto,

en 1o que resta, supondremos que d’(t)> 0, d2(t) >0

(t > 0). También, para facilitar el enunciado de nues

tros préximos resultados introducimos la siguiente no

tacién:
6 -
CP s {c €R: ¢y, 0, 013<0, Cqy* Cpyo Chy < 0, Cqy> 0}
- 60 -
cp = {c €R7: cyp> 0, c4330, cgy= cpgs Cp> 0, cy,> 0}

PROPOSICION II.b6,

Sea W = (wij) una solucién de (3) con K(W) = 0.

Si W(to) € Cp para algin t,> 0 entonces Wit)e CP si

tef0, t ).

DEMOSTRACION

Ya que w23(t0), entonces Wy W



33.

Wa, * Wiy, & % W,5 W, , entonces K(W)z £ - g= 0

AFIRMACION

f(t) >0 sitefo, to]. En efecto; sabemos que f(to)>0;
supongamos entonces que existe O < t1 < to tal que

£(t,) =0 y £(£) >0 sit, <t<t. Yaqueg(t) = £(t)

1
y w13(to) < 0, entonces w13(t) < 0, wzu(t) <0 si
t, <t <t yde (3) se sigue que wgu(t) <0 si
- 2

<ttt . Por otro lado w12(t1) w3u(t1) = -wiu(tl) <0
y en consecuencia w, (t;) <0 6 w,,(t;) < 0. Pero

1 . . .
w 3u(t) < 0 en tictf.ﬁg impide wsu(tl) < 0 (porque si no
wau(to) < 0),
Supongamos entonces que w12(t1) < 0 ; utilizando el teore

ma del valor medio y la identidad W, = d, w deducimos

12 3 13
la existencia de algfin ty)s tg < t, <t tal que

w13(t2) > 0; ésta contradiccibdn prueba la afirmacidn.

Ya que £ > 0 en [0, to], entonces g > 0 en [0, to] y

de aquf w,, < 0, w,, < 0 en [0, t]. En particular
1
Wy, <0 en [0, t ]y asf wy,(t) >0 en [0, t.]
U B e
(w3u(t0)> 0) También Wiy = d3 Wyg < 0 1lo cual implica

wi,(t) > 0 en [0, t] v da fin a la demostracién.
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COROLARIQ TIT.2.

Existe una solucidn no trivial de (3) tal que K(W)= 0
y W(t) € EP si t > 0; donde Ep es la clausura de

C en Rs.

p

DEMOSTRACION

'Elijamos una base {N; : 1 < i < 6} da soluciones de (3).
Es ficil verificar que para cada entero n > 1 existen

1
. 2
escalares {A; : 1 < i < 6} tales queiz6 ANy =1y

6
W =Y A, N. satisface K(W. ) =0 y W (n) €C_. Por
L i n n p

n .z, "in
compacidad podemos suponer que Ani —> Ai n —>
6
(1 <1< 6) para ciertos A, €R., Si W =§ A.N.
-7 - i j24 14

es f8cil comprobar que W posee las propiedades requeridas.

PROPOSICION II.7.

Sea W == 0 una solucién de (3) tal que K(W) = 0 vy

w(t) 6.5b para t > 0 entonces W(t) €LCP (t > 0).

DEMOSTRACION
Sabemos que Wig 2 0, W, 3 < 0, Wy w23, Woy < 0, Wy > 03
en particular Wiy = d3 w13 < 0, ¥y s1 existe to tal que
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w12(to) = 0 entonces w12(t) < 0ent>t . Deaquf

Wi, = 0 en [to sy ®), lo que junto con K(W) = 0 nos

lleva a W = 0 (ver observacibén II.1.) Hemos probado
de esta manera que w,, > 0 en [0, =.

Supohgamos ahora que existe t, 2 0 tal que w3u(to) = 0;

]
= +
ya que w,, d1 W3 d2 You < 0, entonces wsu(t) < 0

en t > to Yy en consecuencla Way Z0ent> to. De
[} - . . =
aquf Woy =0 (en t > to) lo cual implica w3 20
(en t > t_ porque dy >0, d, <0 yw,, <0). De K(W)=0

2 _ - = =
obtenemos Wiy =0 (w1u z w23) y asf Wiy 5 W,g E 0 (en

t> t). Asiw,, =0 (t > t) lo cual nos lleva a
- o 14 - 0
]
= = = +
que w,, = 0 (t > to) pero de 0 Yoy d, W,
+ p(w1u + w23) + d3 Way Y d1 > 0 obtenemos LIP =0

en [to’ w), Esta contradiccidn muestra que w3l+ >0 en
[0, =).

. - 2
Finalmente Wig Wy T Wy, Way + Wiy, > 0 en [p, ®) y la

prueba se sigue ripidamente,

COROLARIO II.3.

S contiene un L-plano regular H (en [0, ®)) generado
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por dos elementos, X, Y € S tales que X(t) * Y(t) CCP

(t > 0).

DEMOSTRACION

Del corolario II.2. y la proposicién II.7. tenemos la
existencia de una solucién W de (3) tal que K(W) = 0

'y W(t)GZCp (t > 0); en particular Wiy T Woae Por la

proposicién II.5. Existen U, V €S tales que U*V=W,
en particular [U; V] = wiu(U, V) - w23(U, V) = Wiy w23=0.
Sea H el plano de S generado por Uy V entonces H es

regular en [0, ©») porque w12(U,V)(t) =w, ,(t) >0 en
[0, »); ademis H es un L-plano porque [U;V] = 0 y U,V
son linealmente independientes (U # V == 0). Esto termi
na la demostracién.

En lo que sigue haremos uso de la funcidn cuadrética

4 . ) .
V: R —> R definida por V(a) = a; a, - a, azsi

a s (ai, a, > ass au). Para cada X € S, definimos
Vy [0, ») —> R, mediante Vy (t) = V(X(t)). También

tendremos necesidad de los siguientes conjuntos

S

{x€s: v, (t) > 0 si t>01)

(2]
1]

{(Xes: VX(tO) <0 para algin to >0}
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Yaque S = S, U S_ bastard mostrar (para probar el teo

rema II.1.) que S, y S_ son ambos reunién de L-planos
regulares. Ese es nuestro pr&iimo objetivo. Entre tan

to notamos que si X € S entonces

3
. d . 2
Vx(t) i Vx(t) z -i);_i di(t) xi(t)

'y en consecuencia Ve es estrictamente decreciente si

X = 0.

LEMA II.2.

Sea a €R.
i) Si V(a) > 0 entonces existe b € Ru tal que a * b¢Cp

b) Si V(a) < 0 entonces existe béRu tal que a * b €Cy

DEMOSTRACION

C&lculo elemental.

PROPOSICION TI.8.

Sean X, Y, € S tales que (X*Y)(t) € Cp (t > 0) y sea
H el L-plano regular de S generado por X,Y, entonces

HES, .

DEMOSTRACION

Pongamos Wis T Wi (X,Y) ; dado Z € H tenemos (ver prue

ba de preposicién II.3.)
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W W ﬁ W .
T T P T
Y12 ¥12 Y12 ¢ ¥
2 s _ - 2
de aqui es ficil comprobar que - Wep Woy VZ = (w2u 4 " Wy 2) +
P, Wy zg y la demostracién se sigue ré?idamente.

PROPOSICION II.9.

S, es una reunibén de L-planos regulares en [0, =).

DEMOSTRACION

Del Corolario II.3. y la proposicién II.8. se sigue que

S, contiene un L-plano regular en [0, )., Sea X& S,

queremos mostrar que existe un L-plano regular (en [b, ®))

de S qQue contiene a X, y como S+ contiene un L-plano

+

regular podemos asumir que X F 0. -

Ya que Vx(t) >0 (t > O); eﬁionéés'para ééda entefo n>1
existe bne rRY tal que X(n) = b € Cp (Lema II.2.) Sea
I%Ie.s determinada por la condicidn Un(n) = bn’ entonces
(X * Un) (t) é-Cp §1 o0-< 't < n (ver proposicién"II.G.)
Elijamos An’ w, € R de manera que el elemento Yn € S

definido por Y =X X + ¥ n U

n n n

verifique las siguientes condiciones:

e,
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I Yn(O) Il = 13 <Y (0), X(0)> = 0. (n> 1) donde <a , b>
denota el producto escalar usual de a, b c,Ru y
[|a||2 : <a,a (aeRY).

Claramente se tiene X(t) # Yn(t) € Cp si 0 <t <nj

adem&s por un argumento de compacidad podemos suponer que

existe Y € S tal que Yn(t) + Y(t) (t > 0); de aquf

X(t) ® Y(t) € Gp y X ® Y % 0 porque X, Y son lineal-

mente independientes ( || Y(0)]|]| = 1; <X(0), Y(0)>= 0),

De la proposicién II.7. se sigue que X(t) # Y(t) £Cp

(t > 0) y si H es el L-plano regular generado por X, Y
se tiene X € H €S, (ver proposicién II.8.) lo cual

termina la demostracién.

PROPOSICION IT.10.

Sean X, Y, € S tales que X(to) #Y(t)) € Cp para algflin

t > 0 entonces X(t) * Y(t) € C_. (t > t)
o - F - 0
DEMOSTRACION

Anfiloga a 1I.56,

La siguiente proposiciZn completari la prueba del Teorema
IT.1.
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PROPOSICION IT.11.

S_ es una reunién de L-planos regulares H; (en ETi s @)

para algfln T, > 0).

DEMOSTRACTION, AFTRMACION 1

.Sean X, Y, € S tales que X(t) & Y(t) €C_ si t > to

F
entonces HC S_ . En efecto; pongamos wij= wij (X,Y)
. - _ _ 2
Si 2 € H sabemos que V, Wige Woy = (wzu 4 " Yy 2) -
- Wi Way Z g y la afirmacibén se sigue répidamente.

ATIRMACION 2

S_ contiene un L-plano regular en [ 0, @), En efecto

sean a, b CRU' tales que a * beCF y sean X, Y €5

determinadas por X(0) = a, Y(0) = b. La afirmacidén 2
se sigue ahora de la proposicién II.10 y la afirmacién 1.

Sea X € S_ , si X = 0 sabemos por la afirmacibén 2 que
existe un L-plano regular HCS_ , asi que X € H € S_,
Supongamos ahora que X == 0 entonces existe T > 0 tal

que VX(T) < 0 y por el Lema II.2., sabemos que existe

b e R' tal que X(t) * b € Cp

Sea Y € S determinada por la condicién Y(T) = b y sea
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H el L-plano regular (en [ T, =»)) de S generado por
X, ¥Y,. Entonces X €H < S_ (H<CS_ por la afirmacidn

1), lo cual termina la demostracidn.

NOTA.

Todos los resultados obtenidos en esta {ltima seccidn

permanecen vilidos si d; > 0y dq $# 0 en todo inter

valo no trivial I<[ 0, =) ,
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1877.
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MARIC MILMAM

.J. MARKANDA
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"EMBEDDINGS OF T(p,q) SPACES AND
ORLICZ SPACFS WITH MIXED NORMS™
1977.
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"CONSTUNCTIONS MHD APLICATIONS
OF RIGID SPACES IITIT 1978,
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"ON PERFECT IMNGES OF ORDIMRLS"
1978,
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AND EXTRIMELY LEFT AMFNABLE SE-
MIGROUPS® 1978,

“APLICLTION 2AMD CONSTRUCTION OF
RICID SILCRES YI™ 1978,

THEREDITARILY LOCALLY COMPrCT
SEPARZBLE SCACEE" 1978,

“SOME NFW FUNCTION SPLCES AND
THEIR TrOsanR Prongers® 1978,

ASOLUCIONNES PRIINDICAS PAVWL LA
BCCACIONM _— .

X + Bx + Pixlx = £{t} % Rfw
1878,

*LOCT1, COMPROCTMESS M SIMPLE
EVTENSIONS OF DISCITTE SPACES
197¢. ' '

"NRGULAD GENERAL COMTACT MANI-~
FOLDS. 1978.

"N GENFIALIZED SPECTTAL MAPPING
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T.V. PANCHAPAGESAN
SHIVAPPA VEERARPDPR PALIFD

H. HEKELICH

ANTONIO TINES 3.

GLORIA SANCHEZ

M. FAJAGOPALAN
JORGE VIELMA

MARKANDA ET VICTOR
ALBIS~-GONZALEZ

C. QUIJADA

ANTONIO TINEO

INTOMIO TINEC

ANTONIO TINEO

"UNIFCOR ALGFIRAS AMND SCATTERED

SPACES. 1874,

iﬁ%ﬁh ;. 1338.

FSPACIOS CRRCANGS. 1978
“PROREMAS DE INVERSION GLOBAL
Y RPLICACIONES A LA EXISTENCIA
DF SOLUCTOMES 2n~PEPIONICAS DE
LA FCUACION

L o
s (m) ‘F‘(xz,.w.,x(m Yhox pieys

= P{t + 2w}, 19792,

"UN TEQREMA DE CONJUGACION GLO-
DAL Y SUS APLICACICNES LOCALES
1678,

“E0BRE LA NO FRISTENCIN DE ESPA-
CIOE SFCUEBCINLES COMPACTOS ¥
HAUSDORFF NOUE POSEAN UNMA COPIA DE
S. . 1879,

N

"ALGORITHME FUCLIDIEN DANS AGBRES
MITHMETIQUEE PRINCIPALES. 1979,

"HIPERBOLICIDIDR ENM ESPACIOS LIPSCHITZS
1979, '
YGRAFICOS Y VARIEDADES INWARIENTES

DE UN HOMEUMORFISMG.

"ESPECTTO F HIPEEBOLICIDAD NO LI~
NEZALES. 1979.

TPROFPIEDADES OSCILATORIAS DF TAS ECURA~
CIORES CURSIDIFEPERCIALES LINEALES (A)

DF TERCER CRUEN (B} Aﬂﬁﬁ&ﬂiﬂU!ﬁiﬂﬁﬁﬁﬁ
ORLEN.



Wy

oA

o

PO

' NOTAS DE MATEMATICA es una coleccién destinada principalmente a reunix los trabajos
de investigacién, tesis, tesis de grado, notas de curso, conferencias, seminarios, realizados en el
Departamento de Matemética de la Universidad de Los Andes. ‘

Esta publicacién no tendr& caricter periédico, Los fasciculos ~—cada uno de los cuales conten-

dré en general un sblo trabajo— serén numerados en forma continuada.

Las Universidades, Academias, Sociedades Cientificas y los Editores de Revigtas de Matemaé-
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Universidad de Los Andes.
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MERIDA - VENEZUELA
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thématiques.

Cette publication n’aura pas un caractére périodique. Les fascicules chacun desquels aura
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PUBLICACIONES




UNIVERSIDAD DE LOS ANDES
FACULTAD DE CIENCIAS

r

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
" MERIDA-VENEZUELA

1979



