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Mas sobre el modulo de convexidad de un cuerpo radicado

Luisa Sanchez de R

Abstract

Este trabajo pretende ser una continuacion del estudio, de Zanco y Zucci [13], sobre el
moédulo de convexidad de un cuerpo radicado. Respondemos las interrogantes planteadas en
dicho articulo y damos otras propiedades de esta funcion.

1 Introducciéon

En todo el trabajo consideraremos X un espacio de Banach, dimX > 2, con Bx y Sx la bola

y la esfera unitaria respectivamente.

Comencemos recordando las definiciones del bastante conocido médulo de Clarkson y el mo-

dulo de Gurariy, asi como caracterizaciones de ciertos espacios por dichos modulos.

El mddulo de converidad de Clarkson de X es la funcion dx : [0,2] — [0,1] definido por

Tr+y

&@:ﬂﬁ%—

H:a:,yESX H:c—y||:£} (1.1)

La desigualdad dx () > 0sie > 0 caracteriza los espacios uniformemente convexos, y 6x(2) =
1 caracteriza a los espacios estrictamente converos. Para las propiedades investigadas de este

modulo remitimos a [3],[4], [10] y [12], entre una amplia bibliografia al respecto.
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El médulo de convezidad de Gurariy de X, es la funcién Bx : [0,2] — [0,1] definido por:

Bx(e) = inf{l —tei%fl] |te+ (1 —t)y|:z,y € Sx,||z—y = e} (1.2)

De la misma manera que para el modulo de Clarkson, tenemos que la desigualdad Sx () > 0
si € > 0 caracteriza los espacios uniformemente converos, y Bx(2) = 1 a los espacios estricta-
mente converos. Referimos solo a [7], [8] ¥ [11] (las tnicas que conocemos) para las propiedades

investigadas de este modulo.

Ademas, en la bibliografia citada se prueba que en las definiciones (1.1) y (1.2) se puede

cambiar Sy por Bx y ||z —y|| =€ por ||z —y|| > €.

En [7] se da la relacion:

dx(e) < Bx(e) < 20x(e)

de la cual se tiene que el coeficiente de convexidad para ambos modulos coincide:

g0 =sup{e: dx(e) =0} =sup{e: Bx(e) =0}.
De lo expuesto arriba es inmediata la caracterizacion:

go = 0 & Xes uniformemente convexo

A continuacion narramos, de manera breve, lo hecho por Zanco y Zucci en [13].
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Sea X un espacio de Banach, un cuerpo K en X es un subconjunto acotado, cerrado, convexo
con interior no vacio y denotamos su frontera por 0K . Un cuerpo radicado en X es un par (K,r),

donde K es un cuerpo y r € intK.

En el trabajo citado los autores extienden la definicién de médulo de Gurariy, de la bola a un
cuerpo radicado en el espacio X. Para este fin es esencial el concepto de funcional de Minkowski.
Recordamos que si K es un cuerpo en X con 0 € intK, el funcional de Minkowski de K es la

funcion subaditiva, homogenea, 1-positiva qx : X — R definida por

gr () = inf{a > 0; z € aK}

Las siguientes definiciones son basicas para el desarrollo que sigue.

El M-didmetro de un cuerpo radicado (K,r) es el nimero positivo

dy (K, r) = sup{gx—r(z —y) : 2,y € K —r}

Un par {z,y} de puntos de (K,r) se dicen M-diametrales si:

dM(K,T') = maX{QK—r(x - y): QK—r(y - :B)}

y {x,y} es un par antipodal para (K,r) sir € (z,y).

Como estas definiciones son invariantes bajo translaciones, de aqui en adelante sera frecuente

considerar el cuerpo radicado en cero (K — r,0) en lugar de (K,7).
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Cuando nos referimos a un cuerpo radicado (K,r), y no haya confusion posible, escribiremos

qy dyr en lugar de qx— y dpr (K, ).

En este contexto, los autores prueban que si (K, 0) es un cuerpo radicado en cero en el espacio

de Banach X, entonces dy; > 2 y:

dy =2 & K es simétricamente centrado respecto a cero.

Con esta base los autores definen:

El mddulo de converidad del cuerpo radicado (K,r) en el espacio de Banach X es la funcion

s Agry(€) 1 [0,dpr] — [0, 1] definido para e € [0,dns) ([0, dps] si dimX = 2) por:

A(K,r)(g) = inf{l _tEi[Iolfl‘] QK—T(tm + (1 - t)y) rr,y € K —y QK—r(x —y) = 5}' (13)

Si dimX > 2, definimos:
Ay (dy) = inf{Ag, (dy KF) : F subespacio bidimensional de X},

donde si F' es un subespacio bidimensional de X, entonces Kp = (K —r) () F,0) es un cuerpo

radicado en cero en F'.

Cuando no haya confusion posible, simplificaremos la notacion del cuerpo radicado (K, 0) por

K y A(K70) por AK

Por otro lado, si (K,0) = K (cuerpo radicado en cero) es simétricamente centrado con respecto
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al origen, el moédulo de convexidad de K coincide con el médulo de Gurariy, (1.2), del espacio X

renormado con bola unitaria K.

También:

El coeficiente de convezidad del cuerpo radicado (K,r) es el nimero en [0,dps] definido por

0 cuando

E(()K,T) = sup{e € [0,dn) : Ag,)(e) = 0}. De nuevo, simplificaremos la notacion a e
no haya confusion posible. Geométricamente € es el tamafo del mayor segmento rectilineo de la

frontera del cuerpo.

En este articulo los autores comentan que para cualquier cuerpo (K, r) en el espacio de Banach
X se tiene A(g,y(0) = 0 asi como también la monotonfa creciente de A g,y en [0,dps) (sobre

[0, dps] si dimX = 2) demostrando lo siguiente:

Proposition 1.1 Sea X un espacio de Banach.

1. Si (K,r) es un cuerpo radicado en X, para € € [0,dpr) ([0, dps] si dimX = 2) tenemos:

A(gry(€) = inf{l — teif(l)fl]QK_r(tw +(1—-t)y): z,ye K —r, qgx—r(z—y) =¢}

2. Si (K,0) = K es un cuerpo radicado en cero en X, entonces A es continua en el intervalo
[0,), donde o = inf{dpr(v) : v € X —{0}} y dyp(v) =sup{g(zr —y): z,y e K, v —y=

v para algin X € R}

8. Un cuerpo K es estrictamente convero si y solo si  inf{A ) (dy(K,r)):r € int K} =1

(geométricamente dice que OK no contiene segmentos rectilineos). De lo cual se infiere: Si
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K es estrictamente convero, para cualquier v € intK el mddulo A ) es no-decreciente en

0, das].

4. Un cuerpo K es unif. convexro <= 8(()K r = 0 para cualquier r € intK.

El siguiente ejemplo sera de utilidad en nuestro trabajo.

Ejemplo 1.1 ( [13] ) Para a > 0, consideremos en R la norma

1
(1, 22, 23)||a = {(max(|z1], |z2]))® + a®23}2  (21,22,23) € R

Sea B la bola unitaria relativa a ||.||q y sea

J+ = {(:cl,xg,:rg) c §R3 txy > O} J = {(.771,:172,.’133) (S §R3 txy < 0}

1
Sea K1 = (BiNJT)U (B NJ™) y consideremos (K1,0) = K.
Es facil ver que: dpy; = 3 se alcanza tinicamente para {(0,0,—2),(0,0,1)}, € =2 (asi K no

es estrictamente convero) y

2 Otras propiedades de Ag

Con la intencion de continuar el trabajo de [13|, empezamos por dar la definicion del modulo
de convexidad de un cuerpo radicado en una version mas sencilla que la ofrecida por los autores

citados.
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Definition 2.1 El mddulo de convexidad del cuerpo radicado (K,r) en el espacio de Banach X

es la funcion : A (€) : [0,dp] = [0,1] definido para € € [0,dnr) ([0,dnr] si dimX = 2) por:
Ak (€) = inf{l _tei[f)l,fu ax—r(tz+ (1 —t)y):z,y € I(K —r),qx—(z —y) =€} (2.1)
St dimX > 2, definimos:
Ay (dy) = inf{Ag, (dy KF) : F subespacio bidimensional de X},

donde si F' es un subespacio bidimensional de X, entonces Kp = ((K —r) () F,0) es un cuerpo

radicado en cero en F'.

Antes de comenzar la exposicion de otras propiedades de este modulo, queremos comentar
que por la naturaleza bidimensional de la definiciéon (2.1) cuando € € [0,dys) (¢ € [0,dp] si
dimX = 2) en muchas pruebas de los resultados que siguen supondremos que X es un espacio
normado de dimension finita, lo cual es suficiente para que los resultados sean ciertos en espacios

de dimension infinita.

Ademas, sera de uso frecuente la notaciéon

— inf q(tz+(1—t
m(z,y) téfé,qu” ),

donde g es el funcional de Minkowski asociado al cuerpo radicado (K —r,0) en consideracion.

Note 2.1 Si (K,r) es un cuerpo radicado en el espacio de Banach X y ¢ € [0,das) ([0, dps] si

dimX = 2), entonces para A, de (2.1) tenemos:

Ak (g) = inf{l _tei[lolfi} gtz + (1 —t)y):z,ye K —r, qx—(x—y)=c}.

De lo anterior se infiere que A, (€) es no-decreciente para e € [0,dyr) ([0, dp] si dimX = 2),

lo cual no se puede mejorar como veremos més adelante.




8 Luisa Sanchez de R

Realmente, tenemos de manera mas general que en la definicion (2.1) se puede cambiar
O(K —r)por K —ryqx—r(z —y)=c por qx—(z —y) > €, teniendo en particular que nuestra

definicion (2.1) coincide con (1.3), y asi con I de la proposicion 1.1.

Las pruebas de las afirmaciones anteriores siguen practicamente de cambiar la norma por el

funcional de Minkowski de K — r en las proposiciones 2.1, 2.2 y 2.3 de [11].

Con respecto a la continuidad de Ak (), donde K = (K, 0) es un cuerpo radicado en cero en
el espacio de Banach X, mejoramos la 2 de la proposicién 1.1. Antes presentamos un resultado,
clave en la argumentacion a seguir, que es una extension del lema 1 de Gurariy [6] y su prueba

muy similar, por eso la omitimos.

Lema 2.1 Si X = R2? y (K,0) = K un cuerpo radicado en X. Sean z,y € K, OA=1z, OB =y
y la recta A'B’ paralela a AB y toca OK en el punto C'. Si C es el punto de interseccion de los

segmentos OC" y AB, entonces:

= inf q(tz+ (1—t)y) = q(OC) =
m(z,y) tel%,l]q(x+( )y) = q(OC) el

S
Q

Si K es estrictamente convero (0K no contiene segmentos rectilineos), entonces C' es tnico y

asi es C.

Siguiendo las ideas de Goebel [5] empezaremos definiendo el siguiente conjunto:

Siu,ve K, sea:

N(u,v) = {(z,y); z,y € K, * —y = A, T = yv para A,y > 0},
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donde T =tz + (1 —t)y paraalgin t € [0,1] es tal que

m(z,y) = teiféﬂ] (tz + (1 —t)y) = q(T).

Ahora para cada 0 < e < dpu (0 < e < dpusi dyu < dpy o dimX = 2) y u,v € K tal que

N(u,v) # 0, sea la funcion:

Ak (u,v,e) =inf {1 —m(x,y); (z,y) € N(u,v), qlx —y)>¢c}. (2.2)

Theorem 2.1 La funcion Ak (u,v,e) de la definicion (2.2) es convera y

Ag(e) =inf{ Ag(u,v,e), w,ve K} Veel0,dy) ([0,dy] sidimX =2)

Demostracion: Sean u,v € K fijos tales que (z1,y1), (z2,y2) € N(u,v) con q(z1 —y1) > €1y

q(ze — y2) > 2 y €1 < £2. Consideremos
1 1
T3 = 5(151 +x2) ¥V ys= 5(?41 +42),
entonces x3, y3 € K y como x1 — Y1 = Mu 'y T3 — y2 = Aqu, tenemos:
1 1 1
23 —ys3 = 5 (@1 +22) — (Y1 +12)) = 5 (21 —y1) + (22 = 42)) = S (A + Ao)u = .

El vector Z3 tal que m(z3,y3) = q(T3) esta alineado con 1 y Ta por el lema 2.1, donde m(x1,y1) =

q(T1) y m(z2,y2) = q(T2), luego por la eleccion de z3, ys:

1
T3 = 5(?1 —ng) =y, (2.3)

con lo cual (z3,y3) € N(u,v).
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Por otro lado:

(e1 +¢&9)

N

(q(z1 — 1) + q(z2 — y2)) >

N =

q(z3 —y3) =
asi €1 < %(81 +e9) <eg
De (2.3) y la definicion de x3 y y3 es inmediato que:

m(ws,45) = a(Ts) = 5 (a(T) + a(F2)) = 5 (n(ar, 31) + (a2, 32)

y asi:

L mlas,s) = 5 (1= mea,m) + 5 (1 mla, ).

N =

lo cual es igual a:
1
{1 -m(z,y); (2,y) € N(w,v), qlz—y)=> 5(61 +E2)} )
1
0 5 {1-m(z,y); (z,y9) € N(u,v), q(z—y)>e1}+

S-m@y) (o) € Nwo), alw—y) > ),

luego, tomando infimo se tiene:
1 1 1
AK(U” v, 5(61 + 62) ) < §AK(U7 v, 51) + §AK(U” v, 52)

y como por definicion Ak (u,v,€) es acotada, se concluye que Ak (u,v,e) es convexa.

Ahora, ya que cada par (z,y) con z,y € K pertenece a algin N (u,v), entonces

Ag(e) = inf{Ax(u,v,e) :u,v € K,u#0, v#0}. W

Corollary 2.1 Ak es continua en [0,dpr)

Demostracion: Es consecuencia del Teorema anterior y el siguiente resultado de Ullan [12]:
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Lema Sea {f,} una familia de funciones convexas y crecientes definidas en un
intervalo compacto [a,b] tales que |fo(x)] < M Vx € [a,b] y todo . Entonces

f(z) =inf{f,(z)} es continua en [a,b).
Del cual se infiere:

Si {fa} es una familia de funciones convexas y crecientes definidas en el intervalo
[a,b) tales que |fo(x)| < M Va y Vo € [a,b). Entonces f(x) = inf{fo(z)} es continua

en [a,b) . |

Este resultado no se puede mejorar, basta recordar el clasico espacio renormado X de ¢y dado

por:
1
) T, 2\ 2 .
el = llzlle + | Y (52) z = ()7 € 0o
1

considerando (K,0) = By, tenemos Ag = fBx (el médulo de Gurariy) y conocemos que [Bx es

discontinua en dy; = 2.

Asimismo el teorema 2.1 nos permite probar el siguiente resultado (no planteado en [13]), con

mucha facilidad.

Theorem 2.2

A
i(e) es mondtona creciente en (0,dpr) ( (0,dps] st dimX =2).

Demostracion Para u,v € K fijos, como Ag(u, v, ) es convexa por el teorema 2.1. Si tomamos

€2 — &1

€1
.0 + —.e9 entonces

0<ep<er<dy (0<e; <eg <dy sidimX =2), como &1 =
€2 €2
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9 — €1 €1 €1
— 0+ —.82) < —AK(U,U,EQ)

Ag(u,v,e1) = Ag | u,v,
€2 €2 €2

lo cual implica:

AK(U, "U,Sl) < AK(U, v, 52)

€1 €9
. Ax(u,v,e€) , . .
y asi —————=  es monodtona creciente para ¢ € (0,dp) ((0,dps] si dimX = 2 ), luego
€
A
ian Ax(wv.e) es monotona creciente en (0,dpr) ((0,dps] si dimX = 2) [ |
u, Ve 3

Veremos mas adelante que este resultado no se puede mejorar

Como consecuencia del teorema anterior:

Corollary 2.2 Para todo r € [0,1] y e € [0,dpr) (€ € [0,dps] si dimX = 2):

Ak (re) <rAgk(e) (2.4)

Demostracion. Sir =0 6 r = 1 se cumple (2.4), de la misma manera que si € = 0. Asi dado

6>0y1":68—16(0,1)d0nd60<81<6<dM(O<€1<€§dMsidimX:2),com0porel

AK(El) < AK(E)
€1 -

teorema anterior tenemos

, entonces

Ax(er) < %AK(e)

y asi
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obteniendo finalmente

AK(’I”E) § TAK(E) |

Verdaderamente el teorema 2.2 y el corolario 2.2 son equivalentes:

AK(€)

Ag(re) < rAg(e) Ve € [0,dar)([0,dps] st dimX = 2) y r € [0,1] — .

es monodtona

creciente, para € € (0,dpr) ([0,das] si dimX = 2) (la necesidad es inmediata).

Corollary 2.3  Agk(e) es estrictamente creciente en [€0,dy) (€0, d] si dimX =2 ).

Demostracion Sea ¥ < g1 < g9. Sie? =1 < &9 se tiene por la definiciéon de €° y la continuidad
de Ak en [0,dys) que Ag(e1) =0 < Ag(e2). Asi, consideramos ¥ < &1 < e9; si existieran 1, €2

tales que Ag(e1) = Ag(g2) entonces:

AK(é‘l) _ AK(EQ) > AK(EQ)
€1 €1 (3

lo cual es una contradiccién con el teorema 2.2. ]

Si K es el cuerpo radicado del ejemplo 1.1, vemos por el corolario anterior que el teorema
2.2 no se puede mejorar. Por el mismo ejemplo citado el resultado anterior tampoco se puede
mejorar, sin embargo, si K es estrictamente convexo, entonces A es estrictamente creciente en

[€9, dps]. Esto sigue de la afirmacién: Para cualquier cuerpo radicado (K,0) = K:

€<dM=>AK(E) <1,
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y & de la proposiciéon 1.1.

Corollary 2.4 Sea (K,0) = K un cuerpo radicado en el espacio de Banach X, entonces:

€
AK(eE) < — Vee [O,dM]
d
Demostraciéon: Para ¢ = 0 y € = djs la acotaciéon es evidentemente cierta. Luego, para

0 < e <dp —n donde i > 0 es cualquiera, por el teorema 2.2 tenemos:

Ak (e) < Ax(dy — 1) <1

e = dy-n T duy—n
tomando limite cuando n — 07,
Ag(e 1
e
y asi la acotacion buscada es cierta para ¢ € [0, dp/] [ |

Note 2.2 Ak no necesariamente es convexa. Un ejemplo sencillo estd dado en [2]: Sea X = R?

con norma

max{|z1|, |z2|} si xiz2 >0

]l = [} (21, 22) || =
|z1| + |2z2] si x1z2 < 0

1
Se prueba que [x () = max {O, 1-— g} si e € (0,2].

Considerando (K,0) = By, tenemos que Ax = Bx (el modulo de Gurariy) es claramente una

funcién no convexa.
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