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Generalizacion de algunos teoremas del punto fijo

José R. Morales M.

Resumen

En estas notas nuestro objetivo es generalizar algunos resultados de la teoria del punto fijo
dados por M.S.Khan [6], K.L.Singh [15], S.C.Nesic [14] y P.K.Bhola - P.L.Sharma [1] usando la

nociéon de w— distancia sobre un espacio métrico.
Introducciéon

En el ano 1996, O.Kada - T.Suzuki - W.Takahashi [5], introdujeron la nocion de w— distancia
sobre un espacio métrico. Tal nocién la usaron para generalizar algunos resultados de la teoria
del punto fijo en espacios métricos, entre los cuales podemos indicar, el famoso teorema del punto

fijo de Caristi [2], un teorema del punto fijo dado por Ciric [3].

En el mismo afio, T. Suzuki - W. Takahashi [16]|, aportan nuevas propiedades de la w—
distancia y también la usan para generalizar el principio de conntraccién de Banach al introducir
la nocién de w— contraccioén, el teorema del punto fijo de Nadler para funciones multivalvadas

[13] y un resultado de Edelstein [4].

En al ano 1977, T. Suzuki [17] define las aplicaciones del tipo w— Kannan que evidentemente
generalizan las respectivas nociones introducidas por Kannan [7] y también define las aplicaciones

que satisfacen la condicion de w— Meir - Keller que extiende la respectiva nocion dada en [9].

El autor en [10],[11] ¥ [12] ha logrado generalizar algunos teoremas del punto fijo en espacios

métricos, ampliamente conocidos, usando la nocién de w— distancia.

En estas notas nuestro objetivo es generalizar los resultados sefialados en el resumen.
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1 Preliminares.

En esta secciéon nuestro interes es definir la nocién de w— distancia sobre un espacio métrico, dar
algunos ejemplos asi como indicar ciertas propiedades de la w— distancia que seran cruciales en

la prueba de los resultados que veremos méas adelante.

DEFINICION 1.1
Sea (M,d) un espacio métrico. La aplicacion P : M x M — [0,400) es llamada una w—
distancia sobre M si cumple las siguientes condiciones:

wi.— P(z,z) < P(z,y) + P(y, z) para todo x,y,z € M

we.—  Para cualquier x € M
P(x,-): M — [0,400)

es una funcion semicontinua inferiormente.

ws.—  Para cualquier € > 0 existe un § = d(g) > 0 tal que P(z,z) < y P(z,y) < 0 entonces

d(z,y) < e, para todo x,y,z € M.

EJEMPLO 1.2

1.-  Sea (M,d) un espacio métrico. Entonces sip = d, claramente p es una w— distancia sobre

M.

2.- Sean ¢p#AC (M,d) yP: M xM— [0,+00) una w— distancia sobre M.(A,d,) es un
espacio métrico donde d, = d/A. Entonces la aplicacion P : A x A — [0,+00) definida

por P,(x,y) = P(x,y) para todo x,y € A, es una w— distancia sobre A.

3.- Sea (M,|| - ||) un espacio normado. La aplicacion P : M x M — [0,+00) definida por

Plz,y) = llz| + [yl
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para todo x,y € M, es una w— distancia sobre M.

4.~ Sea (M, ||-]]) un espacio normado. Entonces la aplicacion P : M x M — [0, +00) definida

por

P(x,y) = |yl

para todo x,y € M, es una w— distancia sobre M.
NoTACION 1.3

1.- Por W(M), denotamos el conjunto de todas las w— distancias sobre M. Por ejemplo 1,

se tiene que W (M) # ¢.

2.- Por Wy(M), denotamos el conjunto de todas las distancias simétricas sobre M. Por ejemplo
1, se tiene que d es una w— distancia simétrica sobre M y por lo tanto Wo(M) # ¢. Del
ejemplo 4, se tiene que P es una w— distancia y asi p € Wo(M). Por lo tanto Wo(M) C
El siguiente resultado se encuentra en [5] y es crucial en la prueba de los teoremas del punto

fijo que veremos en la proxima seccion.

LEMA 1.4

Sean (M,d) un espacio métrico y p € W(M). Sean (), (yn) sucesiones en M y (xy), (yn)
sucesiones en M y (an) y (Bn) sucesiones en [0,+00) convergentes a 0 y sean x,y,z € M.
Entonces

a.- St P(Tp,yn) < an y P(xy, 2) < B, para todo n € N, entonces y, — z.

b.-  Si P(xn,y) < an y P(xp,z) < By para todo n € N, entonces y = z. En particular, si

P(z,y) =0y P(z,2z) =0 entonces y = z.

c.-  Si P(xy,Tm) < ap, para todo m,n € N con m > n, entonces (x,,) es Cauchy en M.
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2 Resultados.

En esta seccion daremos la generalizacion de los resultados anunciados en el resumen. Asi, nuestro

primer resultado generaliza un teorema dado por M.S.Khan [6] en 1978.

TEOREMA 2.1

Sean (M,d) un espacio métrico completo, T : M — M wuna funcion de M en M y P €

W(M). Si T satisface la siguiente condicion:

(k1) - P(Tz,Ty) < k(P(z,Tz)P(y, Ty))"/? para todo z,y € M y 0 < k < 1. Entonces T

tiene un unico punto fijo en M.

Prueba:

Sea x € M un punto arbitrario. Para cada n > 1, usando la condicion (k1) obtenemos:
P(T7z, T '2) < k(P(T" 'z, T"z)P(T"x, T" x))1/?
lo cual implica que
P(Trz, T 'z) < aP(T" 'z, T"x)

donde k = 2.

De ésta tltima desigualdad se tiene,

P(T"z, T"'z) < o"P(z,Tx) (1)

para todo n > 1.

De (1) y como 0 < v < 1, entonces

lim P(T"z,T"'z) = 0 (2)

n—oo
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Ahora, si m > n entonces

P(T"z, T™z) < P(T"z, T""'z)+ ...+ P(T™ 'z, T™x)

IA
B
3
+
+
o
3
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~
&
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y por el lema 1.4 se obtiene que (T"x), es una sucesiéon de Cauchy en M y por lo tanto existe

un z € M tal que,

lim T"(x) = z. (3)

n—oo

Como P(T"x,-) es una funcién semicontinua inferiormente entonces

lim P(T"xz,z) < lim lim inf P(T"2z,T™x)

n—oo n—oo Mm—0oo

n

o
< lim —— =
< nh_)rgo 1_aP(x,Tx) 0,
luego,
lim P(T"xz,z) =0. (4)
n—oo

Por otra parte tenemos que

P(T"z,Tz) < k[P(T" 'z, T"x)P(z,Tz)|"/?




José R. Morales M.

y de acé se sigue

lim P(T"z,Tz)=0. (5)

n—oo

De (4) y (5) y por el lema 1.4 se tiene

y asi

P(z,z) =0. (6)

Finalmente, mostraremos que el punto fijo de T, z es tinico. En efecto. Consideremos y = T'y.

Entonces

P(z,y) = P(Tz,Ty) < k(P(z,Tz)P(y,Ty))"/?

luego

P(z,y)=0. (7)

Por (6) y (7) y el lema 1.4 se concluye que
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El siguiente resultado generaliza el teorema 2.1

TEOREMA 2.2

Sean (M,d) un espacio métrico completo, P € W(M) y T : M — M wuna aplicacion
supongamos que para algin n € N, T" satisface la condicion (k1). Entonces T tiene un unico

punto fijo.

Prueba:
Como para algin n € N, T" satisface la condicion (k1), entonces por el teorema 2.1, existe un
tnico z € M tal que T"z = z. Pero T(1T"z) = T"(Tz) = Tz, asi Tz es un punto fijo de 7" y

por su unicidad se tiene que z = Tz..

Usando, las ideas de Maia [8] generalizamos los dos resultado dados anteriormente.

TEOREMA 2.3

Sea M un conjunto no-vacio d y p dos métricas sobre M y p y q, dos w-distancias sobre M

inducidas por d y p respectivamente. Sea T’ : M — M wuna funcion. Supongamos que,

a.- plz,y) < q(z,y), para todo z,y € M
b.-  (M,d) es un espacio métrico completo.

c.- T satisface la condicion:

(k'1): q(Tx,Ty) < k(q(z, Tz)q(y,Ty))% para todo x,y € M y0 < k < 1. EntoncesT tiene

un unico punto fijo.

Prueba:
Seax € M . Definimos x,, = Tx,,—1 = T"x, n € N. Usando la condicion (k) se prueba facilmente

que () es una sucesion de Cauchy en (M, p). Por (a) se tiene que (z5,) es una sucesion de Cauchy
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en (M,d) y por (b) existe un z € M tal que x,, converge a z. El resto de la prueba es similar al
teorema 2.1.

TEOREMA 2.4
Sea d y p dos métricas sobre M, p y q dos W-distancia sobre M inducidas por d y p respec-
tivamente y T : M — M una aplicacion de M en M.
Supongamos que,
a- ple.y) < qla,y), para todo .y € M
b.-  (M,d) es completo.
c.- Para T : (M,d) — (M,d) existe algin n € N tal que T" satisface la condicion k'y).

Entonces existe un unico z € M tal que z =Tz

Prueba: Es similar al teorema 2.3

Usando las ideas de Telci - Tas [18| obtenemos una nueva generalizacion del teorema 2.1

TEOREMA 2.5

Sean (M, d) un espacio métrico arbitrario, P € Wo(M) yT : M — M una funcion tal que:

a.- T satisface la condicion (k'1);

b.- FExiste u € M tal que

p(p) = inf{p(x)/p(z) = Pz, Tx), v e M}

Entonces T tiene un inico punto fijo.
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Prueba:
Supongamos que u # T'u, pués de lo contrario u serfa un punto fijo de 7.

Sea x = u 'y y = Tu. Aplicamos la condicion (k'1) y obtenemos
P(Tu,T?u) < k[P(u, Tu).P(Tu, T?u)]'/?
luego, P(Tu, T?u) < k*P(u,Tu) y por lo tanto,
P(Tu, T?u) < P(u, Tu).
Por (b) tenemos que
p(Tu) < p(u)

lo cual es una contradiccion.
Asi, u =Tu y u es un punto fijo de 7.

Ahora,
P(u,u) = P(Tu,Tu) < k[P(u, Tu)P(u, Tu)]'/?
y de aca se obtiene
P(u,u) < kP(u,u)

y por lo tanto,

P(u,u) = 0 (8)

Por otra parte sea v € M tal que v = Tw.

Entonces
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P(u,v) = P(Tu,Tv) < k[P(u,Tu)P (v, Tv)]*/?

y de acé facilmente vemos

P(u,v) =0 (9)
Asi, por (8),(9) y lema 1.4 se concluye que u = v.

El siguiente resultado generaliza el teorema 1 dado por M.S.Khan [6] en 1978.

TEOREMA 2.6

Sean (M,d) un espacio métrico compacto, T : M — M es una funcion continua y P €

W(M). Si T satisface la siguiente condicion:
(k2) : P(Tz,Ty) < (P(z,Tz)P(y,Ty))"*>  para todo z,y € M.

Entonces T tiene un inico punto fijo.

Prueba:

Consideremos la aplicacion

¢: M —[0,+00)

definida por

o(z) = P(xz,Tz) paratodo z € M.

Como T es una funcién continua, es claro que ¢ es una funcién semicontinua inferiormente

sobre el compacto M. Por lo tanto ¢ alcanza su valor minimo z sobre M :

p(z) = xiélsz o().
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el resto de la prueba es similar al teorema 2.5

El siguiente resultado es una generalizacion del tinico teorema dado por P.K. Bhola - P.L..Shama

en [1] en 1991.
TEOREMA 2.7

Sean (M, d) un espacio métrico completo, P € Wo(M) y T : M — M wuna aplicacion que

satisface la siguiente condicion:

(k3) :  P(Tz,Ty) < of(P(x,Tz)P(y, Ty)]"/? + Bl(P(z, Ty)P(y,Tz)|'/? para todo x,y €

M,0<a<1, 0<3<1yP(x,x) =0 para todo xz € M.

Entonces T tiene un inico punto fijo.

Prueba:

Sea x € M un punto arbitrario. Por (k3) para n > 1 obtenemos

P(T"z, T" ') < a(P(T" 'z, T"2)P(T"z, T" 2 )% + B(P(T" o, T a) P(T "z, T z)) /2.
(10)

Por hipétesis, P(T"z, T"z) = 0 luego de (10) se obtiene
P(T"z, T" '2) < a(P(T" ‘o, T"2) P(T"x, T"'x))'/?

para la prueba de la existencia del punto z € M tal que z = T’z se sigue como en el teorema 2.1.

Ahora, mostraremos que z es el tnico punto fijo de T. En efecto. Consideremos y = TY.

Entonces
P(z,y) = P(Tz,Ty) < o[P(z,T2)P(y,Ty)]"/* + B[P(z, Ty)P(y, Tz)]"/?

Como

P(2,Tz) = P(z,z) = 0, (11)
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entonces
P(z,y) < BP(z,y)

y por lo tanto,

P(s,y) = 0. (12)
Por (11), (12) y lema 1.4 se tiene que
z = . |

Ahora usando las ideas de Telci - Tas [18] obtenemos la siguiente generalizacion del teorema

2.7.

TEOREMA 2.8

Sean (M,d) un espacio métrico arbitrario, P € Wo(M) yT : M — M es una funcion de M

en M supongamos que:
a.- T satisface la condicion (k3).

b.- Para todo x € M, P(x,x)=0.

c.- FEriste un punto z € M.

tal que

o) = i {ol)/olo) = Pla.Ta) .

zeM

Entonces existe un nico punto fijo para T.

Prueba: Por no ser dificil se deja al lector.

usando las ideas de Maia [8] el teorema 2.7 puede ser generalizado en la forma siguiente.
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TEOREMA 2.9

Sean d y P, métricas sobre M, P yq w— distancia sobre M inducida por d y P respectivamente
yT: M — M supongamos que:
a.- P(z,y) <qlz,y), para todo z,y € M.
b.- (M,d) es completo

C.- T:(M7p)_)(M7p)

satisfece la siguiente condicion:

q(Tz, Ty) < alg(z, Tz)q(y, Ty)]*/? + Bla(z, Ty)q(z, Ty)]*/?

para todo z,y € M, 0 <a <1, 0<p03<1, q¢e€ Wy(M)yqz,x) =0 para todo x € M.

Entonces T tiene dnico punto fijo.

Prueba: Se deja al lector.

Ahora pasamos a generalizar el teorema 1 dado por S.C.Nesic [14] en el ano 1995.

TEOREMA 2.10

Sean (M,d) un espacio métrico completo, P € W(M) yT : M — M wuna aplicacion que

satisface la condicion:

(k4) : P(z,Tx)+ P(y,Ty) < aP(x,y) para todo z,y € M y 1 < a < 2. Entonces eziste

z € M tal que z =Tz.

Prueba:

Sea xg € M un punto arbitrario.

Definimos la sucesion (x,,) por
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Ty = T"xg = Txp_1, n=12,...

Entonces tomando z = z,_1 y y = z,, n € Ny aplicando la condicion (k4), se tiene que

P(xnpxn—i-l) < (Ol - 1)P(37n—1715n)

luego

P(xn7$n+1) S (Ck - l)nP(wovTxO)

de esta tltima desigualdad y como 0 < o — 1 < 1, entonces

lim P(zp,xny1 = 0.) (13)

n—oQ

Ahora para m,n € N con m > n tenemos

P(zp,xm) < P(Tp,Tpt1+ ...+ P(@m—1,Tm)

IN

[(a D"+ .+ (a— 1)m—1} P(z0,Txo)

= (a—1)" <1 +(a—1)+...+(a— l)m_"_1>P(x0,Tx0)

(a - 1)"

1—(a—1) (1 — (o 1)m_n_1>P(9€0,TUGO),

y usando lema 1.4 se tiene que (x,) es una sucesion de Cauchy en M y por lo tanto existe

z € M tal que z,, — z.

Por la semicontinuidad inferior de P(z,-) para todo x € M tenemos
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lim sup P(z,,2z) < lim sup lim inf P(zy,2n,)
n—oo n—oo m—oQ

< lim sup lim inf a1 1—(a—1)™""1) P(20, Txo)
s m o —(a—1) 0,14 Zo
y de acd obtenemos
lim sup P(z,,2) = 0. (14)
n—oo
Por otra parte,
P(zn,Tz) = P(T"zo,Tz2) < (a—1)P(T" 1z, 2)
< (a=1)P(xp-1,2)
y por lo tanto,
lim P(z,,Tz) = 0. (15)
n—oo
Asi, z=T-xz. [ |

El teorema 2.10 lo podemos generalizar en la forma siguiente.

TEOREMA 2.11

Sean d y P métricas sobre M, P y q w— distancia sobre M inducidas por d y P respectiva-

mente y T : M — M. Supongamos que:

a

- P(z,y) < q(x,y), para todo x,y € M.
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b.- (M,d) es un espacio métrico completo.

c.-  La aplicacion T : (M, p) — (M, p)

satisface la siguiente condicion:
(k4") : q(z,Tz) + q(y, Ty) < q(z,y) para todo x,y € M, 1< a < 2.

Entonces existe un z € M tal que z =T'z.

Prueba: Se deja al lector.

El siguiente resultado extiende el teorema 2.2 dado por K.L.Singh [15] en 1971.

TEOREMA 2.12

Sean (M,d) un espacio métrico completo, P € W(M) y T : M — M una funcion que

satisface la siguiente condicion:
(kb): P(Tx,Ty) < aP(Tx,Ty)+ aP(z,y) para todo x,y € M, 1< a<1/2.

Entonces existe un unico z € M tal que z =T'z.

Prueba:
Sea xg € M un punto arbitrario y definimos x, = Tz, 1 = T"x9, n = 1,2,.... Aplicamos la

condiciéon (k5) y obtenemos

P(zp,xny1) = P(Txp_1,Txy)

< aP(Tzp—1,Txy) + aP(xp—_1,2y)
luego,

P(xnpxn—i-l) = %P(In—lazn)
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n
P(an, 1) < (125) Pleo, Tao).

usando esta ultima desigualdad y como en los casos anteriores se prueba facilmente que (x,) es

una sucesion de Cauchy en M y por lo tanto existe un z € M tal que z,, — z.
El hacho que z es el tnico punto fijo de T" se prueba en forma similar al teorema 2.1.

El teorema 2.12 puede ser extendido en la forma siguiente,

TEOREMA 2.13

Sean d y P métricas sobre M, P yq w— distancia sobre M inducidas por d y p respectivamente

yT : M — M. una funcion. Supongamos que,

a.- P(z,y) <qlz,y), para todo z,y € M.

b.- (M,d) es un espacio métrico completo.

c.-  La aplicacion T : (M, p) — (M, p)
satisface la siguiente condicion:

(k5") : q(Tz,Tz) < aq(Tz, Ty) + aq(z,y) para todo z,y € M, 1< a <1/2.

Entonces existe un unico z € M tal que z =Tz.

Prueba: Es facil y se deja al lector.
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