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José R. Morales M.

Abstract
In this paper we study the property (wM) in Banach spaces and its relation with other
geometrical properties of Banach spaces.
Resumen

En este trabajo estudiaremos la propiedad (wM)en espacios de Banach y su relacién con
otras propiedades geométricas de los espacios de Banach.

1 Notacion

Seguiremos la terminologia estdndar que puede encontrarse en las monografias de M.M. Day [1]
y de V.I. Istratescu [3].

Sea F un espacio de Banach. Bg denota la bola unitaria cerrada de E, Sg denota la esfera
unitaria de E'y E* su dual topolégico. Sea (z,) una sucecién en E y por z, — = denotamos la
convergencia débil y la separacién de z,, es

Sep (zn) = Inf {||zn — Tm||, n # m}.

2 La Propiedad (wM)

En 1965, L.P. Vlasov [18] introdujo los espacios (CLUR), pero més tarde en 1975, B.B. Panda
y O.P. Kapoor [14], de manera independiente estudiaron tales espacios y los llamaron como
aquéllos que poseen la propiedad (M) y esta es la notacién que el autor ha seguido en sus
trabajos.

Definicién 2.1 Sea F un espacio de Banach. Se dice que F tiene la
Propiedad(M) si para cada = € Sg y cada sucesion (z,) C B tales que

lim ||z, +z||=2
lim [z, + 2] =2,
entonces z, posee una subsucesion convergente.

El autor en [8] generaliz6 la anterior propiedad e introdujo los espacios que poseen la
propiedad (K-M) en la forma siguiente.

¢
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2 Sobre la propiedad (WM)

Definicion 2.2 Sean k > 1 un entero y E un espacio de Banach. Se dice que FE posee la
propiedad (K-M) si para todo ¢ € Sg y cada sucesion (z,) C B tales que,

k
n1'-!'}1!:l—boo ”.’E + -z;zni” =k+1,---
1=

entonces (z,,) posee una subsucesidn convergente.

Claramente si k = 1, entonces .
Propiedad(1 — M) <= Propiedad(M)
esto es, la Propiedad (1-M) y la Propiedad (M) coinciden.

Recientemente, el autor en [11], introdujo la Propiedad (wM), que de hecho generaliza las
dos propiedades dadas anteriormente.

Definicidon 2.3 Se dice que el espacio de Banach E satisface la
Propiedad (WM) , si para todo z € Sg y cada sucesién (z,) C Bg tales que,
k
im e+ znll=k+1, VKEN

Ny Ngp—+00 .
=1
entonces (zn) poséee una subsucesion convergente.

En [10], el autor mostré que:

Propiedad(1 — M) = Propiedad(2 — M) - - - = Propiedad(k — M).

3 Heredabilidad de la propiedad (wM)

Sea E un espacio de Banach y F un subespacio cerrado de F. La norma de F y la norma
inducida en F se denotan por || - ||, mientras que la norma en el cociente E/F serd denotada por
| llo. Sea ¢ :— E/F la aplicacién canénica.

Teorema 3.1 Sean E un espacio de Banach que posee la propiedad (wM)y F C E un subespacio
cerrado de E. Entonces, F también satisface la Propiedad (wM) .

Prueba:
Es clara.

Teorema 3.2 Sean E un espacio de Banach reflexivo que satisface la propiedad (WM)y F C E
un subespacio cerrado. Entonces E/F posee la propiedad (wM) .

Prueba:
Sean Z € Sg/r y (Zn) C Bg/F tales que,

¢

k
m,-.!,lg,laoo 1z + ;xni“q =k+1, Vk€N.
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Como F es reflexivo, entonces Sg/r C ¢(Sg) y por tanto existe z € Sg y zn, € Bg/F, tales que
g(z) =2 y q(z,) = Zp.

Ahora,

k k
k+1 =limg . ns00 1T+ Zin.‘”q < nl',_!ig:_)oo llz + Zmn.‘”q .
i=1 ' i=1

k
< limpy g oso0 (uxn +3 ||mn..||) =k+1,

=1
y asi,
limp, .nps00 |12 + S5y @il =k +1, Ve €N

Como E es un espacio que posee la propiedad (wM), entonces (z,) posee una subsucesién
(zn) convergente en Bg y por lo tanto, ¢(z,,) = Z,, es una subsucesién de (Z,) convergente en
Bg/F. Esto nos prueba que E/F posee la propiedad (wM) .

Este resultado nos permite aumentar lo logrado en nuestro trabajo

[13).

Consideramos conveniente dejar planteadas las siguientes interrogantes,

Problema 3.1 Sea E un espacio de Banach que satisface la Propiedad (wM) . ; Posee l,(FE),
1 < p < oo la Propiedad (wM) ¢

Problema 3.2 Sea F; una familia arbitraria de espacios de Banach que poseen la Propiedad
(wM) . ; Posee el espacio producto, E = [[2, E; la Propiedad (wM) .

Problema 3.3 Sean F un espacio de Banach y F' C E un subespacio cerrado, Supongamos que
F y E/F poseen la Propiedad (WM) . Entonces,; posee E la Propiedad (wM) ¢

La anterior interrogante es conocida como el problema de los tres espacios.

4 La Propiedad (wM)y su relacién con otras propiedades geométricas
de los espacios de Banach

En 1955, A. R. Lovaglia [7], introdujo los espacios (LUR) en la forma siguiente:

Definicion 4.1 sea E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio localmente uniforme-
mente convezo, (LUR), si para todo z € Sg y cada sucesién z,, C Bg tales que, li_)m lzn+z|| =
n—oo

2, entonces nli)n;o ||lzn — z|| = 0.

En [14], los autores hicieron notar la siguiente caracterizacién de los espacios (LUR).

Teorema 4.1 Sea F un espacio de Banach. Entoncgs,

(LUR) <= (R) + Propiedad(M).
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En el teorma anterior, (R) denota los espacios estrictamente convexos, que se definen como
sigue:

Definicién 4.2 Se dice que un espacio de Banach es estrictamente convezo, (R), si para todo

z,y € Sg y llz +yll =2, entoncesz = y.

En 1988, Nan-Chao Xun y Wang Jian-Hua, [20], introducen los espacios LKR que generalizan
los espacios LUR. .

Definicién 4.3 Sean k > 1 un entero y E un espacio de Banach. Se dice que F es un espacio
LKR, st para todo z € Sg y cada sucesion z,, C Bg tales que,

k
oy dim 2+ ngnfll =k+1,
1=
entonces,

lim ||z, — z|| = 0.
n—oo

El siguiente resultado es ampliamente conocido (ver [12]),

LUR<= L1-R---= LKR= L(k+1)R= R.

El autor en [8] logré la siguiente caracterizacién de los espacios LKR.

Teorema 4.2 Sean k > 1 un entero y E un espacio de Banach. Entonces,

LKR = (R) + Propiedad(k — M).

En 1991, Bur-Luh Lin y Wenyao Zhang [6], generalizan los espacios LKR e introducen los
espacios LwR como sigue,

Definicion 4.4 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio LwR si para cualquier
sucesion (z,) C Bg y para todo = € SE tales que,

k
e el =kt 1 VkEN,
1=
entonces,

lim ||z, —z| =0.
n—oo
Es claro que,
Vke N, LKR— LwR=—> R.

El autor en [12], mostré la siguiente caracterizacién de los espacios LwR,

Teorema 4.3 Sea E un espacio de Banach. Entonces, ,

LwR <= R+ Propiedad(wM)
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En 1958, K. Fan e I. Glicksberg [2], introdujeron varias propiedades de los espacios de
Banach y estamos interesados en la propiedad (G) y la propiedad (H). Esta dltima propiedad
fué inicialmente definida en espacios estrictamente convexos, pero M.M. Day en su monografia
[1], elimina la condicién de ser el espacio (R) y es en esta forma como se le conoce actualmente.

Definicién 4.5 Un espacio de Banach E, se dice que posee la propiedad (G) si para cada z € Sg
y todo € > 0 se tiene que = ¢ C,(M(z,¢)),donde, C,(M(z,€)) denota la cdpsula conveza de

M(z,€) = {y/y € Bg,|ly — z|| > €} .

Definicién 4.6 Un espacio de Banach E se dice que satisface la propiedad (H) si para todo
z € Sg y cada sucesion (z,) C E tales que, , — = y ||z,]| = ||z||, entonces, ||z, — z|| = 0.

En [2], los autores probaron:

(LUR) = propiedad(G) => Propiedad(H)
Y
(R)

El siguiente resultado fué logrado de manera independiente por Nao-Chao-Xun y Wang
Jian-Hua [19] y por el autor en [8]:
Para k > 1 entero, se tiene
LKR = propiedad(G)

, Ahora lo generalizamos de la siguiente forma:
Teorema 4.4 Sea F un espacio de Banach. Fntonces

LwR = propiedad(G)

Prueba:
Supongamos que E es un espacio LwR, pero no posee la propiedad (G). Entonces existen un
z € Sg y un € > 0 tales que z € C,(M(z,€)). Seleccionemos un X* € Sg» tal que z*(z) = 1.

Puesto que,

supz*[C,(M(z,¢€))] = sup z*[M(z,€)] < 1,
¥y

z(z) < supz[Co(M(z,€))],

se concluye que, supz(M(z,€)) =1

Ahora, sea (z,) C M(z,¢) tal que, v

Jim (zn)=1= Jim lzn]] = 1,
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madas ain, Vk € N,

1
1< k+1llz+Z n.llz,c z+Zzn.

para my---ng — 00, V asi,

k
lim |le+) 2| =k+1. )

Ny, Mg —+00 ¢
1=1
Ahora, ‘como E es un espacio LwR, entonces z, — z, lo cual es imposible por cuanto
(zn) C M(z,¢).

Esta contradiccién establece el resultado.

Corolario 4.1 Sea F un espacio de Banach. Entonces,
LwR = Propiedad(H).
En [14], los autores probaron:
Propiedad(M) = Propiedad(H)

y el autor generalizo el anterior resultado en la forma siguiente:

k> 1 entero,
Propiedad(k — M) = Propiedad(H)

Ahora tenemos,

Teorema 4.5 Sea E un espacio de Banach. Entonces,
Propiedad(wM) = Propiedad(H).

Prueba:
Sea F un espacio de Banach que posee la propiedad (wM). Sean z € Sg y z, C FE tales que,
Tn = T Y ||Zx|| = ||z||- Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (z,) C Sg. Entonces,

k
k+1= lim X‘[z—{—sz]

Ny, Ng—+00
i=1

<, dm X ||||$+Z$n.||

ni,
k
< llrn_HXJ ||a:+Za:n'.||=k+1

My, Nk i—1
1=

y por tanto,

< |z+2zn.|—k+1 Vk € N.

ny,
! i=1
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Como F satisface la propiedad (wM), entonces z, posee una subsucesién convergente, (z,, )
y como cualquier subsucesién de (z,,) es convergente y z,, — z, entonces z, — z. Asi, E posee
la Propiedad (H).

En 1979, F. Sullivan [17], introduce una nueva generalizacién de los espacios (LUR), los
espacios LK-UR.

Definicion 4.7 Sean k > 1 un entero y E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio
LK-UR, si para todo € > 0 y cada z € Sg, eziste un § = §(¢,z) > 0 tal que si -+

k
1
.€Bg, i=1,---,k — e >1-4,
Z; € DE, 1 ’ ] con 1+k “z+i=121”_

entonces, V(z, 21, - zx) > €, donde V (z,z,,--zk) se define como

1 .1
filz) - filzx)

fil@) - fulew) fi€B

y donde || - || denota el determinante.

En [10] encontramos el siguiente resultado,
LUR L1-UR=---=LK-UR=L(k+1)-UR;
y en [20],
k>1 entero, R+ LkUR = Propiedad(k — M).

El siguiente lema es bdsico en la prueba de uno de nuestros resultados.

lema 4.1 Sea (z,) una sucesidn en la bola unitaria del espacio de Banch E. Si Sep (zn) >
€ > 0, entonces para cualquier k € N, y p € (0,¢) eziste una subsucesion de (z,) de (zn)

tal que si {z,,, - -znk“} es cualquier conjunto de k+1 elementos disjuntos de {z,}, entonces,
k-1
p
V(an,---,an+1) Z (E) .
Prueba:
Ver [4].

Teorema 4.6 Sean k > 1 un entero y E un espacio de Banach. Entonces,

Lk — UR = Propiedad(k — M).

¢
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Prueba:
Sea k > 1 entero. Supongamos que E es un espacio Lk-UR. Sean z € Sg y (z,) C Bg, tales

que

k
Hm e+ Y eal = k41 1)

n 5
’ 1=1

Queremos probar que (z,) posee una subsucesién convergente. En efecto, supongamos que
existe una subsucesién (z;) de (z,), tal que (z;) no posee subsucesién de Cauchy. Por tanto,
existen €¢p > 0 y (z,) una subsucesién de (z;), tales que )

||1:m - zp” Z €0, m 7$ p.

Por el lema 4.1, para cada kK € N y p € (0, o) existe (2n,) una subsucesién de (z,,) tal que

V(Z, 2myy s Zmy) > (g)k—l (2)

Por otra parte, de (1), se obtiene ficilmente que,

! k >1-6(&)"
DN ESEI(C

y como E es un espacio Lk-UR, entonces V (2, zm,, -+, Zm,) > €, lo cual contradice (2). Asi,
(zn) posee una subsucesién convergente y en consecuencia, E posee la Propiedad (wM) .

En el afio 1991, Bor-Luh Lin y W. Zhang [6], generalizan los espacios Lk-UR e introducen

los espacios LwUR.

Definicién 4.8 sea E un espacio de Banach, se dice que E es un espacio LwUR, si para toda
sucesion triangular {zsn)/l <i<n,n€ N} enBg yz € Sg, con
()
. n
lim, [(n+ ) = e + 3 ell =0
1=
entonces,

lim d(z,z%},---,27) =
n—)oo(’l’ an) 0)

donde d = Inf{dy,---,dx}, y ,di=dist(z;,[zit1,---,2k]), 1<i<k.
Es claro que para todo k € N,
Lk -UR= LWwUR

En [6], encontramos que
R+ LwUR = LwR,

y es inmediato que
R+ LwUR = Propiedad(wM) .

En [6], encontramos el siguiente
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lema 4.2 Sea E un espacio de Banach y z, C Bg. Si Sep(z,) > € > 0,, entonces para todo
k € N, existen ny,---,nx € N tales que

d(z,znn"'vnnh) Z

Yo e Y

Usando este lema se muestra el siguiente

Teorema 4.7 sea E un espacio de Banach. Entonces,
LwUR = Propiedad(wM).

Prueba:
Es similar a la dada en el teorema 4.8.

Los siguientes diagramas nos sintetizan las relaciones entre las diferentes propiedades estu-
diadas.

Prop(M) — Prop(k— M) = Proplk+1)M — e = Prop(wM)
f ft ft ft
LUR = LkR = Lk+1)R = = LwR =R
Prop(H) < (g)
Diagrama #1
LUR — .-+ = LkR = L(k+1)R = .-+ = LwR
LI?UR — -+ = LkUR = L(k+1)UR = LwUR
(wR)
Diagrama #2

5 Ejemplos

Ejemplo 5.1 Consideremos el ejemplo dado por M.A. Smith [16], y desarrollado por el autor

en [12].
En efecto. Para z = (z',--+,) € (£3,]| - ), se define la siguiente norma || - || por
llzll = [l [l + 1122
donde T = (0,23, ---). La || - - -|| satisface

llzllz < llzll < 2jj=|l2,

y ast, || - || es una norma equivalente a || - ||z en £,.



10

Sobre la propiedad (WM)

Sea (z,,) una sucesion de niumeros reales positivos decreciente a cero y T : €3 — £y una
aplicacién lineal continua definida por

T(z) = (ag2?, a3z, - - ).

Ahora, para cada x € {3, definimos la siguiente norma en {3 por,

lal = (2l + litalls?)*

y no es dificil ver que esta norma es equivalente a || - ||2 en £;.

Denotemos por E = (¢2,] - [I) -

Smith demostr que :

1.

2.

E es un espacio estrictamente convexo, (R).

E satisface la Propiedad (H).

T. Polak y B. Sims, [15], tomaron a, = % y probaron que:

E es un espacio 2R y por tanto, L2R. Asi, F es un espacio LKR y LwR.

F no es un espacio LUR.

Este ejemplo nos muestra que:

L2R

LkR A LUR
LwR

. De (3), obtenemos:

a. F satisface la Propiedad (G).
b. E satisface la Propiedad (k-M)
c. E satisface la propiedad (wM) .

. De (1) y de (4) se obtiene que E no posee la Propiedad (M).

. De (2), (6) y (7), se tiene que:

Propiedad (G) )

> # Propiedad (M).

(
Propiedad (k — M)
Propiedad (wM)

(

Propiedad (H) ‘
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Bor-Luh Lin y Yu Xintai en [5], usando el espacio E' dado anteriormente, definieron el

siguiente espacio,
x= (L@,

y N.C. Xun y W.J. Hua [], probaron lo siguiente:
9. Para k > 2, X es un espacio LkR.
10. Para k > 1, X no es un espacio Lk-UR. .

Asi, para k > 2, LkR # Lk — UR.

Ejemplo 5.2 Consideremos el ejemplo dado en [20]. Sean k > 2 un enteroy 1 <la<---<
lg. Para cada = (ay,---) € (€a,]| - ||2), se define,

2
k
”zlllh‘”,lk:(2|a1_j|) + Z aiza
J=1

LECBREN )
Y

lzll = sup |lz|liy, s
hi<la<o<lg

Sea E = (£2,] - [|). En [20] se prueba que E es un espacio k-UR y por ende, F es un espacio
Lk-UR.

Asi, se tiene que para k > 2,
1. E satisface la Propiedad (k-M) y también la propiedad (wM).
2. F satisface la Propiedad (H).

Ahora, sean (a,) una sucesién de nimeros reales positivos decreciente a ceroy T : (42, ||-||) =
(£2,]| - ||2) una aplicacién lineal y continua definida por,

T(ah e ') = (0242, a3ags, - - ')

Ahora definimos,

1
lella = (=1 + |T2[l,*)*, = € &.

En [20] los autores mostraron que:

3. (£2,]| - ||a) es un espacio (R).

4. (€2,]| - ]|a) no es un espacio L(k-1)R.

5. (€2,]| - ||4) es un espacio Lk-UR. Y

6. De (3) y (4) se obtiene que (43, || - ||4) no posee la Propiedad (k — 1)M
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7. De (3) y (5) se tiene que (£2,]| - ||4) es un espacio LkR y por tanto satisface la Propiedad
(k-M).

LkR# L(k-1)R

Propiedad(kM) # Propiedad((k — 1)M). '
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