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Se considera la ecuacidon diferencial
(*) = f(t,z),

Donde f : IR x RN — IRN es de clase C! y periddica en la variable
independiente; es decir, se cumple:

ft+T,z) = f(t,z), (t,z2) € IR x RV,
donde T > 0 es una cantidad fija (el periodo).

Los modelos en fisica e ingeneria que dieron origen al estudio de esta
clase de ecuaciones se presentan en mecdnica y en circuitos eléctricos, en el
estudio de las oscilaciones de un sistema en presencia de una fuerza externa
(ver [10]). Mads recientemente se han construido modelos en ecologia que
conducen a esta clase de ecuaciones cuando se toman en consideracién los
efectos debidos al cambio de estacién. Se interpretan las distintas tasas
de una poblacién (fecundidad, mortalidad,...) como funciones periédicas de
periodo un afio (Ver[2]).

La Ecuacidn (*) puede presentar distintos tipos de soluciones recurrentes:
soluciones periddicas de periodo T, también llamadas arménicas, soluciones
periédicas de periodo minimal nT" (n > 2), llamadas sub-arménicas, so-
luciones cuasi-periddicas, ... De entre todas ellas las mas simples son las
soluciones periddicas de periodo 7', cuyo papel en la ecuacién periddica es
analogo al que juegan los puntos de equilibrio en la ecuacién auténoma.

El estudio de las soluciones periddicas coinprende las cuestiones de exis-
tencia, numero de soluciones y propiedades de estabilidad. La teoria del
grado topoldgico es una herramienta muy atil para tratar el primero de estos
aspectos (la existencia). El propdsito de estas notas es mostrar que en oca-
siones también se puede usar la teoria del grado para mostrar la estabilidad
asintotica de una solucién periodica.

El plan es el siguiente:

1.- Grado e indice de Brouwer

2.- La aplicacion de Poincaré

3.- El método de continuacién

4.- Indices de una solucién periodica
5.- Estabilidad e indice

6.- Problemas abiertos



En los epigrafes 1 a 4 se hace un recorrido por los aspectos basicos de
la aplicacién del grado a la existencia de soluciones periddicas. En 5 se
presentan nuevos resultados sobre grado y estabilidad.



1. Grado e Indice de Brouwer

Sea Q) un dominio acotado de RN, p € IRV y f: Q1 — RN una aplicacién
continua tal que f(z) # p Vz € 9Q.

La teoria del grado topolégico asocia a f un nimero entero, que denotare-
mos por deg|f, 2, p]. Este nimero es invariante por pequenas perturbaciones;
es decir, si reemplazamos f por una funcién muy préxima a ella y p por un
punto muy cercano el grado no cambia.

Desde el punto de vista de las aplicaciones al anélisis el interés de la
teoria del grado radica en que proporciona informacién sobre la existencia de
soluciones de la ecuacién.

f(z)=p, 2 €Q

De hecho la version localizada del grado, que llamaremos indice, se puede
ver como una extensién a funciones continuas de cualquier dimensién del
concepto de orden de multiplicidad de una raiz en la teoria de las funciones
holomorfas en .

La definicién y construccién del grado topoldgico en IRV se debe a Brou-
wer, quien desarrollé para ello técnicas de topologia combinatoria. Poste-
riormente Nagumo encontré otra forma de construir el grado (por supuesto
equivalente) basada en ideas de topologia diferencial. No vamos a entrar
ahora en el proceso de construccidn del grado y nos limitamos a enunciar
algunas propiedades que nos seran utiles.

1. Existencia de Solucidn.

Si deg[f,Q, p] # 0 entonces existe 2 € Q tal que f(z) =p

2. Invarianza por homotopia.
Sea F' : Q0 x [0,1] - R, (x,A\) —» F(z,)) continua y tal que
F(z,A\) # p, Yz € 0Q,VX € [0,1]. Entonces deg[F(+,A),,p] es in-
dependiente de A € [0,1].

Vamos ahora a dar la definicion de indice. Supongamos que z¢ € {1 es un
cero de f; es decir f(xzg) = 0. Si este cero es aislado se define el indice de f
en o como



ind[f, zo] = deyl/[, 13,0],

donde B es un entorno abierto de 2o tal que f(z) # 0 Vz € B — {x0}.
Se muestra que esta definicion es independiente del entorno concreto B

que se use.
Se puede probar quesi f tiene un numero finito de ceros en Q, z,, ..., &y,
entonces

m

deg[f,Q,0] = gind[f, zi].

En ocasiones el indice se calcula con lacilidad; por ejemplo si f € C?
(0, RN) y x4 es un cero con detf'(20) # 0 se cumple:

ind[f, zo] = sign[det f'(z0)].

Por el contrario si f'(z¢) no es inversible el indice dependerd de los
términos no lineales en el desarrollo de Taylor y su cédlculo puede ser compli-
cado.

El caso mas simple es el de dimensién uno (N=1). En este caso un cero
aislado sdlo puede ser de uno de estos tipos:

%o Xo Xo

indl f,%]=1 ind[ f,x,]=-1 ind[ f,%]=0

En dimensiéon N=2 la situacién es mucho mds compleja; por ejemplo si
f(z) = 2",n > 1 se cumple ind[f,0] = n.

No obstante en dimensiéon N=2 se cumple la siguiente propiedad que
usaremos mas tarde: Sea f € C!, si f(zo) = 0 y la matriz jacobiana f'(z,)
no es idénticamente nula (f'(xo) # 0) se cumple |ind[f, zo]| < 1.




Notas Bibliograficas 1

Existen numerosos libros dedicados a la teoria del grado. Por ejemplo [7],
donde se emplea el método de Nagumo para la construccién del grado, o [1]
donde se usan métodos de topologia combinatoria. El libro [17] muestra los
dos métodos de construccién del grado y la conexiéon que existe entre ellos.

En [5] se dan métodos para el calculo del indice en dimensién N=2 cuando
la parte lineal es degenerada y se prueban numerosas propiedades especificas
del grado en dos dimensiones.




2. La Aplicacién de Poincaré

Dado ¢ € RN denotaremos por x(t,£) a la tdnica solucién de (*) que
cumple la condicidn inicial z(0,€) = €.
Definimos la aplicacién

Pr:Dr C RN — IRNa 1)'1(6) = ‘,E(T’é‘))

donde Dr = {¢£ € RN\ z(t,£) esta definida en [0, T]}.

Se deduce de los teoremas cldsicos de existencia, unicidad y dependencia
continua que D7 es abierto en RYN y Pr es un homeomorfismo de Dr sobre
su imagen Pr(Dr). La aplicacién Pr recibe diversos nombres : aplicacién de
Poincaré, operador de translacién, aplicacién “tiempo T, ...

Es bien sabido que si (t) es una solucién de (*) definida en [0,T] y que
cumple ¢(0) = ¢(t), entonces ¢ puede ser prolongada como una solucién
T'—periddica. En consecuencia los puntos fijos de Pr coinciden con las con-
diciones iniciales de las soluciones T'—peridédicas y por lo tanto la busqueda
de soluciones T'—periddicas de (*) se puede reducir al estudio de la ecuacién
(en dimensién finita).

(2.1) Pr(€)=¢, € € Dy C IRV,

En la mayoria de los casos no es posible calcular explicitamente Pr y sdlo
se podran determinar algunas de sus propiedades cualitativas. Es decir, se
trata de resolver la ecuacion (2.1) sin conocerla con precision, una situacién
en la que el uso de la teoria del grado es muy conveniente.

La ecuacidén (*) es T'—periddica y, como cousecuencia, también es nT'—pe-
riédica para cada n = 2,3,... Podemos repetir todo lo anterior tomando
como periodo inicial nT y obtendremos una nueva aplicaciéon de Poincaré.

P.r: Dy C IRN — RN, P,r(€) = z(nT,£).

n

’ . e N . .
Es facil comprobar que P,7 = Py o -0 Pp. Las soluciones de la ecuacién:

(22) PnT(é‘) = 6’ 6 € DHT - H{Na




seran las condiciones iniciales de las soluciones nT-periddicas. Por supuesto
que las soluciones T'—periddicas son también n7 —periddicas, y como conse-
cuencia las soluciones de (2.1) son también soluciones de (2.2). En ocasiones
la ecuacién (*) puede admitir sub-arménicos y en tal caso la ecuacién (2.2)
admitird soluciones que no son al mismo tiempo soluciones de (2.1).

En resumen podemos decir que la aplicaciéon de Poincaré nos permite
reducir el estudio de las soluciones T—periddicas de (*) a una ecuacién de
dimensién finita. Si el periodo inicial se sustituye por un multiplo se obtiene
una nueva ecuacién que puede dar lugar a sub-arménicos.

Notas bibliograficas 2

El tratado [4] se dedica al estudio del operador de Poincaré y sus pro-
piedades. En [18] se hace un estudio menos pormenorizado pero muy claro.




3. El Método De Continuacién

Se trata de un método que en ocasiones permite probar la existencia de
soluciones periddicas usando la teoria del grado topolégico. La idea basica
consiste en deformar de un modo continuo la ecuacién hasta llegar a una
nueva ecuacién mas sencilla y sobre la que se pueden estudiar propiedades
que se sabe son conservadas por deformaciones.

Presentamos el método estructurado en tres etapas.

1.- La homotopia

Se incluye la ecuacién (*) dentro de una familia uniparamétrica de ecua-
ciones de la forma.

(3.1) ' = f(t,z,N), Ae[0,1],
donde

(t,x,A) € RN x RN x[0,1] — f(t,2,A) € IRN es continua, f(-,+,A) cum-
ple condiciones para la unicidad del problema de Cauchy y es T'—periddica
en i,

flt,z,1) = f(t,z), VY(t,z)e RN x RN.

2.- Las Cotas “a priori”

Se busca R > 0 tal que, cualesquiera que sean A € [0,1] y ¢i(t) solucién
T —periddica de (3.1), se cumple:

loA(0)] < R.

Hagamos un par de observaciones:
i) La constante R es independiente de A y de .
ii) No se postula que exista @,; se afirma que, caso de que exista, ha de
cumplir la cota. Es decir, se obtienen cotas de las posibles soluciones T'—pe-
riddicas antes de saber si existen.

3.- El Céalculo Del Grado




Para cada A € [0, 1] se denota al correspodiente operador de Poincaré por
Pr, y a su dominio por Dy . Se trata de comprobar que

BrC Dry YA€ [0,1] y deg[l — Prg, Bg,0] # 0.
(Br = {€ € RN/ |¢] < R}, I identidad en IRN)

Para este paso se requiere que la homotopia haya conducido a una ecua-
cién final z' = f(¢, z,0) lo bastante sencilla corno para que sea posible calcular
el grado.

Si se realizan con éxito los puntos 1,2 y 3 la conclusién final es clara:
existe al menos una solucién T'—periddica de (*). La demostracién se sigue
de las siguientes consideraciones.

La dependencia continua respecto a parametros y condiciones iniciales
implica que la aplicacion

(’\’f) - PT,/\(f)v (’\ € [U’ 1]’6 € DT,,\)
es continua.

Las cotas a priori implican que Pr ) no tiene puntos fijos fuera de la bola
Bp; en particular

Pr (&) #¢&, Y& € dBr, YA€([0,1].
Es decir, que I — Pr, es homotépico a / — Prg en Br y por tanto
deg[I = Pr,, Br,0| = deg[l — Pro, Br,0] # 0.

En consecuencia existe { € Bg tal que é — Pr(£) = 0 y la correspondiente
solucién de (*) z(t,£) es T—periddica.

Vamos a poner en practica el método en un caso concreto.
Ejemplo: Se considera la ecuacion de segundo orden
v+ 2 +y° = Asint, (A€ R).

Se trata de la ecuacién de Duffing, que es clave en la teoria de osciladores
no lineales. Parece ser que para ciertos valores grandes de la amplitud A esta
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ecuacion puede presentar un comportamiento muy complejo, del tipo que se
suele llamar caético.

Probaremos que esta ecuacién tiene al menos una soluciéon 27 —periédica
usando el método de continuacién. Para ello debemos transformar la ecuacién
en un sistema en JR? y recorrer los siguientes pasos:

1. Se considera la homotopia

(3.2) v+ 2y + AP+ (1 — ANy = Msint, A €[0,1],

que para A = 1 da la ecuacidon de partida.

2. Para obtener las cotas haremos uso del producto escalar
2m
(9= [ sty
y la L?—norma asociada || f|| = \/(f, f)-

Sea y(t) una solucién 27 —periddica de (3.2); pretendemos obtener cotas
de y(t), y'(t). Efectuamos el producto escalar de (3.2) con y’ para obtener

(¥ y") + 201y + (Ay® + (1 ~ Ny, y") = AM(sint, y').

Por ser y 2m—periddica se deduce que el primer y tercer sumando se
anulan, de donde

20ly'll* = A(sint, y') < [Alllsint|[[ly'[| = 'l < [Alr/2.
Por otra parte, integrando (3.2) sobre un periodo,
" w0 + (1= Ny =,
y por el teorema de la media ha de existir {o € [0, 27] tal que
My(to)” + (1 = My(to) = 0 = y(to) = 0.

En consecuencia, aplicando la desigualdad de Cauchy - Schwarz

t
/ y'(s)ds
to

< |t = tol"lly'|l < 7% Al/V2.

ly(2)] =
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Usando de nuevo que y es 2r—periddica se deduce que existe ¢, € [0, 27]
tal que y'(¢;) = 0. Integrando (3.2) entre ¢, y ¢,

(0) = 20y(t) = y(0) = [ ()" + (1= Ny(s) = Msins}ds.

La estimacion anterior de y y esta identidad conducen a una cota uniforme
de y'.
3. Se puede probar usando la teoria de prolongacién que todas las soluciones
de (3.2) estan definidas hasta +oo. Por tanto, Dry = R?*, VA€ [0,1].
Para el calculo del grado observamos que para A = 0 la ecuacidn es lineal y
puede ser integrada. En concreto se trata de y” + 2y’ +y = y, tras un célculo,
se obtiene la aplicacién de Poincaré.

La ecuacién Pro(€) = € sélo admite la solucién € = 0. Sea {2 un abierto
acotado de IR? que contiene al origen

deg[l — Pro,Q,0] = ind[{ — Pry,0] = sign[det(I — A)] = 1.

Notas Bibliograficas 3

Las ideas generales de esta seccién arrancan de los trabajos de Leray-
Schauder en los anos 30. En la actualidad hay un gran nimero de articulos
y libros sobre el uso del grado en las ecuaciones diferenciales. El libro [1]
contiene mucha informacién de los aspectos mds cldsicos mientras que [9]
presenta algunas ideas recientes.

Para entender la significacion de la ecuacién de Dufling dentro de la teoria
de sistemas dindmicos es conveniente [3]. En [16] se prueba que la ecuacién
de Duffing da lugar a un sistema disipativo, lo que proporciona una demo-
stracion alternativa de las cotas a priori.
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4. Indices de una Solucion Periddica

Sea ¢(t) una solucién T'—periddica de (*). Se dirda que ¢ es aislada (pe-
riodo 7') si ¢(0) es un cero aislado de [ — Py. Lin tal caso se define el indice
de ¢ (periodo T') como

vr(p) = ind[l — Pr,(0)]

En ocasiones es posible calcular el indice utilizando la ecuacién variacio-
nal,

(4.1) y' = f=(L,0(0))y,

que es una ecuacion lineal y periddica a la que se puede aplicar la teoria de
Floquet. Se comprueba, gracias al teorema de diferenciabilidad de Peano,
que Pr es un C'—difeomorfismo tal que la matriz jacobiana P}((0)) es
una matriz de monodromia de (4.1). Ln consecuencia los multiplicadores
caracteristicos de (4.1), gy, ..., pn, son los valores propios de Pr(¢(0)). Por
tanto, si y; #1,1=1,---, N,

17() = sign[det(I — Py((0)] = sign{(1 = m) -+ (1 — uw)}.

(En el caso y; = 1 para algin ¢, los términos no lineales en () influyen
sobre el indice ).

Por el hecho de ser ¢ T'—periddica serda automaticamente nT'—periddica
(n > 2). Diremos que ¢ es aislada (periodo nT") si ¢(0) es un cero aislado
de I — P,r. En tal caso se define el indice de ¢ (periodo n1") como

Tt () = ind[l — P, o(0)]

No es dificil concluir que P.;(¢(0)) = P;(¢(0))". Como consecuencia, si
pr#£1,1=1,---,N, se tiene

() = sign{(1 = 1) - (1 = ki)

En resumen observamos que para una solucién periddica aislada pode-
mos construir una sucesion de indices que, en los casos mas simples, pueden
ser calculados a partir de los multiplicadores caracteristicos de la ecuacién
linealizada.




Notas Bibliograficas 4

El material de esta seccién se desarrolla en [4].

13
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5. Estabilidad e Indice

Sea (t) una solucién T'—periddica de (*). Se dice que ¢ es estable si se
cumple:

(¢, €) definida en [0, o)
(HVe>0 36>0:[6—p(0)]<béd=>
[2(,6) — p(0)] < € V2> 0

Si ademas se cumple

N

()3 p>0: 16— p(0)] < p=limyo [2(L,€) — @(t)] =0,

se dice que  es asintéticamente estable.

(Se puede probar utilizando (z) que el limite que aparece en (¢7) es uni-
forme en [€ — ¢(0)] < p).

En ocasiones es posible extraer informacién sobre la estabilidad de una
solucién periddica a partir de la ecuacidn variacional. De hecho si pq, -+, un
son los multiplicadores caracteristicos se cumple:
lpil < 1,2 =1,---, N = ¢ asintSticamente estable
|#i] > 1 para algin ¢ = ¢ inestable

El caso |p;| < 1 Vi, |pi| = 1 para algin 4, es critico y la estabilidad no
puede ser decidida a partir de la ecuacidn linealizada.

Nos proponemos ahora analizar qué conexiones pueden existir entre la
estabilidad asintética de una solucion periddica y sus indices.

Comenzamos suponiendo que ¢ es asintdticamente estable y queremos
calcular sus indices. En primer lugar observamos que, gracias a 1), ¢ es
aislada con respecto a cualquier periodo y por tanto los indices estan bien
definidos. Se cumple:

(A) ¢ asintdticamente estable = v,r(¢) =1Vn > 1

Este resultado se debe a Krasnoselskii y su demostracién, complicada,
usa un refinamiento del teorema de punto fijo de Brouwer debido a Browder.
No obstante vamos a ver que v,7(¢) = 1 si n es suficientemente grande.

(Sea B, la bola de centro ¢(0) y radio p. Se sigue de iz) que si £ € B,,
limpoo Par(€) = ©(0). Ademds esta convergencia es uniforme. Por tanto,
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para n grande, I — P,r estd muy cerca de I — ¢(0) y, por las propiedades del
grado,

Yur(@) = degll — Por, B,,0] = deg[l — (0), B,,0] = 1)

Este resultado es util para probar la existencia de soluciones que no son
asintéticamente estables (si su indice no es 1). De mayor interés seria el
reciproco de (A) pero éste, como veremos, es falso en general. Para concluir
la estabilidad asintética a partir de la teoria del grado seria preciso obtener
reciprocos parciales de (A). Esta posibilidad esta intimamente ligada a la
dimension N de la ecuacién.Discutimos los casos mas simples.

Dimension N=1

Al tratarse de una ecuacion escalar la aplicacién de Poincaré es un funcién
de IR a IR. Por las propiedades del grado en dimensién 1 se cumple, para
cualquier solucién periddica aislada, |yr(¢)| < 1. En este caso si es posible
caracterizar la estabilidad en términos de grado.

Se cumple:

(B) ¢ es asintéticamente estable <= @es aislada (periodo T')y

vr(e) =1
Veamos la idea de la demostracion.

(La implicacién = se sigue de (A). Para probar < observamos que si
yr(¢) =1 la aplicacién I — Pr tiene una grafica del tipo

P(0)-5 ‘”/E

0 +5
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Por tanto, si £ € (¢(0),»(0) +6), & > Pr(£), mientras que si £ € (¢(0) —
8,0(0)),6 < Pr(€). En consecuencia el flujo de la ecuacion se contraera
después de un periodo de acuerdo a la grafica

PO+S ¥ .
PO

P05

lo que implica que ¢ es asint. estable

Dimensién N=2

Comenzamos con un ejemplo simple:
2’ =a (v € IR?)

El diagrama de fases es de la forma

2

La solucién T'—periddica ¢ = 0 es aislada y evidentemente inestable.

Calculamos la aplicacién de Poincaré, P,p(€) = e"T¢.

Por tanto v,r(p) = sign[det((1 —e"")I] =1 ¥n > 1

Es decir, en dos dimensiones el reciproco de (A) es falso.

Si analizamos de nuevo el ejemplo observamos que se trata de un flujo
expansivo. Vamos a imponer una condicién sobre f(t,z) que elimine esta
posiblilidad. Supondremos

(H)  divef(t,7) = O fi(t, @) + Ipafall,2) <0, V(t,z2) € R x IR?
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Es bien sabido que esta condicién hace que el flujo contraiga areas, al
contrario de lo que ocurria en el ejemplo. La condicién (H) se cumple para
las ecuaciones de la mecanica con disipacion.

Una consecuencia util de (H) y la identidad de Jacobi-Liouville es la
siguiente: Sea ¢ solucién T —periddica de (%) y py, g2 los multiplicadores
caracteristicos de la ecuacion variacional, entonces 0 < py - pg < 1.

De este hecho se deriva que si se verifica (H ) el indice cumple |y7 ()| < 1.
Ello se debe a que I — Pr(¢(0)), con valores propios 1 — py,1 — p2, no puede
ser idénticamente nula.

Pe todas formas la hipdtesis (H) no es suficiente para conseguir un re-
sultado como (B). Ahora el contraejemplo es mas delicado pero se puede
construir una ecuacién lineal no auténoma de la forma

z’ = A(t)z con A T—periddica, traza A(t) < 0 Vt € IR, y tal que los
multiplicadores cumplan p; < —1 < g2 < 0. Entonces ¢ = 0 es una solucién
T —periddica inestable que cumple.

(@) = sign{(l — p)(1 — p2)} = +1.

Observamos sin embargo que en este ejemplo

vor(p) = sign{(1 — ui)(1 — u3)} = -1.

El indice de periodo T no es apto para caracterizar la estabilidad asinté-
tica, pero si lo serd el indice de periodo doble. Se cumple:

(C) ¢ es asintéticamente estable <= ¢ es aislada (periodo 27") y

Yor () =1

(La demostracién es complicada y combina técnicas de la teoria del grado
y de variedades invariantes.)

Este resultado permite poner de manifiesto la relacién, en principio sor-
prendente, que hay entre la estabilidad de soluciones T'—periddicas y la no
existencia de sub-armoénicos de orden 2. Lo veremos en un ejemplo.

Ejemplo : Sea de nuevo la ecuacién de Dufling
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v+ 2y +y° = Asint.

Vamos a probar que si esta ecuacion no tiene sub-armoénicos de orden 2
entonces tiene al menos una solucién 27 —peridédica que es asintéticamente
estable.

(Supongamos que no hay sub-arménicos de orden 2, de modo que toda
solucién 4w —periddica es, en tal caso, 2r—peridédica. Por lo ya estudiado
sabemos que existe una bola B de IR? tal que deg[l — Par, B,0] = 1. De igual
modo podriamos haber trabajado con 47 como periodo inicial y concluir que

deg[I — Pyr, 3,0] = 1.

Un profundo resultado de Nakajima y Scifert establece que el numero de

soluciones 27 —periddicas de la ecuacién de Dufling es finito. Sean ¢y, -+, ¢,
dichas soluciones. En nuestro caso se cumple (H) y por tanto |y4-(pi)| <
1, :=1,---,p. Ademas, las propiedades del grado implican

P
1 = deg[l — Pir, B,0] = 3 7an (i)
1=1

Por tanto existe ¢ tal que yur(p:;) = | y se sigue de (C') que ¢; es
asintoticamente estable.

Notas Bibliograficas 5

El resultado de Krasnoselskii (A) se enuncia en [4]. Una demostracién
se sigue del teorema 39.1 en [6]. Los primeros resultados en los que se ob-
tenia estabilidad a partir del grado se deben probablemente a Cronin [1].
Sin embargo sélo se tratan casos hiperbdlicos y con pequeno parametro. La
equivalencia (C) es el resultado de sucesivos refinamientos en [12,13,14] que
concluyen en [15], donde se obtiene una extensién de (C) a cualquier di-
mension. En estos trabajos también aparecen varias aplicaciones a problemas
en mecanica.

El resultado de Nakajima y Seifert a que se hace referencia aparece en
[11]. Para valores de A no muy grandes Mawhin probé la existencia de una
solucién periddica de la ecuacién de Dufling asintéticamente estable en [8]
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Problemas Abiertos

1. Elresultado (C') admite una extensién a sistemasen IRY N > 3, eincluso a
dimensién infinita, cuando se sustituye ( H) por una hipdtesis apropiada. Sin
embargo las aplicaciones de este resultado obtenidas hasta ahora son siempre
en dimension 2. Seria interesante encontrar aplicaciones en dimension N > 3.
Un poco mas lejos, ;Como se aplican estas ideas a ecuaciones de evolucién
en derivadas parciales? Probablemente algunas de las ideas recientes sobre
sistemas dindmicos en dimensién infinita scan utiles

2. Las orbitas cerradas de un sistema auténomo tienen asociados ciertos
indices definidos a partir del grado topoldgico (ver[6]). ;Qué relaciones se
pueden hallar entre estos indices y la estabilidad orbital?

3. Las relaciones que existen entre la estabilidad (no asintdtica) y el grado
son bastante complejas. En [6] se trata esta cuestion para puntos de equili-
brio de un sistema auténomo, pero el caso de soluciones periodicas no se ha
tratado. Resultados en esta linea podrian ser usados en la teoria de sistemas
hamiltonianos.
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