
ALGORITHrqE EUCLI 91E8! :.I'DF.?JS ALGBWS 

ARITBMPTIQUES PRIYGIPALES 

POR 

R.AJ K. F?.AFXnlJD,!'z ET VICTOR " I L n I S - ~ T z n a ~ z  

FZPhRT.?."?EZ?TO ?,? "ATEr7rL'? I CL?\ 

FACULTAn SE CIENCIAS 

IJP!IVEF'.SI~.~LD DF TBS W79PS 

F!ZRIl?.r. - TE??EZUELA 



ALGORITHME EUCLIDIEN DANS ALGBRES 

NOTE DE RAJ 

0 

ARITHMETIQUES PRINCIPALES 

VICTOR ALBIS-GONZALEZ 

Dans c e t t e  n o t e  nous  m o n t r o n s  q u e ,  s o u s  c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s ,  

chaque  o r d r e  p r i n c i ? a l  d ' u n e  a l g g b r e  a r i t h m g t i q u e  e s t  euclidien.  

I n  t h i s  n o t e  we show t h a t ,  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s ,  e v e r y  

p r i n c i p a l  o r d e r  o f  a n  a r i t h m e t i c  a l g e b r a  i s  e u c l i d e a n .  

S o i t  A un a l g g b r e  s i m p l e  c e n t r a l e  s u r  un c o r p s  g l o b a l  K t e l  

q u e  A s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  d l E i c h l e r .  N o t r e  b u t  e s t  d e  

m o n t r e r  q u e ,  s o u s  c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s ,  c h a q u e  o r d r e  p r i n c i p a l  

d e  A es e u c l i d i e n .  C e c i  g e n e r a l i s e ,  d a n s  un  c e r t a t n  s e n s  , 
l e s  r e s u l t a t s  s u i v a n t  d e  E i c h l e r ,  Q u e e n  e t  W e i n b e r g e r .  

rc 
THEOREME ( Z i c h l e r ,  1) .  S o i t  A un a l g 6 b r e  s i m p l e  c e n t r a l e  s u r  

un  c o r p s  d e  nombres  a l g e b r i q u e s  K .  S o i t  U l e  p r o d u i t  d ' u n  

i n f i n i  d e  p r e m i e r s  d e  K q u i  r a m i f i e  d a n  A .  A l o r s  c h a q u e  

o r d r e  maximal d e  A e s  e u c l i d i e n  s i  K e s  e u c l i d i e n  mod U, 

f 
T H E O R ~ C I E ( Q U ~ ~ ~ ,  -- 4 1. S o i t  K un c o r p s  d e  f u n c t i o n s  d'une var iable  

s u r  un c o r p s  f i n i .  S o i t  S  un  e n s e m b l e  non v i d e  d e  v a l u a t i o n s  

d e  K e t  OS l ' e n s e m b l c  d ' e l e m e n t s  d e  K i n t e g r a l  d a n s  chaque  

v a l u a t i o n  d e  K q u i  n ' o s t  p a s  d a n s  S .  A l o r s  OS e s t  euclidien 

s i  OS e s t  p r i n c i p a l  e t  S p o s s e  d e  a n  mo ins  deuv  bl.Gmenta. 

f \ 

THEOKE!!E(iJeinbex:r, 6 . S o i t  K un c o r p s  d e  nombres  a l g i b r i q u e s  

t e l  q u e  S O U  a n n e z u  d ' e n t i e i 7 s  e s  p i - i n c i p a l  e t  p o s s e  d e  u n  i n f i n i  



d ' u n i t g s .  A l o r s ,  un h i p o t h g s e  d e  Riemann g e n e r a l i s e e  implique 

. q u e  I . ' anneau  d ' e n t i e r s  d e  K es t  e u c l i d i e n .  

S o i t  K un c o r p s  g l o b a l  e t  s o i t  R un domaine d e  Dedekind 

a v e c  K comme c o r p s  d e  f r a c t i o n s .  A l o r s ,  nous  d i s o n s  q u e  un 

K-a lggbre  s i m p l e  c e n t r a l  A s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  d l E i c h l e r  

r e l a t i v e  a R s i :  

(1) K e s  un rn1r.p~ d e  nombres a l g e b r i q u e s  , e t  ( A :  K )  f 4 s i  A' 

r a r n i f i e  a ' c h a q u e  "non-R" p r e m i e r  d e  K .  

0 0 ( 2 )  K e s t  un c o r p s  de  f u n c t i o n s ,  e t  q u e l q u e  "non-R" p r e m i e r  

d e  K n ' e s t  r e m i f i  d a n s  A. 

M a i n t e n a n t  nous  d e f i n i r o n s  un g r o u p e  c l a s s e  r a y o n  c l  ( R ) .  La A 

n o t a t i o n  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  c e l l e  d e  R e i n e r  [5] : 

Nous p l a s o n s  

I ( R )  = g r o u p e  m u t i p l i c a t i f  d e  R- ideax  d e  K 

P(R) = s o u s - g r o u p e  d ' i d e a u x  p r i n c i p a u x  d e  K 

I ( R )  - Cl (R)  = - - g r o u p e  classe i d e a l  d e  R P(R) 

S = ensemble  de  t o u t e  l e s  i n f i n i s  p r e m i e r s  d e  K q u e  r a m i f i e n t  

d a n s  A. 

V(A) = { a  E K- { Q j  : a p  > 0 p o u r  chaque  P d a n s  S) 

PA(R) = { R a  : a < V ( A ) l  = g r o u p c  r a y o n  (mod S ) .  

i(R) A l o r s ,  C I A ( R )  = 
.( i:~ 

e s t  d s f i n i  commc l e  g r o u p e  c l a s s e  ?.ayon 

mod S .  



D e  l a  d e f i n i t o n s  d e  C l ( R )  e t  c lA(R)  nous  voyons que  il existe 

un ep imorphisme 

S o i t  m a i n t e n a n t  PA un o r d r e  maximal d e  A t e l  q u e  l e  numer6 

d e  c l a s s e  h ( A ) d e  A e s t  1, c g s t - a - d i r e ,  A e s  p r i n c i p a l .  

/ 
Pour  m o n t r e r  q u e  l e  numero de c l a s s e  d e  K e s t  1, nous  a m n s  

\ 
b e s o i n  d u  Thgoreme S u i v a n t e .  

\ \ 
THEOREME(Swan, 5 ,  p. 3 1 3 ) .  S o i t  A une  K-a lgebre  s i m p l e  central  

a v e c  l a  c o n d i t i o n  d l E i c h l e r  p a r  r a p p o r t  a R .  A l o r ,  l 'ap$cat ion 

norme r e d u i t e  i n d u i t  un i somorphisme.  

1 I c i  C 1  (A)  s t  l e  g roupe  a d d i t i f  d e  l e s  classes dlisomrphismes 

d e  A - i d e a u x  a gauche  dans  A.  

Remarque ( i )  S i  A e s t  maximal ,  a lors  

I 
c l r ( A )  - c l  (A) 

( i i )  h ( A )  = # [ C l L ( ~ ) )  e t ,  s i  A , s o n  o r d r e s  maximaux 

de A ,  a l o r s  h ( n )  = h ( A )  . 
' w 0 

THEOREME 1. S i  h ( A )  = 1, a l o r s  h (R)  = nwnero d e  c l a s s e  de 

K e s t  1. 

Preuve:  immdiatement  de  (11, ( 2 )  e t  l e  remarque  ( i i ) .  



M .  K n e s e r  e t  R .  Swan n o u s  o n t  communiqu6 une  p r e u v e  a s s e z  s i m p l e  

d e  l a  T h ~ o r h n e  d e  l a  norme d t E i c h l e r ,  q u i  e s t  une  g e n e r a l i z a t i o n  

du S a t z  5 d e  [I]. L a  p r e u v e  d e  Swan u t i l i s e  l e  Th~or \ eme  d e  l a  

norm l o c a l  e t  l e  Th6orklne d e  l ' a p p r o x i m a t i o n  f o r t e .  Le cas oG 
# 

K e s t  un c o r p s  n u m e r i q u e ,  l e  ~ h g o r k r n e  d e  I ' a p p r o x i r n a t i o n  f o r t e  

a e t 6  d e m o s t r d  p a r  K n e s e r  dan  1 2 3  . P o u r  l e  cas d t u n  c o r p s  d e  

f o n c t i o n s  l a  p r e u v e  f a i t e  p a r  P r a s a d  a p p a r a i t  d a n  [3]. Nous 

e t t a b l i s o n s  d e s s o u s :  

~ h 6 o r 2 m e  d-e l a  Norme d l E i c h l e r .  S o i t  A u n e  K-alg\ebre  s i m p l e  

c , e n t r a l e  a v e c  l a  c o n d i t i o n  d t E i c h l e r  p a r  r a p p o r t  a R .  S o i t  U 

l e  p r o d u i t  d t u n  i n f i n i  d e  p r e m i e r s  d a n s  K q u e  r a m i f i e n t  d a n s  A .  

S o i t  A un o r d r e  maximal  d e  A e t  s o i t  I un i d e a l  b i - l a t e r e  d e  

A . S o i t  a d a n s  A e t  b d a n s  R t e l s  q u e  

n($') 5 b(mod I) e t  b  Z n ( u )  E 1 (mod U )  

Alors ,  il e x i s t e  l3 d a n s  A t e l  q u e  

I c i  n ( a )  e s t  l a  norme r e d u i t e  d e  a . 

L a  p r e u v e  d s  c e t  ~ h 6 o r Z m e  a p p a r a i t r a  a i l l e u r ,  d a n s  l e s  n o t e s  d e  

Swan. 

Nous d i s o n  q u e  un c o r p s  g l o b a l  K e s t  e u c l i d i e n  mod U p a r  

r a p p o r t  a l ' a l g o r i t h m e  @ s i  e t a n t  d o n n e s  a ,  B d a n s  R ,  a v e c  

a Z 0 E 1 (mod U )  i l s  e x i s t e n t  y ,  f3 d a n s  R t e l s  q u e  

a = B . y  + 6 



e t  s o i t  6 = 0  ou  s o i t  $ ( 6 )  < $ ( B )  e t  6 1 (mod U ) .  

Thgorgrne P r i n c i p a l .  S o i t  A un a l g e b r e  s i m p l e  c e n t r a l  s u r  

un c o r p s  g l o b a l  K .  S o i t  R un domaine d e  Dedekind t e l  que  

l e  c o r p s  d e s  q u o t i e n t s  d e  R e s t  K .  S o i t  U l e  p r o d u i t  

d ' i n f i n i  d e s  p r e m i e r s  de  K q u e  r a m i f i e n t  d a n s  A. Supposons 

m a i n t e n a n t  que:  (1) S i  K e s t  un c o r p s  numer ique ,  s o i t  U 

v i d e  e t  F! l ' a n n e a u  d e  Dedekind d e  K a v e c  un i n f i n i d 1 W t 6 s .  

( 2 )  S i  X e s t  un c o r p s  de  f o n c t i o n s ,  s o i t  R d e  l a  forme 

Os a v e c  l ' e n s e m b l e  d ' e l e m e n t s  de  K i n t e g r a l  a  chanque 

v a l u a t i o n  de  K q u i  n ' e s t  d a n s  S  e t  supposons  q u e  #(S) - > 2 .  

S i  e s t  un o r d r e  maximal d e  A a v e c  numero d e  c l a s s e  h ( A ) =  1, 

a l o r s  A est  e u c l i d i e n  pour  un c e r t a i n  a l g o r i t h m e .  

Preuve:  P a r  Thgoreme 1, h  ( A  ) = 1 i m p l i q u e  q u e  R es t  p r i n c i  - 

p a l .  U t i l i s a n t  les r e s u l t a t s  d e  Queen ,  Weinbe rge r ,  e t  les  

s u p p o s i t i o n s  d a n s  U ,  on t r o u v e  q u e  K e s t  e u c l i d i e n  mod U 

p a r  r a p p o r t  a  un c e r t a i n  a l g o r i t h m e  m u l t i p l i c a t i f  $ . 

Pour m o n t r e r  q u e  e s t  e u c l i d i e n  p a r  r a p p o r t  a  41 0  n  on p rocede  

comme s u i t :  

S o i e n t  a ,  B d a n s  ~1 a v e c  0 un d i v i s e u r  d i f f e r e n t  d e  z e r o  

dans  A. On p e u t  s u p p o s e r  q u e  l e  P.G.C.D. d e  a  e t  B est  1. 

~ ' a u t r e  p a r t  n ( a )  e t  n ( B )  s o n  d a n s  R a v e c  n ( B )  # 0. E t a n t  

donne que  K e s t  e u c l i d i e n  mod U ,  a l o r s  il e x i s t e  d  d a n s  R 

t e l  que  

n ( a )  - d ( R n ( B )  



e t  d  1 (mod U ) ,  $ ( d l  < $ ( n ( B ) )  

P a r  l e  ~ h ~ o r $ m e  d e  l a  norrne D I E i c h l e r ,  il e x i s t e  un e n t i e r  6 

a v e c  

n ( 6 )  = d  e t  6 E a (mod A n ( B ) )  . 

Ceci i m p l i q u e  que 6  - a  e s t  d a n s  B A . 

Donc 
a = B y + 6  

p o u r  un c e r t a i n  y  d a n s  A . A u s s i  

e t ,  p a r  c o n s e q u e n c e ,  A e s t  e u c l i d i e n  p a r  r a p p o r t  a $ o  n  . 

Remarque ( i )  S i  K e s t  un c o r p s  numer ique  e t  l ' i n d e x  (A:K) 

e s t  i m p a i r e ,  a l o r s  U e s t  t o u j o u r s  v i d e  . 
( i i )  Nous n ' a v o n s  p a s  beaucoup d ' i n f o r m a t i o n  c o n c e r n a n t  

l ' a l g o r i t h m e  mod U p o u r  l e s  c o r p s  numer ique .  Dans un a u t r e  

a r t i c l e  nous  e t u d i o n s  c e t  a l g o r i t h m e  p o u r  l e s  c o r p s  q u a d r a t i q u e s  

r e e l s .  

Nous sornrnes r e c o n n a i s a n t s  a M .  K n e s e r  e t  R .  Swan d e  nous  avoir  

communique l e s  p r e u v e s  du Th6orGme de  l e  Norme D t E i c h l e r .  
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