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Abstract

En estas notas estudiaremos algunas propiedades importantes de los
ntmeros de Bernoulli tales como la Formula de Sumacion de Euler-
Mac Laurin y la expansién en series de Fourier de los polinomios de
Bernoulli, asi como también la aplicacién de estas propiedades en el
calculo de la suma de algunas series numéricas convergentes de po-
tencias reciprocas, la funcién generatriz de los niimeros de Bernoulli y
algunas cotas importantes para los nimeros de Bernoulli.

1 Preliminares

Definicién 1.1 Los polinomios de Bernoulli denotados por By, (x) se de-
finen de la siguiente manera:

(m —

™ Ui le‘m*j
Bon(z) = ot m! Z; om0
]:

donde los By, para todo m > 1, son los numeros de Bernoulli y estan dados
por la siguiente fomula de recurrencia:

m—1
m
0=1+ . | B;,paratodom > 1 1.1
Z() o0 (1)

Lema 1.2 Los polnomios de Bernoulli B,,(x) satisfacen las siguientes rela-
ctones:
By, (z) = By ,paratodom > 1
B,,(1) = By ,paratodom > 2
By (I‘) =14+ B
L

pe ma1(®) = Bn(x), paratodom > 1 (1.4)
m

* This research was partially supported by CDCHT-ULA under proyect C-677-94-05-E.
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2 La Formula de Sumacion de Euler-Mac Laurin

En esta seccion estudiaremos como intervienen los polinomios de Bernoulli
en el desarrollo de las sumas parciales de una funcién continua, con tantas
derivadas continuas como sea necesario.

Lema 2.1 Si f(x) es una funcion continua en R y q-veces diferenciable

entonces
( (x)f(’"”(x)]l> L ' By@) 9 do

1 q
| f@a 2; N
(2.5)

T 1

1
Demostracién. Como Bj(x) = = — 5 e verifica que Bj(z). A su vez,

como f(x) es una funcién continua en IR se cumple que f(x) es una funcién
integrable en IR; en particular, f(z) es integrable en [0,1]. Entonces,

[ s = [ rwpie

De donde, por integraciéon por partes se tiene:

/O () de = Bi@)f(x)], - /0 "By (2) () d

Usando la férmula 1.4, resulta que:

/f )dz = By (x —/ Bl(x

De nuevo, integrando por partes, obtenemos:
1 1 1

| £@By@)ds = f@B)] - [ Bala)" ) da
0 0

Lo cual implica:

1

/ Fla)dz = By(a)f(2)]) — 5 Ba(a) (@) + [ Ba(o) ()

= @) + Sl Batw) )] + (-2 /01 ) e
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r=1 rl 0 2!
Es decir,
1 2 r—1 1
(-1) B By(a)
[ rwe =3 = m @ w0 [ w

Supongamos por hipdtesis de inducciéon que para g — 1 es valido:

/ e = Y U (Br@)f“—”(x)\l)

-1
0
r=1

1 xT
weat [ ) d

Veamos que para q es cierta. De nuevo, por la formula 1.4 se deduce
que:

IBQ—l(x) (r=1)(p x_l ! P () £ () da
/0 (q—l)!f ()d =4/ By(z)f* (x)d

En consecuencia,

Integrando por partes, nos queda:

1 1 1
/ f(q—l)(x)B(/I(x) dr — f(q_l)(x)Bq(@)O - / B;($)f(q_1)(x) dx
0 0

Asi

/01 fz)de = zq:l (—1)!’“_1 (Br(x)f’”‘l(:r)‘;) + (_qPq /01 By(2)f () do

r

Luego, para ¢ también es valida. Por consiguiente, la férmula 2.5 es
cierta para todo ¢ > 1. |
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Teorema 2.2 Si f(x) es una funcion continua en IR g-veces diferenciable
entonces:

/ fla dx+z DeeI®) 7O @) + Ry (26)

n= a+1

para todos los enteros positivos a,b con a < by

A / By — [a]) /) (2) da (27)

La formula 2.6 con Resto 2.7 es conocida como la Férmula de Suma-
cion de Euler-Mac Laurin.

Demostracién. Como By(z) = = — 5 por la férmula 2.6 para todo ¢ > 2

se verifica:
1 d (r-1) 1
x = ) fU D (2
[ 1= miie], + 35 — (@rw))
—1)2 !
) Bq<a:>f<q><w>dx:f<1>—§<f<1>—f<o>>
q: 0
(1 N
3 S (B @] )+ S [ s i
9 / 1\yr—1
= 1)~ 50— £O) + 3 T (5,000 1) - B0} 0)
r=2
(=n [ (@)
+ o /[)Bq(:r)f dx
De donde, .
/ fla)de = (1) = 5 (£(1) - £(0))
0
(r—1) (r—1) (=17 ! )@ gy
+Z D00 = B0 0) + S [ B0

Lo cual implica que,

1
— [ 1@y dz+ 5000) - 7))
0
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4 qyr—1 _
-y SV B )0 1) - B (0) £V (0)) -
r=2

7!

Por las formulas 1.2 y 1.3 se cumple:

= [ @i (=) v - o)
1)(=1)r2

+Z(_)r!

r=2

[

(B(1) "D (1) = B(0) "~ 1(0))

(-1

+ |
q:

/1 Bq(x)f(Q) dx
0

! (=1)! (1-1) (1-1)
= f(x)dz + TBl(f (1) —f (0))

n Zq: M(Br(l)f(“l)(l) — B(0)f"1(0))

(-1
q

1
(9)
+ /0 By(x) f\Y dx

1 9 / 1\r
- [ 1w+ Y S B 00 - D)
r=1 ’

(=D

T !
q:

/ 1 By () f9 dx
0

En consecuencia,

r!

1 9 1\
Q) = /0 fayde+ 3 T g ey - pe-0 (o))
r=1
(

_1)q71
q!

1
) £ D (2) dx .
" /OBq< )FO (@) d (2.8)

Reemplazando f(x) por f(n — 14 z) en la formula 1.4 se tiene:

1 a i\
ro) = [ s veaaes S E B () - V)
r=1 ’

(-1

T |
q:

1
/ By(x)f D (n -1+ z)dzx
0
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Ahora, sumando desde n = a + 1 hasta n = b resulta:

Zb: f(n Z/fn—l—i—x

n=a+1 n=a+1

b q r
+ Z Z (_1) Br(f(rfl)(n) B f(rfl)(n o 1))

b C1yg—1 p1
Loy B /OBq( D1+ 2)de = Z

n=a-+1

O .
+> B, Y (f" V() — fr D0 —1))

r=1 : n=a+1

By a1+ ) do = [ @)

3 (_f)TBAf“*“(b) ARl

r!
r=1
+(*1) / By(z)fD(n—1+z)da
q n=a+1
Asi,
b q T
/f dt+2 B (£ (b) - £ (@)
n= a+1 r=1
—1
+ / By(2)fD(n -1+ z)dx
n=a+1

Sea R, el error de orden ¢ cometido en la estimacién de la suma parcial
de f(x) entre a+ 1y b, definido por:

Rq: / By(x)fD(n =1+ z)dx,paratodog>1  (2.9)

n=a+1
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Haciendo el cambio de variable t = n—1+x en la férmula 2.9, nos queda:

b

R, = By(t —n+1)f9(z) dz
n=a +1
- (‘1),“ 3 / Byt — (n— 1) f9(t) da
¢ g /nt
Luego,
R, = (_1(1);,_1 Xb: /n:Bq(t(nl))f(q)(t) dx

n=a+1
Ahora, como [t] =n — 1 para todo t € [n — 1,n), se deduce que:

b

3 / "1 By(t — (n— 1)f9(t) da

n=a+1"""

— () (t) de

n=a+1

- ql/B f(q()

Por consiguiente,

(1!

b
R, = ' / B, (t — [t)) £ 9 (t) dx , paratodoq > 1
q: a
Por lo tanto,
=D (b) — FD(a)) + Ry
n= a+1
Con lo cual se infieren los resultados del teorema. [ |

3 Expansién de Fourier de los Polinomios de
Bernoulli

En esta secciéon definiremos una extension periédica de los polinomios de
Bernoulli y hallaremos su expansién en serie de Fourier.
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Teorema 3.1 Para todo q > 1 las funciones
U, (t) = By(t —[t]), cont € R

tienen una expansion en series de Fourier de la forma:

S —1)* - sen(2mn
Wopa(t) = 3 . (2]§2W;))2!k (2mni)
n=1

o (t) = Z 2(—1)kz(2k)! cos(2mnt) (3.10)

2k
— 27n)

para todo k > 1

Demostracién. Como los polinomios de Bernoulli By(t) para ¢ > 2 son
funciones continuas en todo IR, y ademads, por las férmulas 1.2 y 1.3 se veri-
fica que las funciones W, (t) para ¢ > 2 son funciones continuas y periédicas

1
de periodo 1. A su vez, como Bi(t) =t — 5 e cumple:

1
Uy(t)=t—[t] — 3 paratodot € R

también es una funcién periédica de periodo 1 pero con discontinuidades de
salto de longitud 1 para los t € IR. Entonces, las funciones ¥, (t),para ¢ > 1,
son funciones de variaciéon acotada sobre todo intervalo de longitud finita.
De donde, ¥, (t) para todo ¢ > 1 tiene una expansién en serie de Fourier,
dada por:

(9) o
U, (t) = ‘% + 3 (a9 cos(2mnt) + bY sen(2mnt)) (3.11)
n=1
para todo ¢ > 1, con
1
ald) = 2/ By(x) cos(2mnz) dz , paratodon > 0 (3.12)
0
1
b = 2/ B,(x) sen(2mnx) dz , paratodon > 1 (3.13)
0

Hallemos los coeficiente de Fourier, considerando primero el caso n = 0
en la férmula 3.12:

1
aéq) = 2/0 By(x) dx
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Por la féormula 1.4 y el Teorema Fundamental del Célculo, se tiene:

2

1
1
a(()q) = 2/0 mBéH(x) dr = m(BqH(l) — B4+1(0))

Por las formulas 1.2 y 1.3 resulta:
By+1(0) = Bg41(1) = Bg41, paratodog > 1
Lo cual implica que,

a(()q) =0, paratodoq > 1
Una vez considerado el caso n = 0, consideremos el caso n > 0. Por
integracion por partes en la férmula 3.12 para n > 0, se deduce que:

2mna |1 L sen(27mna)
(q) — _ | =2 g
a, ) =2 <Bq(x) ‘ /0 o By () dm>

2mn lo

1 o1t
= %Bq(x) sen(27mac)‘0 — m/o By (x) sen(2mnx)
1 M
i ; B, () sen(2mnx) da
Esto es,
1 M
ald) = o ) B/ () sen(2mnz) da

De acuerdo con la férmula 1.4 tenemos:

I 1!
o /) B, (x) sen(2mnz) do = o /) qBy—1(x)sen(2mnx) dx
— _ibgﬁl)
2mn
Es decir,
ald) = —qu(qul), paratodon > 0 (3.14)

2mn
En particular, tomando By(z) = 1 cuando ¢ = 1 nos queda:

1 I 1 cos(2mnz) |t
MH—___~p0__- [ B 2 dr = — — =" 71 —
n 2mn " ™ Jo o(@) sen(2mnz) dx 2tn 2mn o 0

O bien,

ag) = 0paratodon > 1
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Andlogamente, por integracién por partes en la formula 3.13 para ¢ > 2,
se obtiene:

bD = 2 (—Bq(x)cos(%m)) ‘1 B /01 _cos(2mnz) o, (z) dx

2mn 0 2mn a

1 1 I
= <Bq(x) cos(27rmc)‘0> + m/o B/ () cos(2mna) dx
L [ Byfw)eos(emne) d
= x)cos(2mnx) dz
™ Jo ¢
O sea,
bl@) = L /1 B! () cos(2mnz) dx
" ™ Jo ¢
De nuevo por la formula 1.4, se verifica:
L B! () cos(2mnz) dx = € 1 B,_1(x) cos(2mnx) dx = 4 (a1
™ Jo ¢ m Jo 4! 2t "
Esto es,
S 1 B! () cos(2mnz) dx = 2 4le-1)
m™m Jo ¢ 2 "
En consecuencia,
q _
b = %a%‘l U paratodoq > 1 (3.15)

1
En particular, como Bi(z) = = — iparaq = 1 integrando por partes se

cumple:
1
bH) = 2/ Bi(x) sen(2wnx) dx
0
_5 <—B (x)cos(27mm) ‘ N /1 COS(27Tn:E>Bi(I) dac) _ 1
2mn 0 2mn ™
Es decir,
1
b = —— paratodon > 1 (3.16)
1mn

Por otra parte,
MD:(—UQQJ—IM
n (271'71)22_1
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Ademas,
1 1/ 1 L 2(2.1)!
@_ Ly (1Y _ 2Dt
. 7rn< 7m> (=1) (27n)2—1
También,
p@ — L,

Por consiguiente,

_1)2 —_1)\!
p, 0, by, (2mn)21-1
1-1
4@ (=1)'—*2.(2.1)! 5 — 0

n (2mn)21 n

para todo n > 1. Supongamos por hipdtesis de induccién que para algiun
k > 1 es cierto que:

—1)*2(2k — 1)!

(2k—1) _ p(2k—1) _ (
a 0, n (27mn)2F—1

(2 _ (=1 12(2k)!
" (27rn)2k

De donde, por las férmulas 3.14 y 3.16 para 2k + 1 se tiene:

b2k — (3.17)

a(2h D) — (2k + 1)b7(12"3) _0
2mn
O bien,
aﬁfk’ﬂ) =0, paratodon > 1

Usando la férmula 3.15 para 2k + 1 resulta:

p2k-1) _ 2R+ 1 o (2k + 1)(=1)" '2(2k)! _ (—1)F12(2k +1)!
" 2mn " 2mn(2mn)2k (27rn)2k+1

(—D)*12(2(k +1) — 1)!
- (2mn) 2D~

O sea,

_1)k+1 Y
k-1 _ (=1)"2(2(k+1) —1)!
& B (27rn)2(k+1)—1 , paratodon > 1
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Lo cual implica que,

Crsn (@B oy (242 (CDF0(+ 1) ~ 1)
" 2mn " 2mn (27n)2(k+1)—1
(DMK + 1) (—1)M2(2(k+1) — 1)!
B (27rm)2k+1 - (27n) 2D —1
Esto es,
oks2) _ (ZDFI2(2(k +1) — 1)
a(2k+2) — @201 , paratodon > 1
A su vez,
k) _ 2k +2) ey _
" 2mn "
Es decir,
bgkﬁ) =0, paratodon > 1
En consecuencia,
LRI _ B2+ -1) _ (=DM12(2(k +1) = 1)!
n ’ n (2mrn)2(k+1)-1
LD _ (—1)*HD=12(2(k 4 1))! D) _ g
n (27['77/)2(16—"_1) ) n

para todo n > 1. Asi, las férmulas 3.17 son vélidas para k + 1; y por lo
tanto, para todo k > 1. Luego, por la férmulas 3.11 y 3.14 se deduce que:

> (—=1)k — 1)!'sen(2mn
Wor—1(t) = Bag—1(t — [t]) = Z =) 2(?;”)12)1:—1 )

n=1
Y k—1
L (=1)k- I'cos(2mn
) = Bt — ) = 3 (P )

para todo k > 1. Ahora, para ¥ (t) los valores enteros deben ser exceptuados
por las discontinuidades de salto de W1 (¢) en ¢t = 0. Sin embargo, la serie de
Fourier de Wy (t) en t = 0 converge a:

1/ .. : 1/1 1
2 <t£%1- 1) ﬂliréiq’l“)) =3 <2 - 2> =0

Esto coincide con la evaluacion de ¢ = 0 en la férmula 3.10. Por consi-
guiente, se infiere el resultado del teorema. ||
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4 Suma de Potencias Reciprocas

En esta seccién estudiaremos la aplicacién de los polinomios de Bernoulli en
el céculo de la suma de algunas series numéricas convergentes de potencias
reciprocas.

Teorema 4.1 (Series Geométricas) Para todo k > 1 tememos que la

serie numerica:
o0

1
Z = 72k P,, con P, € Q (4.18)

n=1

Demostraciéon. De acuerdo con el teorema 2.7 se verifica que para todo
g > 1 las funciones: ¥ (t) = B,(t — [t]), para todo ¢t € IR donde By(t) es
el g-ésimo polinomio de Bernoulli, son funciones periédicas de periodo 1.
Entonces,

U, (0) = V(1) = By(0), paratodoq > 1

A su vez, por las formulas 1.2 se cumple:
V(0) = By, paratodoq > 1

En particular, ¥(0) = Bgy para todo k > 1. Por otra parte, de la férmula
3.10 evaluando en ¢t = 0 se tiene:

2(-1)F 12k S 1
War(0) = ((;W)Q,S)Z 2k paratodok > 1
n=1
De donde,
2(—1)F 12k KN 1
Bop = ——-—5—— Z —5» baratodok > 1 (4.19)
(27T) n=1 n

Lo cual implica que:

22k7T2kB2k B i L
2(-1)F1(2k)! S n2k

En consecuencia,

o)
1 (_1)k7122k7132k
Zl % = 2k 25 , paratodok > 1 (4.20)
n=
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Asi, llamando

(_1)]@*122]{713

Py, = o] 2k, paratodok > 1
obtenemos:
= 1
Z —F = 72k Py, paratodok > 1
n
n=1
Luego, como (—1)F=1 22k=1 By (2k)! € R para todo k > 1, se deduce
que P, € QQ, para todo k 2 1. |

Observacién: Considerando distintos valores de k en la férmula 4.20 ob-
tenemos las siguientes estimaciones interesantes, para k = 1 resulta:

=1 2
_ -2 _
n=1
A su vez, si k = 2 entonces:
ii :774(_1)2334 _ a(=DBi _ mt (4.22)
— nt 4! 3 90 )

Nota: Las férmulas 4.21 y 4.22 fueron conocidas por Leonard Euler.

Teorema 4.2 (Serie Geométrica Alternante) Para todo k > 1 tene-
mos:

Z - _ 2%-1p 5
:OW—TF P]Ca COnPk;GQ (423)
Demostracion. De acuerdo con el teorema 2.7 se verifica:

Wok_1(t) = Bog_1(t — [t]), para todok > 1

De donde, por la formula 3.10 se cumple:

Wor1(t) =

2(—=1)*(2k — 1) & 2mnt
( ( )Zsen( Wn),paratodok:Zl

)
(2m)2k—1 o n2k—1

para todo k£ > 1 se tiene:

o) )00

Evaluando las funciones Wor_1(t) en t =
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A su vez,

1 2(=1)k(2k — 1)! <X sen(mns
Wop—1 <4> - X (2)7r§2'“_1 : Z:l ngk—f)

o0

2( k(2k —1)!
- )2k 1 Z 2n+1

’I’L

Lo cual implica que:

1 20-1D)F2k - 1) X (—1)”
Bo_1 (4) = (221 Z Gn 1)1 para todok > 1
n=1

En consecuencia,

0o ) _1)ko2k-2p,. (1
Z _ W%—l( ) 2k 1(4), para todok >1  (4.24)
— 27”L +1 (2k — 1)!

Asi, llamando:

(—1)%22*=2Boy,_1(3)

P =
2k (2k —1)!

, paratodok > 1

obtenemos:

7’L

(e.)
Z: Gy 1 = 12k~ Py paratodok > 1

con Py, € QQ para todo k > 1, ya que:

1
(—1)%,2%%72 Byp 4 <4

> ,(2k —1)! € Q, paratodok > 1

Luego, se infiere el resultado del teorema. ||

Observacién: Aunque para la suma de las potencias impares reciprocas no
hay una férmula conocida andloga a la férmula 4.18, la férmula 4.23 es una
alternativa para la suma de las potencias impares reciprocas alternas. Sin
embargo, si k = 1 en la formula 4.24 entonces:

> e~ (1)
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1 1 1
Como B;(t) =1t — 5 e verifica que B (4) - (4) De donde,

TL

o
Z 2n+1

n:l

La cual es conocida como la férmula de Gregory-Leibniz. A su vez, si

k = 2 en la férmula 4.24 entonces:

5
3 =7 1
2 (2n+1) 3! 379\4
1
Por otra parte, como Bs(t) = t(t — 1) <t — 2) se deduce que
1 3
By(>) =2
(i) -
Por lo tanto,
0 (_1)n 3

(2n+1)3 32

n=1
las funciones Wy (t) satisfacen la siguiente

Teorema 4.3 Par todo q > 2

desigualdad:
q!
U, ()| < —mm—=
[¥a0)] < 12(2m)a—2

(4.25)

Demostracion. De acuerdo con la formula 3.10 se verifica
1

o) . | >
sen(27rnt) < 2(2]€ 1) Z
(27T)2k—1 n?k—l
n=1

Do 1 (1)] = ‘2(-1)’“(% 1y G
n=1
De donde,
202k — 1) = 1
‘\I’%—l(t)l = 97 2k—1 Zn%—l (4.26)
n=1

De nuevo, por la formula 3.10 se cumple

o] = 21y 5 )

2(2k)! o~ 1
— (27r)2k n2k

n=1 n=1
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Lo cual implica que,

o)) < 2205~ L (1.27)

) < oy Lo
T 2m)e =2 12 (2m)%K
Luego,
1 q!
‘\Ifq(t” < 12 (2m)02’ paratodoq > 2
Por consiguiente, se infiere el resultado del teorema. [ |

Teorema 4.4 Par todo k > 1 los numeros de Bernoulli satisfacen la si-
guiente desigualdad:

2(2k)! 2k)!
2( )Z)k < [Ba| < 12((2#))2;@2

—

Demostracion. Por la férmula 4.19 se verifica:

2(2k)! = 1
= —7 — 4.2
| Qk‘ (27)2k P n2k (4.28)
A su vez,
2(2k)!
(27)2k ] an = (2m)% Z n2
De donde,
2k
‘ng’ 2 )2)k o paratodok > 1
nfl

Por otra parte, por la formula 4.21 se cumple:

22k)! = 1 2(2k)! 72 (2k)!

(2m)F &= n? — (2m)%* 6 12(2m)%2
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5

Lo cual implica que:

(2k)!
‘sz’ S W’ para todo k Z 1 (429)
Ahora de la férmula 4.28 se tiene:

202k)! = 1 _ 2(2k)!
(2m)2F £ n?F = (27)%

paratodok > 1

En consecuencia,

2(2k)!
|sz‘ > (2(7r)2)k paratodok > 1 (4.30)

Asi, de las férmulas 4.29 y 4.30 se seduce que:

2(2k)! 2k)!
(2(7T)2)k < ‘B%} = ]2((2,7T))2]€27

paratodok > 1

Luego, se infiere el resultado del teorema. ||

La Funcion Generatriz de los Numeros de
Bernoulli

En esta seccion estudiaremos una serie de potencias muy particular que
involucra a los nimeros de Bernoulli; asi como también su convergencia y
la funcién que ella genera.

Teorema 5.1 La siguiente serie de potencias:

o0

B

§ (—1)"—2", con By = 1
r

r=1

converge uniformemente a la funcion:

para todo z € C con |6Z’ #1y Re(z) #0
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Demostracién. Sea z € C con z = a + 3, para «, 3 € IR. Entonces, para
todo z € IR se verifica que la funcién:

f(z) =" =™ (ew)i, paratodox € R

Sean fi(z) = €™ y fo(x) = €®P, para todo z € IR; las cuales son
funciones reales de la variable real x. De donde,

f(@) = (fi(@)(f2(2))", paratodox € R

De acuerdo con la férmula 2.6 de Sumacién Euler-Mac Laurin se
cumple:

b

b q B
> glx) =/ g(x)dr 4+ (=1 = (g" V() — 9" V(@) + Ry (5.31)
a r=1

7!
n=a+1

para toda funcién g(z) continua en IR y g-veces diferenciable con a < b
enteros positivos y resto 74 dado por la féormula 2.7:

b

b
Z / By(2)g(n —1+z)dz (5.32)
n=a+17%

-1
oz V"
q
Como fi(z) y fa(x) son funciones continuas en IR y g-veces diferencia-
bles, para todo g > 1; se les puede aplicar la férmula 5.31. Ahora, tomando
la funcién f(z) = € en la férmula 5.31 paraz € Ry z€ IRcona=o0y
b = N se tiene:

N N q B
Zenz _ / e** dx + Z(_l)r%(zr—leNz o zr—l) + Rq
n=1 0 r=1 -

eNz 1 Nz Eq: T'BT' r—1
- P _;"i_( _1) r:1(—1) WZ +Rq
R B
_ Nz r=r _r—1
=@ DG+ ) ¢ R

Esto es,

N 1 & B
Y e = (N 1) (f + Z(q)rizr—l) + R, (5.33)

n=1 r=1
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A su vez, si ‘ez‘ # 1 entonces:

(e —1) Ze”z— e* —1)(e* + e 4+ ... +eMN?) = (V7 — 1)

Lo cual implica que,

Sustituyendo esto en la férmula 5.33 se resulta:

e? eNz _ 4q
el _ (eN* — 1)(1 + Z(—nr&zf—l) + R,

_ |
(e —1) 2 = 7!

Por otra parte, de la férmula 5.32 tenemos:
q 1 N
Rq / B qu n— 1+J:)zd

N
=-—-"21 Z/ Bq(a:)e(nfprz)z dx
1 0

n=

_1\¢—1 1 N
_ ( 1) Zq/ Bq(l') Z e(nflJr:):)z
’ 0 n=1

Es decir,

_1)¢-1 1
R, = (1)211/ Bq(a;)Ze("*Hx)z dx
0

q!

Pero, si R.(z) # 0 entonces:

N
(ez - 1) Ze(nfler)z — emZ(eNz - 1)
r=1

En otras palabras,

(5.34)

(5.35)
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Sustituyendo esto en la férmula 5.35 nos queda:

. (_1)(1712(1(61\[2 — 1) ! Tz
R, = e — 1) /0 By(x)e** dx

En consecuencia, la formula 5.34 obtenemos:

r:l

(_1)[1712(1 ! Tz
q!(ez—l)/o By(x)e** dx

O bien,

- ( +Z Br - 1) " 12q/ By(z)e™ dz  (5.36)

Por la estimacion dada en la formula 4.25:

—1)¢-1 q 1 1 z 1
‘( ) : / By(z)e** dm‘ = ‘eH/ By(x)e** dx
9  (e2=1) ) q'tez — 111 J

Tz 1 ! el
/ |By()||e] do < q'/o 12(27r) zelflde < 12(2m)1-2

O sea,

(_1)q—1 21 ! Tz e|z\
’ ey A By(x)e™ dx| < W ,paratodoq > 2

Asi, para |z| < 27 se deduce que:

Zq 1 Tz q—00

— | By(z)e”dx " — 0

a' Jo

Tomando limite cuando ¢ — oo en la féormula 5.36 nos conduce a:

[eS)
E: T‘rl

Z

Luego,

e* > B
=1 1) =" 37
i +;( ) (5.37)
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Finalmente, tomando By = 1 en la férmula 5.37 se infiere:

= Z(—N&zr (5.38)

Con lo cual se obtiene el resultado del teorema.

Observaciéon: Considerando la funcion:

z
U(Z)—Zez_1—§

para z € C con |e*| # 1y Re(z) # 0,notamos que:

e? z z<ez—|—1> z(eg—i—e_;)
z -z =z =z\—Zz——=
e? —1 2 2\e? —1 2 e2 —e 2

Esto es,
e* z_z<e§+e 5)
er —1 2 2 ez—e%

Lo cual indica que la funcién 7(z) es par. A su vez, como:

1
By = 3 Yy Bok+1 =0, paratodok > 1

se tiene que la férmula 5.38 se puede escribir en la formas:

e? > BZ'r 2
Zez -1 =145+ Z ( '
r=0
Entonces,
e? > B27“ 2
7 1—2+1——+Z( "
r=0
Es decir,
ez BO 0 Bl 1 BQT 7"2
z 1 WZ + — +Z

Por consiguiente,
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O bien,
x BT
=N (5.39)

Obsérvese que la restriccion |z| < 27 es inevitable ya que la funcién:

yA
77(2)+§:Zez_1

tiene polos en z = #£2wi. Por lo tanto, podemos obviar la restric-
ciéon Re(z) # 0 porque ambos miembros en la férmula 5.38 son funciones
analiticas en la regién |z| < 2.

6 Algunas Cotas Importantes para los Niumeros
de Bernoulli

Ahora presentamos algunos resultados recientes sobre los nimeros de Ber-
noulli que mejoran el obtenido en el Teorema 0.1; el resultado importante es
de Ciro D’Aniello en su articulo [3], de 1994 que mejora la desigualdad
establecida por D.J. Leeming en su articulo [5], de 1993 que dice:

2k

k" k
AV 7k () < |Bog| < 5V7k () ,paratodok > 2
e e
y cuya cota inferior también habia sido obtenida por A. Laforgia en [4],
donde obtuvo otras cotas superiores incluyendo el caso k = 1 de la desigual-
dad anterior.

Definicion 6.1 La funcion zeta de Riemann denotada por ( estd definida

como:
00

1
((s) = ZE ,paratodos € C

n=1

Teorema 6.2 (D’Aniello) Para todo k > 1 los nimeros de Bernoulli sa-
tisfacen la siguiente desigualdad:
2(2k)!
(27)2k (1 — 272k)

2(2k)!

< |Ba| <
| Ba| (2m)2k (1 — 21-2F)

(6.40)

Demostracién. Por la férmula 3.10 del teorema 3.1 evaluada en t = 0 se
verifica: . -
(—1)F=12(2k)! Z 1

Bar(0) = (2m)2F n2k

n=1
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Como By (0) = By es el 2k-ésimo nimero de Bernoulli para todo k > 1,
se cumple:

_1)k—1 >
Boy, = W Z:l # (6.41)

Relacion esta obtenida en la férmula 4.24. De donde,

2(2n)! 1
Bl > ooy (14 )

Por la férmula de Stirling ([1], p.257; 6.1.38)

t = v2r t(tr2) e(-o+13)

paraz >0y 0 < 0 <1, aplicada a t = 2k se tiene:
(98! = VB () B+ (205 ) _ (o)l 2 )

Esto es,
6
(2K)! = 2v/mk (2k) 2k e( 2+ 25x) (6.42)

A su vez, como 0 < § <1y k > 1 obtenemos:
ke (2k)e("2htair) > 2y/rk(2k)2ke 2k
Lo cual implica que,
(2k)! > 2V'Tk(2k)?Fe~2k (6.43)
En consecuencia,

2(2k)! < 1 ) - 2 - 2V/7k(2k)?ke2k <1+ 1 >

(Qﬁ)% L+ oo (27)%

22k 22k

Por otra parte,

G () (2 (2

71.2k62k 22k Te 22k

o (1) 207 () (1)

Asi,
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Luego,

k2 1
|BQk‘ > 4vrk (7{'6) <1 + 22k>

A pesar de que esta no es la cota inferior de la férmula 6.40, mejora la
cota inferior de la férmula 4.30 del teorema 4.4; por otro lado, de la férmula
([1],p.807; 23.2.20):

o0

Z 2n+1 (1=27¢(k)

para todo k > 1, donde 7(k) es la funcién zeta de Riemann evaluada en
s = k, se deduce:

oo

1 1
6= T X i

En particular, para s = 2k nos queda:

o

1 1
R = T L @y 17

y por la férmula ([1],p.807, 23.2.16):

(27r)2k

C(2k) = m\B%\

para todo k£ > 1, resulta:

2k
| Bok| = 2 )2)k<(2k) para todo k>1

(2

Sustituyendo la férmula 6.41 en la férmula anterior, tenemos:

2(2k)! s
Bownl =
[ Bar (2m)2k (1 — 2-2k) 2} 2n—|—1

Por consiguiente,

2(2k)! 1
o T—27)

| Boj| >

La cual es la cota inferior de los ntimeros de Bernoulli que establece el
teorema. Por dltimo, veamos como a partir de aqui podemos obtener la cota
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inferior de los nimeros de Bernoulli que se establece en D. J. Leeming [5] .
De nuevo, por la formula 6.42 es cierto que:

2(2k)! N 2 2v/mk(2k)* e * sk 2k
QmZ(1—2-28) ~ (2m2k(1—2-2%) V" \7e) T-272

O bien,

2(2k)! 1 ENF 1

. Wk [ = -

Qm)2F (T—22%) ~ VT <7Te) 1 2%

Por lo tanto,
— (E\* 1

La cual es una desigualdad maés fuerte que la establecida en la férmula
6.43; y en ultima instancia, por la férmula ([1],p.805, 23.1.15):

2(2k)!

(27T)2k

1 2(2k)!
(1 — 21—2k> > (=)' By, > (2(7r)2)k para todo k£ >1

es valido que:

2(2k)! 1
| Boi| < 2m)h (1 — 21_%) para todo k >1 (6.45)
De las férmulas 6.44 y 6.45, se obtiene el resultado del teorema. i
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