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Introduccién i

1 INTRODUCCION

La nocién de compacidad débil ha resultado ser, en la vida de los espacios de
Banach, una de las herramientas mas profundas y poderosas. ;Quieren una
muestra? Pues bien, todo lo que tienen que hacer es recordar los siguientes
hechos: Teorema de Eberlein-Smulian: Un subconjunto de un espacio de
Banach es débilmente compacto si y solo si el es débilmente secuencialmente
compacto. Teorema de James: La bola unitaria cerrada de un espacio de
Banach es débilmente compacta si y solo si el espacio es reflexivo. Teorema
de Krein-Milman: Todo subconjunto convezro y débilmente compacto de un
espacio de Banach es la cdpsula convera cerrada de sus puntos extremales.
. Es suficiente? Bien. Comencemos ahora con un espacio de Banach X. El
conocimiento de la topologia débil sobre X nos brinda, por lo general, una
mejor via para el estudio de la estructura del espacio en si mismo. Por
ejemplo, si la topologia débil sobre un espacio de Banach dual X* es de
Lindeldf, entonces dicho espacio posee la propiedad de Radon-Nikodym. En
cosecuencia, si se conoce qué propiedades topologicas “cldsicas” posee la
topologfa débil de un espacio de Banach, entonces es posible determinar
como es la estructura de ese espacio. Esa hermosa reunion de la topologia de
conjuntos con la de los espacios de Banach y, en particular, con la teoria de
conjuntos han servido como estimulo fundamental en la busqueda de nuevos
campos de investigacién. De hecho, casi todo el trabajo de S. Banach en
[Ba] se soporta sobre profundas propiedades de la topologia de conjuntos,
mientras que muchos de los trabajos actuales descanzan, ademads, sobre la
teoria de conjuntos (por ejemplo [Ne]).

De modo similar, si conocemos el comportamiento de las o-algebras aso-
ciadas a las diferentes topologias sobre X, podemos obtener informacion
sobre la estructura del espacio. Uno de los objetivos de estas notas consistira
en analizar las relaciones de las o-algebras de Borel, de Baire y la de los
conjuntos universalmente medibles que vienen asociadas a las topologias de la
norma, la débil y la débil-* en un espacio de Banach. También estudiaremos
la estructura de los espacios de Banach a través del estudio de la teoria de
medida sobre las o-algebras ya mencionadas.

Pasamos ahora a exponer brevemente la organizacion de estas notas. La
Seccion 1 trata sobre los preliminares topolégicos. Ninguna prueba se da en
esta seccién con excepcién de la subseccién sobre espacios Cech-completos.
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En la Seccién 2 se estudian algunas propiedades de los espacios polacos, los
Analiticos y los K-analiticos que seran utilizados posteriormente. Se proveen
las demostraciones de los resultados expuestos. La siguiente seccidn, la Sec-
cién 4, trata sobre ciertos aspectos de medida y topologia. En particular, se
hace un breve estudio de las o-algebras de Borel, de Baire y de los conjuntos
universalmente medibles. En esa seccion también se dan las pruebas de los
resultados establecidos.

Finalmente, la Seccién 5, el objeto de este trabajo, se estudian las propie-
dades topoldgicas de la topologia débil de un espacio de Banach y sus impli-
caciones en el estudio de la estructura mads fina de tales espacios. Esta seccién
comienza con exhibir cuales propiedades topoldgicas clasicas posee y cuéles
no la topologia débil de un espacio de Banach. De inmediato se pasa al estu-
dio de los espacios Eberlein compactos y por ende a los espacios de Banach
débilmente compactamente generados (WCG). Alli se exponen los estilos de
H. P. Rosenthal y de S. P. Gul’ko sobre la caracterizacion de tales compactos.
El método de Gul’ko es sencillamente hermoso, facil e imprecionante. Se con-
tinda con un profundo resultado de Rosenthal sobre la norma-separabilidad
de cualquier subconjunto débilmente compacto de C(£2). Pasamos luego al
estudio de ciertas propiedades topoldgicas locales en los espacios de Banach.
Especificamente se estudian las implicagiones de los espacios de Banach cuyas
bolas unitarias cerradas provista con la topologia débil son Polacas, satisfacen
la condicién de cadena numerable y son Cech-completas. Algunos resultados
simplemente sorprendentes se muestran con estas herramientas. Por ejemp-
lo, todo espacio de Banach con bola Cech-completa es WCG y, més atn, su
dual también es WCG.

La siguiente subseccion analiza algunas clases de espacios de Banach mas
generales que los WCG, pero con la particularidad de que cada una de ellas
es débilmente Lindeldf. El resultado més importante es el que establece que
todo espacio de Banach WCG es débilmente K-analitico.

La ultima parte trata sobre la relacién entre las o-algebras de Borel aso-
ciadas a las topologias de la norma, la débil y la débil-*. Las relaciones entre
ellas son explotadas para obtener informacién sobre la estructura del espa-
cio. Por ejemplo, se prueba que todo espacio de Banach X norma-separable,
reflexivo y, en general, todo espacio de Banach con una Kadec-norma satis-
face la igualdad Borel(X,norma) = Borel(X,débil), pero que X = £ no la
verifica. Sin embargo, si se sustituye “Borel” por “Universalmente medible”
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entonces la igualdad se cumple para cualquier espacio de Banach X. Un
hecho sorprendente es que un espacio de Banach dual X* posee la propiedad
de Radon-Nikodym si y sdlo si Univ(X* norma) = Univ(X*,w*) y que si
(X*,w) es de Lindel6f, entonces X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym; en
particular, si X™* es WCG, entonces el tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Como nota final me gustaria agradecer la inestimable paciencia que tuvo
el Profesor Diomedes Barcenas al leer la totalidad de estas notas y la de
hacerme llegar sus observaciones y correcciones las que acepté con mucho
entusiasmo. A él mi mas profunda gratitud. '
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2 PRELIMINARES TOPOLOGICOS

El objetivo principal que se persigue con esta importante, pero extensa, sec-
cion es la recordar algunas de las de las herramientas topoldgicas que se
utilizaran en el transcurso de estas notas. La mayoria de los resultados ex-
puestos son, o bien bastante conocidos, o se encuentran en casi cualquier
texto de topologia, por lo que no entraremos en los detalles de sus pruebas.
Sin embargo, existen algunas otras nociones no tan bien conocidas, en el
sentido de que ellas no aprecen en la mayoria de los textos de topologia, pero
igualmente importantes, que presentaremos en el transcurso de estas notas.
En este caso se proveeran las demostraciones de los resultados enunciados.

2.1 ESPACIOS COMPLETAMENTE REGULARES

Puesto que nuestro principal objetivo es el estudio de la topologia débil de un
espacio de Banach nos vamos a limitar, fundamentalmente, al anélisis de los
espacios completamente regulares. Para llegar a ellos debemos, previamente,
abordar algunas definiciones y resultados de gran utilidad. Las referencias
para esta seccién son [En], [Du] y [Nal.

Como es bien conocido, la unién numerable de conjuntos cerrados no
siempre es cerrado, y la interseccién numerable de conjuntos abiertos no
necesita ser abierto. Sin embargo, estas uniones e intersecciones aparecen
con mucha frecuencia en andlisis.

Sea X un espacio de Hausdorff. Un subconjunto F' de X se llama un Fj,
si " es la union de una coleccién a lo sumo numerable de conjuntos cerrados
de X. Un conjunto G de X se llama un (s si G es la interseccién de una
coleccion a lo sumo numerable de conjuntos abiertos de X.

No es dificil establecer que:

1) La uniéon numerable y la interseccion finita de conjuntos F, es un F,.

3

4) En todo espacio métrico, cada conjunto cerrado es un (G5 y cada conjunto
abierto es un F,.

(
(
(3) Cada conjunto cerrado es un F, y cada conjunto abierto es un. Gjs.
(

)

2) La interseccién numerable y la unién finita de conjuntos G es un Gbs.
)
)
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Recordemos que un espacio topoldgico (X, J) es de Hausdorff si, para
cada z,y € X con z # y, existen entornos U, y V, de z e y respectivamente
tales que U, NV, = . Una condicién de separacién mucho mds fuerte que
la de Hausdorff se obtiene remplazando uno de los puntos, en la definicién
anterior, por un conjunto cerrado.

Definicién 2.1.1 Un espacio de Hausdorff X se llama regular si-para cada
z € X y cada conjunto cerrado F C X con z & F, existen conjuntos abiertos
U yV tales que

z €U, FCV y UnV=4.

Un hecho importante acerca de los espacios regulares es que ellos son
invariantes por subespacios y productos arbitrarios.

Teorema 2.1.2 (1) Cualquier subespacio de un espacio regular es regular.
(2) [l,er X es regular si y sdlo si X, es regular para todo a.

Una nocién mucho maés fuerte que la regularidad viene dada por la de
normalidad. Estos espacios son importantes porque permiten probar la ex-
istencia de funciones continuas sobre dicho espacio.

Definicién 2.1.3 Un espacio de Hausdorff X se llama normal si para cual-
quier par de subconjuntos cerrados y disjuntos F y G en X, existen subcon-
juntos abiertos Uy V en X tales que

FCU GCV y UnV=40.

Es importante seflalar que los espacios normales no poseen tan buenas
propiedades de invariancia. Sin embargo, se tiene

Teorema 2.1.4 (1) Espacios normales son invariantes bajo aplicaciones ce-
rradas y continuas.
(2) Subespacios cerrados de espacios normales son normales.

(3) Si[lae; Xo €s normal, entonces X, es normal para todo «.

El siguiente resultado justifica la importancia de los espacios normales.
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Teorema 2.1.5 ( Lema de Urysohn) Para que un espacio de Hausdorff
X sea normal es necesario y suficiente que para cada par de conjuntos ce-
rrados y disjuntos F y G de X, exista una funcion continua f : X — R tal
que:

f(F)=0 f(G)=1 y 0<f<1.

El Lema de Urysohn puede ser considerado como un caso especial del
siguiente teorema de extension.

Teorema 2.1.6 (Extensién de Tietze) Sea X un espacio de Hausdorff.
X es normal si y sélo st para cualquier conjunto cerrado F de X , cada fun-
cion continua f : F — R admite una extension continua f : X — R.

Otro resultado de suma importancia que poseen los espacios normales es
el siguiente, el cual es consecuencia del Teorema de Extensién de Tietze.

Teorema 2.1.7 Un subconjunto A de un espacio normal X es un conjunto
cerrado-Gs st y sdlo st existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que

A= f-1(0).

Se comprueba facilmente que:
(1) Todo espacio normal es regular.
(2) Cualquier espacio métrico es normal.

(3) Todo espacio compacto es normal.

Una de las deficiencias que poseen los espacios normales es que ellos no
son hereditarios por subespacios; es decir, subespacios de espacios normales
no son necesariamente normales. Una nocién intermedia entre normalidad y
regularidad la constituye la siguiente :

Definicién 2.1.8 Un espacio de Hausdorff X es completamente regular
si para cualquier punto z € X y cualquier conjunto cerrado F de X con
x € F, existe una funcidn continua f: X — [0,1] tal que

fley=1 y f(F)=0.




Preliminares Topoldgicos 4

Es facil probar que:
(a) Cualquier subespacio de un espacio normal es completamente regular.
(b) Cualquier espacio completamente regular es regular.

(c) Cualquier subespacio de un espacio compacto es completamente regular.

Teorema 2.1.9 (1) Cualquier subespacio de un espacio completamente re-
gular es completamente regular.
(2) Cualquier espacio localmente compacto es completamente regular.
(3) [Taer Xa €s completamente regular si sélo si X, es completamente
regular_para todo «.

Para cualquier espacio X, sea C(X, ) el espacio de todas las funciones
continuas f : X — I, donde I = [0,1]. Sea P = erC(X,I) Iy, donde I; =1
para toda f € C'(X, /). Un subconjunto A de X se llama un conjunto cero
si existe una funcién continua f : X — R tal que A = f~'(0). Un conjunto
B de X se llama un conjunto co-cero si B = X \ Z(f), donde Z(f) es un

conjunto cero.

Teorema 2.1.10 Para un espacio de Hausdorff X, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) X es completamente regular.

(2) X es homeomorfo a un subespacio de P.

(3) La familia {coZ(f) : f € C(X,1)}, de todos los conjuntos co-ceros
de X es una base para la topologia de X.

2.2 ESPACIOS DE LINDELOF

En esta seccidon nos ocuparemos de los espacios que satisfacen el segundo
axioma de numerabilidad y de los espacios de Lindel6f. Para una exposicién
de los resultados aqui mencionados consulte [Du] o [En).

Definicién 2.2.1 Un espacio de Hausdorff X se dice que satisface el se-
gundo axioma de numerabilidad o que es segundo numerable s: este
tiene una base numerable.
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El siguiente resultado nos proporciona las propiedades de estabilidad de
tales espacios.

Teorema 2.2.2 (1) Espacios satisfaciendo el sequndo arioma de numerabi-
lidad son invariantes bajo aplicaciones continuas, abiertas y sobreyectivas.
(2) Cualquier subespacio de un espacio sequndo numerable es sequndo
numerable.
(3) Ilaer Xa es segundo numerable si y solo si cada X, es sequndo nu-
merable y todos los X,, salvo una coleccion a lo sumo numerable de ellos,
consisten de un sélo punto.

La propiedad mas importante que poseen los espacios segundo numerable
es la siguiente.

Teorema 2.2.3 (Lindelof) Si X es un espacio segundo numerable, enton-
ces:
(1) cualquier cubrimiento abierto (U,) de X admite un subcubrimiento
numerable;

(2) cualquier coleccion de conjuntos abiertos no-vacios y disjuntos dos a
dos es numerable.

El Teorema de Lindelof nos sugiere las siguientes definiciones:

Definicién 2.2.4 Un espacio de Hausdorff X es de Lindelof si cada cubri-
miento abierto de X contiene un subcubrimiento numerable.

Definicién 2.2.5 Un espacio de Hausdorff X se dice que satisface la condi-
cién de cadena numerable si toda familia de conjuntos abiertos no vacios
y disjuntos dos a dos es numerable.

Siguiendo la tradicién, diremos que un espacio satisface la CCC (count-
able chain condition) si dicho espacio cumple con la condicién de cadena
numerable.

El siguiente resultado es facil de establecer.
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Teorema 2.2.6 (1) Todo subespacio denso de un espacio con la CCC es un
espacio con la CCC.

(2) La imagen bajo una aplicacion continua de un espacio con la CCC
es un espacio satisfaciendo la CCC.

En general, subespacios de un espacio satisfaciendo la CCC no necesaria-
mente son espacios con la CCC

Recordemos que una familia de subconjuntos H, de un conjunto dado X,
tiene la propiedad de interseccidn numerable si cualquier subfamilia nume-"
rable de H tiene interseccién no vacia.

Observacién 1.
(a) X es de Lindelof si y sdlo si para cualquier coleccion de conjuntos
cerrados (Fa)acr de X con la propiedad de interseccion numerable,

([ Fa # 0.

a€el

En efecto, suponga que X es de Lindeldf y que (F,)ser es una familia
de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de interseccién numerable

pero tal que
() Fa =0
a€l

Puesto que (FS)aer es un cubrimiento abierto de X y X es de Lindeldf, se
sigue que existe un conjunto numerable (;)2, de I tal que

o0

X = Fu.

1=1

Esto, por supuesto, implica que

Ao

1=1
Imposible, pues (F,)q.es tiene la propiedad de interseccién numerable.

Reciprocamente, suponga que (O, )qaes €s un cubrimiento abierto de X
el cual no posee subcubrimiento numerable alguno. Es claro que (O¢),¢r es
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una familia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de interseccion
numerable y asi, por hipotesis,

(o #0.
a€l

Es decir,
X # | Oa,

a€el

lo cual es absurdo.

(b) X satisface la CCC si y sdlo si cualquier familia no numerable de
subconjuntos abiertos no vacios de X contiene dos conjuntos con interseccion
no vacta.

Por el Teorema de Lindelof, todo espacio segundo numerable es de Lin-
delof. El reciproco no es cierto. Similarmente, si X es segundo numerable,
entonces X es satisface la CCC.

El siguiente resultado enumera algunas de las propiedades mas impor-
tantes de los espacios de Lindelof.

Teorema 2.2.7 (1) Todo espacio de Lindeldf es invariante bajo aplicaciones
continuas sobreyectivas.

(2) St X es un espacio regular Lindeldf, entonces X es normal.

(3) Todo subespacio cerrado de un espacio de Lindelf es de Lindelof. En
particular, cada conjunto F, de un espacio de Lindelof es de Lindelof.

(4) Si[,e; Xa €s de Lindelof, entonces cada X, es de Lindelof.

2.3 ESPACIOS SEPARABLES

Definicion 2.3.1 Un espacio de Hausdorff X se llama separable si este
contiene un subconjunto denso numerable.

Cualquier espacio discreto numerable, asi como cualquier R™ es separa-

ble.

Teorema 2.3.2 (1) La imagen continua de un espacio separable es separa-

ble.
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(2) Cualquier subespacio abierto de un espacio separable es separable.
(3) [Toer Xo es separable si X, es separable para todo v y la cardinalidad
de I es menor o igual a 2%,

Teorema 2.3.3 (1) St X es segundo numerable,entonces X es separable.
(2) Todo espacio separable es un espacio con la CCC. En particular,
cualquier producto de espacios separables tiene la CCC.

(3) Todo espacio métrico compacto es separable.

Es importante observar que separabilidad y Lindelof son nociones que,
en general, no estdn relacionadas. Sin embargo, en espacios métricos la vida
es mas agradable.

Teorema 2.3.4 En cualquier espacio métrico X, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) El espacio X es segundo numerable.

(2) El espacio X es Lindelof.

(3) El espacio X es separable.

(4) El espacio X satisface la CCC.

Recordemos la siguiente nocién, muy especial, de compacidad: un espacio
métrico (X, d) se llama totalmente acotado o precompacto si, para cada € > 0,
el cubrimiento abierto { B(z,¢) : ¢ € X} de X tiene un subcubrimiento finito,
donde B(z,e) = {y € X | d(z,y) < €}.

Teorema 2.3.5 Un espacio métrico X es compacto si y sélo si X es total-
mente acotado y completo.

2.4 ESPACIOS DE BAIRE

Sea X un espacio topoldgico. Un conjunto A de X es nunca denso si
intA = §. Un subconjunto A de X es de primera categoria si A es la
unién de una familia numerable de conjuntos nunca densos. Lo que sigue
puede ser consulatdo en [Dul.

Observe que toda unién finita de conjuntos nunca densos es nunca denso
y que si A es abierto o cerrado, entonces la frontera de A es nunca denso.
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Definicion 2.4.1 Un espacio toplolégico X es un espacio de Baire si para
cualquier coleccion numerable de conjuntos abiertos y densos en X, su inter-
seccion es densa en X,

En la definicién anterior, la palabra numerable no puede ser sustituida
por una coleccién no numerable. En efecto, si para cada = € R, definimos
O, = R\ {z}, entonces O, es abierto y denso en R, pero N,cr0, = 0.

Otra formulacién equivalente a la definicion es la siguiente: cualquier
union numerable de conjuntos cerrados con interior vacio tiene interior vacio.

Teorema 2.4.2 (Baire) (1) Espacios métricos completos son de Baire.
(2) Cualquier espacio localmente compacto es de Baire.

(3) Sea X un espacio de Baire. Si (F,) es una sucesidn de conjuntos
cerrados de X tal que X = |2, F,,, entonces eriste al menos un ng tal que

intF,, # 0.

2.5 COMPACTIFICACION DE STONE-CECH

Los resultados expuestos en esta parte provienen de [En] y [Na].

Definicion 2.5.1 Una compactificacién de un espacio topoldgico X es un
par (wX,w) donde wX es un espacio de Hausdorff compacto y w es un
homeomorfismo de X sobre un subespacio denso de wX.

En la practica siempre identificaremos a X con su imagen w(X) C wX
y diremos simplemente que wX es una compactificaciéon de X. Puesto que
cualquier subespacio de un espacio compacto es completamente regular, re-
sulta que los dinicos espacios que pueden ser compactificados son los espacios
completamente regulares.

Teorema 2.5.2 (Stone-Cech) Cualguier espacio completamente reqular X
admite una compactificacion BX con la siguiente propiedad: toda funcion
continua y acotada f : X — R se extiende a una funcion continua y acotada

f:8X —-R.

La compactificacién obtenida en el teorema anterior se llama la com-
pactificacién de Stone-Cech y sera denotada por §X.
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Teorema 2.5.3 (Stone) Cualquier espacio completamente regular X tiene
una compactificacion X tal que para cada espacio compacto K, toda funcion
continua f : X — K, admite una unica eztension continua F : fX — K.

Obsrvacidon: Sea X un espacio completamente regular y supongamos que
S es un subespacio de SX tal que X C S. Entonces S = 5X. En efec-
to, puesto que por definicién, AX = X se sigue que S es también denso
en 3X. Ahora, si f es una funcién a valores reales continua y acotada so-
bre S, entonces su restriccién a X, fix , sigue siendo continua y acotada.

Por el Teorema de Stone-Cech, fix admite una extesién continua y acotada,’

digamos F', a fX. Claramente F' = f, lo cual prueba nuestra afirmacién.

Entre los espacios completamente regulares, los localmente compactos se
caracterizan por el hecho siguiente:

Teorema 2.5.4 (Alexandroff) Cualquier espacio localmente compacto X
admite una compactificacion aX tal que aX \ X es un punto.

La compactificacién obtenida en el teorema anterior se llama la com-
pactificacién de Alexandroff o compactificacién por un punto y la
denotaremos por aX.

El préximo resultado pone en evidencia la importancia de los espacios
localmente compactos.

Teorema 2.5.5 (1) X es localmente compacto si y sélo si en cualquier com-
pactificacion (wX,w), X es abierto en wX.

(2) Si X un espacio localmente compacto, entonces su compactificacion
de Alezandroff es metrizable si y sélo si X es seqgundo numerable.

2.6 ESPACIOS REALCOMPACTOS

La clase de los espacios realcompactos, pseudocompactos y localmente com-
pactos cada uno de ellos contiene a la clase de los espacios compactos. En
lo que sigue pasaremos a describir los dos primeros. Los resultados de esta
seccién estan tomados de [En] y [Na].

En esta seccién, X denotard un espacio completamente regular. Denote-
mos por C(X) al espacio de todas las funciones continuas a valores reales
sobre X y por Cy(X) los miembros de C'(X) que son acotados.




>

Preliminares Topoldgicos 11

Definicién 2.6.1 Un espacio completamente reqular X se dice que es un
espacio realcompacto si este es homeomorfo a un subconjunto cerrado de

[I.ciRa, donde Ry = R para todo a.

Sea C(X) = {fa | @ € I}. Defina ahora una aplicacién f de X en
P, = [[,e; Ra, donde R, = R para todo «, por

f(z) = {falz) | € T}, r e X.

Es facil ver que f es un homeomorfismo entre X y f(X) C P,. Identifican-
do a X con f(X), entonces podemos pensar a X, y asi lo haremos, como
un subconjunto de P,. Desde este punto de vista, cada ¢ € X puede ser
expresado como

z = {fa(z) | €T}

SivX = X (la clausura de X en P,), entonces vX es obviamente un espacio
realcompacto y contiene a X como un subconjunto denso. Mas ain, cualquier
miembro de C'(X) se extiende continuamente a ¥ X. Esto nos dice que v.X
es una compactificacién de X satisfaciendo

vX C gX.
Resumiendo, tenemos:

Teorema 2.6.2 (Hewitt) Sea X un espacio completamente regular. FEn-
tonces existe un espacio realcompacto vX tal que:

(1) X es un subconjunto denso de v.X.

2) Cualguier funcion continua f : X — R puede ser ertendida a una
q p
funcion continua sobre v.X.

El espacio v X obtenido en el teorema anterior se le llama la realcom-
pactificacién o la compactificacion de Hewitt de X.

El siguiente resultado establece una de las caracterizaciones mas impor-
tantes de los espacios realcompactos.

Teorema 2.6.3 Para un espacio completamente reqular X, las siguientes
condiciones son equivalentes:
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(1) X es realcompacto.

(2) Para cualquier punto o € BX \ X existe una funcion continua
f:B8X —|0, 1] tal que f(:co)—Oyf(:c)>Opara todo z € X.

(3) vX =

Algunas de las propiedades que poseen los espacios realcompactos, enu-
meradas a continuacidn, se deducen directamente de la definicion.
(1) Cualquier subespacio cerrado de un espacio realcompacto es realcom-
pacto.

(2) I1aes Xa, donde X, # 0 para o € I, es realcompacto si y sélo si todos

los espacios X, son realcompactos.
(3) Cualquier espacio compacto es realcompacto.

(4) Cualquier espacio de Lindeldf es realcompacto.

Definicion 2.6.4 Un espacio de Hausdorff X se llama pseudocompacto
st cualquier funcion continua f : X — R es acotada.

Es claro que cualquier espacio compacto es pseudocompacto.

El siguiente resultado caracteriza compacidad en términos de realcom-
pacidad y pseudocompacidad.

Teorema 2.6.5 Un espacio X es compacto si y sdlo st X es realcompacto y
pseudocompacto.

2.7 ESPACIOS CECH-COMPLETOS

Los resultados de esta seccién provienen de [En].

Sea A un cubrimiento abierto de un espacio topolégico .X. Una familia
F de subconjuntos de X se dice que es A-pequena si existen un F' € F y
un A € A tal que F C A.

Definicién 2.7.1 Un espacio completamente reqular X se dice que es Cech-
completo si existe una familia numerable (A,)>, de cubrimientos abiertos
de X con la propiedadde que cualquier familia F de subconjuntos cerrados de
X con la propiedad deinterseccion finita y A, - pequeria para cada n, entonces

NF # 0.

o)
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El siguiente resultado caracteriza espacios Cech-completos en términos
de su compactificacién de Stone-Cech.

Teorema 2.7.2 Para un espacio completamente regular X, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) X es Cech-completo.
(2) X es un conjunto Gs en BX.

(3) X es un conjunto Gs en cualquier compactificacion wX de X.

Prueba:(1) = (2). Supongamos que X es Cech-completo y sea (A,)%., una
familia numerable de cubrimintos abiertos de X satisfaciendo las propiedades
establecidas en la definicién. Pongamos A, = {U,.}ses, paran = 1,2,...
Puesto que X C (X, existen conjuntos abiertos V;, en X tal que U;, =
XNV,,paras€ S, yn=1,2,... Claramente

Para demostrar que X es un G5 en X es suficiente probar la otra inclusién.

Tomemos un punto = € (1,2, ,cs Ve v sea B(z) la familia de todos
los entornos de z en 8X. La familia F = {X NV | V € B(z)}, donde V
es la clausura de V en X, consiste de subconjuntos cerrados del espacio
X y tiene la propiedad de interseccién finita. Puesto que para cualquier n
existe un s € S, tal que z € V,,, se sigue de la regularidad de §X ( 8X
es un compacto de Hausdorff) que la familia F es A, - pequena para cada
n = 1,2,... Por hipdtesis, tenemos que

xXn (] V#0,
)

VeB(x

y va que X es Hausdorff,

(| V={z},

VeB(z)

de donde se tiene que £ € X. Esto prueba que X es un G5 en §X.




Preliminares Topolégicos 14

(2) = (1). Supongamos que X es un G5 en $X. Entonces existe una
sucesién (G, )22, de subconjuntos abiertos de 3X tal que X =[_, G,. Para
cualquier z € X y n = 1,2,..., escojamos un conjunto abierto V., C X

tal que B
T € V:v,n g Vr,n g Gn-

Sea

-An = (X N Vr,n)rex-

Demostraremos ahora que la familia (A4,)3%, de cubrimientos abiertos de X
tiene la propiedad requerida. '

Consideremos una familia F = (F})ses de subconjuntos cerrados de X
con la propiedad de interseccién finita y A,-pequena para todo n. Como la
familia (F,).es consiste de subconjuntos cerrados de X con la propiedad
de interseccién finita, y X es compacto, se obtiene que [, g F,# 0. Sea
z € (\,es Fs- Para ver que x € [, 4 F. serd suficiente probar que z € X.

Ya que F es A, - pequena para todo n, escojamos para cada n, un s, € S
tal que F;, C A, para algin A, € A, y un z, € X tal que

F, CXNV;n.

Puesto que
€F,, CXNV,n CVien CGy
paran = 1,2,..., tenemos que
[o 0]
T € ﬂ G, = X.
n=1

Claramente (3) = (2), por lo que nos resta probar que (2) = (3).

Supongamos que X es un Gs en §X. Entonces 3X \ X es un Fy; es decir,
existen subconjuntos cerrados F,, de X tal que X\ X = |J.2, F». Conside-
remos una compactificacion wX de X y una una aplicacion f : X — wX tal
que ff = w, donde 8 y w son los homeomorfismos en las compactifiaciones
de Stone-Cech y wX respectivamente. No es dificil ver que

o0

wX\X = fBX\X)=[]Fa

n=1
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y puesto que f(F),) es cerrado en wX, se concluye que wX \ X es un conjunto
F,enwX. 0

En cualquier espacio Cech-completo vale el Teorema de Baire; esto es:

Teorema 2.7.3 (Categoria de Baire) Sea X un espacio Cech-completo.
St G = (,2, G, donde (Gr);2, una sucesion de subconjuntos densos y
abiertos de X, entonces G es un conjunto denso en X.

Prueba: Sea X un espacio Cech-completo y suponga que G = Nor, Gy,
donde (G,)2%, es una sucesién de subconjuntos densos y abiertos de X. Para
demostrar que G es denso en X, sera suficiente ver que para todo abierto V
de X, VNG #D0D.

Sea (A,)2%, una familia de cubrimientos abiertos de X teniendo las pro-
piedades establecidas en la definicién de Cech-completo y sea V un subcon-
junto abierto de X. Como G, es denso en X, existe un puntoz € VNG, y
un entorno V; de z tal que

ViCVNG, vy ViCA, paraalgin A; € A,.

Similarmente, repitiendo el proceso anterior al conjunto no vacio V; N Ga,
uno obtiene un conjunto abierto V5, tal que

V,CVinG, y V,C A, paraalgin A, € A,.

Por induccién uno define una sucesion Vy, V,, . .. de subconjuntos abiertos no
vacios de X satisfaciendo

VOW2OIW2..., V.NnG,#0 y V,CA,, paraalgin A, € A,.

Ya que F = (V, )22, es una familia de subconjuntos cerrados de X con la
propiedad de interseccién finita, resulta que

7. %0,
n=1

de donde se deduce que VN G # 0. |
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Recordemos que un espacio de Hausdorff X se llama completamente
metrizable si existe una métrica completa sobre X. Es bien conocido que
si X es un espacio completamente metrizable y M es un subconjunto G5 de
X, entonces M es completamente metrizable ([En, Teorema 4.3.23, p. 342|).
Con esto en mente, tenemos:

Teorema 2.7.4 Un espacio de Hausdorff X es completamente metrizable s
y sdlo si X es Cech-completo metrizable.

Prueba: Una implicacién es el proximo EJEMPLO 1.1. Para la prueba del’

reciproco, supongamos que X es un espacio metrizable el cual es Cech- com-
pleto. Tome la completacién X del espacio X y una compactificacién vX
del espacio X; claramente v.X es una compactificacién de X. Un llamado
al Teorema 2.7.2 nos confirma que X es un conjunto G en 7X, y en con-
secuencia un conjunto Gs en X. Por esto X es completamente metrizable.
O

EJEMPLOS 1.

(1) Todo espacio métrico completo (X,d) es Cech-completo.

En efecto, para cada n, sea A, la familia de todos los subconjuntos
abiertos de X de didmetro menor que 1/n. Sea ahora F una familia de
subconjuntos cerrados de X con la propiedad de interseccion finita y la cual
es A,-pequena para cada n. Veamos que

(| F+#0.

FeF

En efecto, como F es A,-pequenia para todo n existen, para cada n, un
F. € Fyun A, € A, tal que F;, C A,. Por consiguiente, d —diamF, < 1/n
para todo n. Si ahora definimos

resulta que (F,)5%, es una sucesion decreciente de subconjuntos cerrados de
X cuyos diametros tienden a cero. Se sigue del Teorema de Encaje de Cantor
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que existe un € X tal que
{z} = ﬂ F,.
n=1

Tome ahora un elemento arbitrario F' de F y defina
Ki=F yv K,=FnEF,, n=23,...

De nuevo, la sucesién (K, )2, satisface las condiciones del Teorema de Encaje
de Cantor y, por consiguiente,

V);éﬁl(nanﬁFn
n=1 n=1

Esto nos muestra que € F'y asi, z € (g F.

Fn{z}.

(2) Cualquier espacio localmente compacto es Cech-completo.

Si para cada n, tomamos A, como la coleccién de todos los conjuntos a-
biertos relativamente compactos, entonces la prueba sigue como en el ejemplo
anterior.

Sea Q el conjunto de los numeros racionales. Entonces Q es un F, de
R y en consecuencia I = R\ Q es un Gs. Puesto que R es homeomorfo a
(0,1), el intervalo cerrado [0, 1] es una compactificacién de R y también de I.
Siendo I un G en [0,1], el es Cech-completo, pero no localmente compacto.
Por otro lado, Q no es Cech-completo. En efecto, si representamos a Q como
una sucesién, digamos Q = {ry,7,...}, entonces U, = Q\ {ry,...,r,} es un
conjunto abierto denso de Q satisfaciendo

n=1

De alli que por el Teorema de Categoria de Baire, Q no puede ser Cech-
completo.

(3) Si X, es Cech-completo para cada r, entonces [[°2, X, es Cech-completo.

En efecto, suponga que X,, es Cech-completo para cada n. Por el Teorema

2.7.2 X, \ X, esun F, en BX,. Por el Teorema de Tychonoff H:o=1 BX, es
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una compactificacién del espacio completamente regular []°_, X, (Teorema
2.1.9). Note que no es cierto, en general, que [[°o, 8X, = B[ 2, X,. Los

conjuntos F; = [[77| A, ;, donde A;; = B8X;\ X; y A, ; = BX, siempre que
n # j, son conjuntos F, en [[,~ AX, para j =1,2,... Puesto que

]:[ﬁ/\,n\]:[X" = UF]’
n=1 n=1 J=1

entoces [[52, X, es Cech-completo.

(4) Cech-completitud es hereditaria con respecto a subconjuntos cerrados
y a subconjuntos Gf. ’

La primera afirmacién sigue inmediatamente del teorema anterior, mien-
tras que la segunda sigue de la observacion de que si X es un Gs en X y
GG es un Gs en X, entonces G es un G5 en fX y , en consecuencia, en la
clausura (¢ € BX la cual es una compactificacién de G.
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3 CONJUNTOS ANALITICOS

El objetivo de esta seccién consistira en estudiar algunos aspectos de la Teoria
de Conjuntos Analiticos y su vinculacion, posteriormente, con la teoria de
espacios de Banach. Dentro de esta teoria, los espacios polacos, los espacios
analiticos y los K-analiticos conformaran los pilares fundamentales en nues-
tro estudio sobre la estructura de los espacios de Banach. Las referencms
para esta seccién son [RJ] y [Co].

La teoria de los conjuntos analiticos estaba bien desarrollada en la década
de los cuarenta; sin embargo, el gran impulso de esta teoria comienza en el
afio de 1949 cuando J. von Neumann publicé y usé su teorema de seleccién
medible. Posteriormente, Roy O. Davies y G. Choquet en 1952 y 1953,
respectivamente, probaron la potencia de los conjuntos analiticos cuando
cada uno de ellos pudieron resolver algunos problemas pendientes en la teoria
de medidas de Hausdorff y en la teoria de los espacios topoldgicos. Cada una
de estos investigaciones did origen a muchos desarrollos y aplicaciones.

EL CONJUNTO NV

Por su importancia en la teoria de los conjuntos analiticos, el conjunto
N = NNser4 objeto de un anilisis.

Recordemos que NN representa el conjunto de todas las sucesiones in-
finitas en N. Si d es la métrica discreta sobre N, entonces es bien conocido
y facil de probar que (N, d) es un espacio métrico completo y separable. En
consecuencia, NN = > 1 Npn, donde N = N para todo n, es también
un espacio métrico completo y separable. En efecto, si para cada k € N y
ny,...,nk € N definimos

N(ny,...,ng) ={o=(0:)i € N |oy =ny,...,00 = ni},

entonces la familia de todos estos conjuntos, constituyen los entornos basicos
de la topologia producto de A'. Sin embargo, no es dificil verificar que la
topologia de A es generada por la métrica

D(o,0) = 1/mun{k | oy # or} si o # g, D(o,0) = 0.

Resulta que A con la métrica D es completo y separable.
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También es conocido que N se puede identificar con el espacio Z de los
nimeros irracionales entre 0 y 1 por medio de la funcién ¢ : N' = T, dada

por

1

1 y
ot 1
2 o3+...

c(o) =

donde el lado derecho de esta ultima igualdad representa la fraccion continua
de la sucesién o = (0q,03,...).
En beneficio de la comodidad denotaremos por NV) al conjunto de todas

las sucesiones finitas s de enteros positivos, provisto de la topologia discreta. *

Usaremos [(s) para designar la longitud de s. Si o € Ny n € N entonces
usaremos el simbolo o|n para denotar al elemento (oy,...,0,) de NV) de
longitud n. Observe que con esta nueva notacién, si s = (ny,...,n;) entonces

N(ny,...,n,)=N(s)={oc e N:olk=s}.

Si £ es una familia de subconjuntos de un conjunto X, diremos que un
conjunto A en X es un conjunto Souslin-L si A se puede representar en la

forma g
A= U ﬂ S(o|n),
€N n=1
donde S(o|n) € L para todas las sucesiones finitas S(o|n) de enteros posi-

tivos.
Si ocurre, ademaés, que para todo 0,0 € N, con o # p,

(ﬂ S(aln)) n (ﬂ S(g|n)) =0,

entonces diremos que el conjunto A tiene una representacion de Souslin-L
disjunta.

Si X es un espacio de Hausdorff, usaremos F(X), G(X), K(X) y Z(X),
o simplemente F, G, K y Z,para denotar, respectivamente, la familia de
los conjuntos cerrados, los conjuntos abiertos, los conjuntos compactos y los
conjuntos ceros de funciones a valores reales continuas sobre X.
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3.1 ESPACIOS POLACOS

Comenzaremos con la definicién de espacios polacos y algunos ejemplos de
tales espacios.

Definicién 3.1.1 Un espacio de Hausdorff (X, J) se dice que es un espacio
polaco si el es homeomorfo a un espacio métrico completo y separable.

EJEMPLOS II.
1.) Subespacios cerrados de espacios polacos son polacos.

Esta afirmacidn sigue del hecho de que en espacios completos los tinicos
subconjuntos cerrados de dicho espacio son los completos.

2.) Espacios métricos compactos son polacos.

Esto es consecuencia del hecho de que todo espacio métrico compacto es
a su vez completo y separable.

3.) Subespacios abiertos de espacios polacos son polacos.

Prueba: Sea X un espacio polaco y sea d una métrica completa sobre
X que genera su topologia separable. Sea O un subconjunto abierto no-vacio
de X, con O # X. Defina ahora la siguiente métrica D sobre O:

1 1
D(u,v) = d(u,v) + 0,09~ dw,09]"

Es facil ver que D y d disfrutan de las mismas suceciones convergentes. En
. D ., d
efecto, puesto que D > d entonces, si u,, = u también u, — u. Por otro

. d
lado, si u, — u, entonces, como u,,u € O resulta que

1 1

d(un, 0%) ¥ d(u,0¢)

son reales y puesto que d(u,, O°) — d(u, O°), entonces

d(un, O°)™ ' — d(u, 0°)7L.

. D
De aqui se concluye que u, = wu.
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Lo antes expuesto nos permitira ahora deducir que D es una métrica
completa. En efecto, si (u,), es D-Cauchy, entonces (u,), es d-Cauchy y en
consecuencia convergente a algin z € X en la d-métrica. Afirmamos que
z € O. Suponga por un momento que z ¢ O. Entonces z € O° y asi,
d(z,0°) = 0. Pero como d(u,,0°¢) — d(z, O°) se tiene que lim, d(u,, O°) =
0. De aqui se sigue que podemos encontrar una subsucecién (u,,) de (u,)
tal que

1 1
— >
d(Un,,0°)  d(u,;,0°)| =

Por esto,

EmD (up,,, un, ) = 0,
m,k

contradiciendo el hecho de que (u,,) es D-Cauchy. Esto confirma que z € O
O

y termina la prueba.
4.) Sumas disjuntas numerables de espacios polacos son polacos.

Recordemos que si (X, ) es una familia numerable de espacios topoldgicos,
los cuales suponemos disjuntos dos a dos, entonces

o0 S
@nzlkn)

denota al espacio topoldgico

(o o]
X =X,
n=1

cuya topologia J viene dada por: U € J siy sdlo si UN X, es abierto en X,
para todo n. En nuestro caso, si cada (X, d,) es un espacio métrico completo
separable, @22, X,,, también es un espacio métrico completo separable con la
métrica

- dn(T’y) s1 x’yexn
d(z,y)—{l siz € Xn,y € X, param # n.

5.) Productos numerables de espacios polacos son Polacos.
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En efecto, si (X,), es una sucesion de espacios métricos completos y
separables, entonces [] - | X, también es un métrico completo y separable.

6.) TEOREMA DE ALEXANDROFF. Sea X un espacio polaco. Un

subconjunto S de X es polaco si y solo si S es un Gs en X.

Prueba. Supongamos en primer lugar que S C X es un Gs. Entonces
S =[Nowy Un donde U, es abierto en X. Por el Ejemplo 4, cada U, es polaco
y asi, [[>2, U, es polaco gracias al Ejemplo 6. Definamos ahora

n=1

A={(un)n§HUn|uj=uk para todo j,k}.

n=1

A es un subespacio cerrado del espacio polaco [[;~, U, y en consecuencia,
A es polaco.

Es facil ver ahora que la aplicacién
0:5-A
definida por
O(u) = (un)n,

donde u = u, para todo n, es un homeomorfismo del primer espacio sobre el
segundo. Esto nos demuestra que S es polaco.

Reciprocamente, supongamos que S es un subespacio polaco del espacio
métrico completo y separable (X, d). Sea D una métrica completa que genera
la topologia de S. Observe que d y D generan la misma topologia de 5. Para
cada n, sea

Vo = U{W CX|W esabierto, WNS#0, D—diamWnS <1/n}.
Afirmamos que
S=5n (ﬂ Vn> .

n=1

En efecto, sea s € S y miremos el conjunto

U={z€S8:D(z,s)<1/3n}.
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U es claramente D-abierto en S y puesto que D y d generan la misma
topologia, U es d-abierto en S; es decir, U es de la forma U = W NS
para algin conjunto d-abierto W C X. Mas atn, como D — diamU < 2/3n,
resulta que s € V,, para todo n. De aqui se sigue que

5CSn (ﬁvn)

n=1

Supongamos ahora que

seSnN (ﬂ Vn) .
n=1
Puesto que s € N2, V,, entonces existe para cada n, un conjunto W, d-
abierto en X tal que s € W,, W, NS # 0y con D ~ diamW, NS < 1/n.
Remplazando W,, por Wy N...NW, si fuese necesario, podemos suponer que
los W,, son decrecientes. Mas aun, mirando las bolas d-abiertas con centro
en s, podemos asumir también que d — diamW,, < 1/n. Teniendo en mente
que s € S, entonces la pertencia de s a W, ain nos asegura que W,, NS # 0.
Considere ahora la sucesion de conjuntos (W, N SD)n. Es claro que ella es
decreciente y sus diametros tienden a cero. El Teorema de encaje de Cantor
nos dice que existe un unico x € S comun a todos los W, N SD. Por otro

;o . (X, d)
lado, s es el tinico elemento comin a [ ., Wn( . Notemos finalmente que

————(S,D

VVn ns ) = Wn N S(S,d) - -MTn(X‘d)a

por lo que z = s y asi, s € S. Esto prueba que
S=35n (ﬂ Vn) :
n=1

Ahora bien, como S es cerrado en el espacio metrizable X entonces S es un
(s y en consecuencia S, siendo la interseccién de dos (g, es también un Gs.
Esto termina la prueba. =

7.) Espacios de Hausdorff localmente compactos satisfaciendo el segundo
axioma de numerabilidad son polacos.
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En efecto, recordemos que un espacio Hausdorff X es localmente com-
pacto si y s6lo si X admite una compactificaciéon por un punto (Teorema
2.33). Mas aun, si se supone que X satisface el segundo axioma de nu-
merabilidad, entonces su compactificacién aX es metrizable ( Teorema 2.34
(2)). Pero como X es abierto en aX (Teorema 2.34 (1)) el resultado sigue
del Ejemplo 7.

8.) TEOREMA 1. Cualquier espacio polaco es una imagen continua de N
Prueba: Seca X un espacio polaco y suponga que d es una métrica
completa sobre X que genera su topologia separable.

Nuestro primer objetivo sera construir una familia de subconjuntos ce-
rrados y no vacios de X, digamos

(I«’(’IIV]7 e ’71k))(71],...,nk)EN(N)’

para k = 1,2,..., con las siguicntes propiedades:

(a) d — diamF(ny,...,ng) < 1/k,

(b) F(n’lv cee 17'Lk——l) = Unk I;w(nla ceny Mg, n’k)a Y

- D) = A —

(C) X = UnIF(”]) = LJT“',”2 I (77.1,7112) = ...

Para comenzar con este proceso inductivo tomemos & = . Sca (@, ),
un conjunto denso numerable en X, Para cada n; seca F(ny) la bola cerrada
con centro en &y, y radio 1/2. Es claro que

X = U [(ny).

Observemos que (£7(1n1)),, es una coleccion numerable de subconjuntos sepa-
rables de X. Seleccionemos ahora, en cada F(ny), ny = 1,2,..., un subcon-

n

junto denso numerable, digamos (& )%, y clijamos ahora todas las holas

7=1?

cerradas con centro en esos puntos y radio 1/4. Si enumeramos por ny todos
los subindices obtenidos en este paso y denotamos todas las bolas anteriores
por (£7(ny,n2))n,, resulta que (a), (b) y (¢) se satisfacen trivialmente.

Continuando inductivamente con este proceso se obticne la sucesion

(I”(Nh ey 7“~'))(m,...,nk)EN(N)’

con las propiedades requeridas.
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Para definir nuestra funcién f : ' = X, tomemos n = (n;) € N. La
sucesion
(F(Tl], ceey nk))(n;,..,,nk)EN(N)
es una sucesion decreciente de subconjuntos cerrados no vacios del espacio
métrico completo (X, d), cuyos d-didmetros tienden a cero. El Teorema de
Encaje de Cantor nos asegura la existencia de un unico z, comun a todos
los F(ny,...,nk). Sea

f(n) = xn.
De inmediato probaremos que f es continua. En efecto, si myn € N y'
m; =n; para i = 1,2,...,k, entonces F(my,...,my) = F(ny,...,nx) y asi,

f(m), f(n) € F(ny,...,n). De esto se sigue que
d(f(m), f(n)) < 1/k.

Pero esto lo que nos esta diciendo es que todo par de puntos muy préximos
m,n € N tienen iméigenes muy préximas f(m), f(n) en X. Por esto, f es
continua.

La prueba concluira si logramos demostrar que f es sobreyectiva. Sea
z € X. Por (c), x € F(n;) para algin n,, pero por (b) y (c), x € F(nq,nz)
para algin n;,n;. Continuando con este procedimiento se obtiene un n =
(n;) € N tal que

y asi, f(n) = .

10.) I, el conjunto de los nimeros irracionales, es polaco.

En efecto, puesto que R es polaco y I es un G en R, el resultado sigue
del Ejemplo 7. Observemos que Q, el conjunto de los niimeros racionales es
un F,.

3.2 ESPACIOS ANALITICOS

Algunos objetos especiales mas generales que los espacios polacos y que han
demostrado ser herramientas poderosas en el analisis, son los llamados espa-
cios analiticos. Mds aun, si estos objetos viven dentro de un espacio polaco,
entonces ellos se comportan de una forma muy agradable.
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El Teorema 1 del Ejemplo II (9), permite formular la siguiente:

Definicién 3.2.1 Un espacio de Hausdorff X se llama analitico o Souslin
si existen un espacio polaco Z y una funcion continua f : Z — X tal que
f(Z) = X; es decir, X es una imagen continua de un espacio polaco.

Es claro que todo espacio polaco es un espacio analitico. Mas aun, puesto
que N es un espacio polaco resulta que:

Teorema 3.2.2 Un espacio de Hausdorff X es analitico si y solo st X es una
imagen continua de N.

Prueba: Sea X un espacio analitico. Entonces existen un espacio polaco Z
y una funcién continua f : Z — X tal que f(Z) = X. Como Z es polaco, por
Ejemplo II (10), existe una funcién continua ¢ : N' — Z tal que o(N) = Z.
Claramente la funcién fop : A/ — X es continua y satisface f o p(N) = X.
El reciproco es trivial. m]

EJEMPLOS III.
1.) Cualquier subespacio cerrado de un espacio analitico es analitico.

En efecto, sea X un espacio analitico. Entonces existe una funcién con-
tinua f : N — X tal que f(N) = X. Si A es cerrado en X también lo
es f7Y(A) en N. Asi, f~1(A) es Polaco. La restriccién de f a f~!(A) es

claramente una funcién continua de f~!(A) sobre A.

2.) Cualquier subconjunto abierto de un espacio analitico es analitico.
La prueba es idéntica a la anterior.

3.) Cualquier conjunto G5 en un espacio polaco es analitico.
Consecuencia inmediata del Teorema de Alexandroff.

4.) Si X, es analitico para cada n, entonces:
(a) Upzy Xn es analitico.
(b) TIoZ, Xn es analitico.
(¢) Moz, Xn es analitico.
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Prueba: (a). Para cada n, sean Z, un espacio polacoy f, : Z, —» X,
una aplicacién continua tal que f,(Z,) = X,. Sea Z = @32,Z, la suma
disjunta de los Z,. Z es polaco ( Ejemplo II (5)). Para cada z € Z existe un
unico n tal que z € Z,. Definamos ahora f Z - Uiz, Xk por f(z) = fa(2).
Es facil ver que f es continua y que f(Z) = o2, X,.

(b) Para cada n, sean Z, un espacio pola,co Y fa: Zn — X, una aplicacion
continua tal que f,(Z,) = Xn. Si Z = [, Zn, entonces Z es polaco
(Ejemplo IT). Defina f : Z — Hn_l, por f((pn) ) = (f(2n))n. Entonces f
es continua y claramente f(Z) = [[72, Xn.

(c) Sean Z, y f. como en los casos anteriores. Entonces [] - es

polaco y

11]

A= { (zu)n € [] %u | [i(25) = fulzx)  para cada j, /,:}

n=1

es un cerrado en [77, Z,, y por consiguicnte polaco. Si definimos
o0
A ﬂ X,
n=l]

por

f((:n)r ) = fl(":l)v

entonces f es continua y f(A ﬂ X,..

5.) Cualquier subconjunto de Borel de un espacio polaco ¢s analitico.

Prueba: Sca A la familia de todos los subconjuntos analiticos de un
espacio polaco X y sea P la familia mas pequeiia de subconjuntos de X
satisfaciendo las siguientes condiciones:

(a) cualquier conjunto abierto esta en P;
(1) cualquier conjunto cerrado esta en P;

(¢) si ([7), es una coleccion numerable de miembros de P, entonces
)

ﬂ F.ePy

T

(d) si (F)n es una coleccion numerable y disjunta dos a dos de miembros

de P, entonces U K, eP.
n




Conjuntos Analiticos 29

Primeramente demostraremos la siguiente:

Afirmacion: Bo(X), la o-algebra de Borel de X, coincide con P.

En efecto, sea Py = {F € P | F© € P}. Claramente Py C F C
Bo(X). Mas atln, (a) y (b) juntos nos aseguran que Py contiene cualquier
subconjunto abierto de X y, ademas, que Pg es cerrado bajo la operacién de
tomar complementos. Suponga ahora que (F},), es una sucesién de miembros
de Py. Entonces

UFR=RUERNF)U(BANFEAF)U... €F,

n

(U 1«’n) - (\F: eP,

por lo que | J, F. € Po. Lo acabado de probar nos muestra que Py ¢s una
o-algebra de subconjuntos de X conteniendo a todos los conjuntos abicrtos.

Asi,
Po CP C Bo(X) C P

Puesto que P C A, gracias al IEjemplo (1), el resultado queda demostrado.

6.) TEOREMA DE SEPARACION. Sean X un espacio polaco y Ay, A,

subconjuntos aneliticos y disjuulos de X. Entonces A1 y Az estin separados.
Antes de probar este resultado necesitaremos precisar qué significa que
dos conjuntos esten separados..
Diremos que dos conjuntos disjuntos A, y A; en X estan separados si
existen conjuntos de Borel disjuntos 3 y B, tales que A; C B, para i = 1,2.
He aqui dos hechos que nos interesan de los conjuntos separados:
(A) Si C1,C,, ...y D son subconjuntos de X tal que para cada n, ', y D
estan separados, entonces | J ', y D estan separados.
En efecto, para cada n existe un conjunto de Borel B3, tal que ¢, C B3,y
D C B:. Puestoque | J, C, S, Ba:=By DCN,(B) =, Bu.) =B,
entonces By B° son los conjuntos de Borel deseados.
(B) Si E1,E,, ...y F, F,, ... son subconjuntos de X tales que para cada m
y n, E,. y F, estan separados, entonces Um En y U, Fr estén separados.
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En efecto, por una aplicacién repetida de (A) vemos que para cada m,
E.. y U, F. estan separados. Aplicando una vez mas (A), se obtiene que
U,. Em y U, F. estan separados.

Prueba del Teorema de Separacién: Por el Teorema 3.2.2, existen
funciones continuas f,g: N — X tales que f(N) = A; y g(N) =

Supongamos por un momento que A; y A; no pueden ser separados.
Para cada k € N y n,,...,nx € NW), recordemos que

N(ny,...,np)={o=(0:); E N |o1 = n1,...,01 = ni},

Uf (m1)) vy Ay ={Jg(W(n))

Por (B), existen m; y n; tales que f(AM(m1)) y g(NM(n1)) no pueden ser
separados. Pero

N(m1)) = Uf (mi,m2)) y gWN Uy (n1,n2))

de modo que existen m; y n; tales que fN(mq1,m2)) y g(NM(n1,n2)) no
pueden ser separados.

Continuando inductivamente con este proceso se obtienen m,n € A tales
que para cada k,

JN(my,....m)) vy gN(ng,...,n)
no pueden ser scparados. .
Lo anterior da origen al siguiente hecho: f(m) = g(n).

En efecto, si f(m) # g(n) entonces existen, puesto que X es Hausdorff, dos

conjuntos abiertos y disjuntos en X, digamos U y V, tales que U contiene a

f(m) y V a g(n). Las pre-imagenes de estos conjuntos abiertos, [~'(U) y
g~ 1(V), son conjuntos abicrtos y disjuntos en A. Pero la sucesiones,
(N(ml’ R mk))(ml,...,mk)eN(N’ y (N(nla (KRR nk))(m,...,nk)GN(N)

de conjuntos abiertos constituyen una base de entornos alrededor de m y n
respectivamente. De aqui se sigue que algin M (m;,...,m;) estd en f~1(U)
y algin NM(n,,...,n;) dentro de ¢g~'(V). Esto nos dice

fN(my, . coomi)) y g(N (g, ... ,n))
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estan separados. Imposible. Asi, f(m) = g(n).

Todo lo anterior es contradictorio, ya que al suponcr que los conjuntos
disjuntos A; y Az no pueden ser separados conduce a la conclusion de que
f(m) = ¢g(n), donde f(m) € A; y g(n) € A,. 0

7.) Corolario: Sean X un espacio polaco y A C X. Si A y A€ son ambos
analilicos, entonces A es de Borel.

Prueba: Iin cfeclo, por ¢l Teorema de Separacion, existe un conjunto
de Borel B tal que A C By A C B De aqui se sigue que A = 3.

Definicién 3.2.3 Un espacio de Hausdore[] X se dice que es un espacio de
Lusin si exislen un espacio polaco Y una funcion conlinua inyective de Y
sobre X.

% claro gue todo espacio de Lusin ¢s analitico. 1Sn conscecuencia, todas
las propiedades obtenidas en el Ejemplo III siguen siendo validas
para los espacios de Lusin. '

3.3 ESPACIOS K-ANALITICOS

La nocion de espacios K'-analiticos, la cual se debe a GO Choquet, es mas
general que la de conjunto analitico. Comenzaremos por dar la delinicion
clasica de espacios K-analiticos 'y posteriormente daremos otra delinicion
cquivalente, la cual resultara ser mas atil en la practica.

Un subconjunto A de un espacio de Hansdorll X se dice que es un N, ..
si existe una sucesiou (N,,,) de subconjuntos compacto de X tal que

X

o
N = ﬂ N

m=1n=I1

Definicién 3.3.1 (G. Choquet) /n espacio de Hausdor[] X sc Hana K-
analitico, si X s la imagen continua de algiin N5 situvado e wn conjunlo
compaclo; cslo es. X s K-analilico si exislen un compacto W, un subconjunlo
K de W, el cual es un Ny, y wna funcion contivea [+ N — X lal que

f(K)=X.
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Para poder formular la otra definicién equivalente, necesitaremos intro-
ducir algunas notaciones.

Recordemos que K(X) denota la colecciéon de todos los subconjuntos
compactos de X, y como siempre A/ = NN,

Sea X un espacio de Hausdorff. Una aplicacién K : ' — K(X) sc dice
que es semi-continua superior si para cada f € Ay cada conjunto abierto
G en X con K(f) C G existe un entorno U de f tal que K(g) C G para cada
geU.

Teorema 3.3.2 [Jayne] Sea X un espacio de Hausdorff. Las siguientcs
condicianes son cquivalentes:

(1) X es K-analilico.
(2) Existe una aplicacion semi-continua superior K : N' — K(X) tal quc

U run=x

JeN

La demostracién del teorema anterior es obra de J. 5. Jayne. Una prucba
del Teorema 3.3.2 se encuentra en [RJ, sec. 2.8,].

Entre los espacios K-analiticos mas conocidos estan los analiticos. lin
efecto, si X un espacio analitico, entonces existe una funcién continua

N - X
tal que P(N) = X. Defina ahora
N:N — K(X)

por N(f) = {¢(f)}, para cada f € M. Es claro que N es semi-continua
superior y satisface '
U run=x.
JeN
Uno de los resultados que mas nos interesan de los espacios A-analiticos
es el siguiente:

Teorema 3.3.3 (1) Cada espacio K -analitico es de Lindelof.

(2) Cada espacio regular K-analitico es normal, y de aqui completamente
regular.
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Prueba: (1) Sea O un cubrimiento abierto de un espacio K-analitico X.
Escojamos una aplicacién semi-continua superior K : N' — K(X) tal que
UjeAf K(f) = X. Para cada [ € N existe, por la compacidad de K(f),
una familia finita Oy C O la cual cubre a K(f). Ahora bien, como K es
semi-continua superior, podemos encontrar un entorno abierto V; de f con

U k<o

g€V,

Claramente N = Vi uesto que A es de Lindelof, existe un subcon-
fen Vi Y P
junto numerable C de N tal que N = U,fec V. De esto se sigue

U o
fec
es un subcubrimiento numerable de O.
(2) Sea X un espacio regular K-analitico. Por (1) y el Tecorema 2.2.7 se¢
tiene que X es normal y, por consiguiente, completamente regular. a

Nos interesa ahora algunas propiedades de estabilidad de los conjuntos
K-analiticos.

Teorema 3.3.4 La imagen bajo una aplicacion semi-conlinua superior de
un conjunto K-analitico es K -analitico.

Prueba: Sean X y Y espacios de Hausdorff y sea F : Y — K(X) una
aplicacion semi-continua superior. Sea /X un subconjunto compacto de Y.
Primeramcnte demostraremos que

F(K)= ] F(z)
zelN

es un compacto en X. Sea ((/g)pen un cubrimiento abicrto de FF(K). Para
cada  en K, el compacto I”(x) esta cubierto por (Gs)pen, y por lo tanto
podemos escojer un subconjunto finito B(z) contenido en B tal que

Fz)= |J Gs.

B€B(x)




Conjuntos Analiticos 34

Sea F~1, la imagen inversa de I, definida por
NZ)={z| F(z) C Z}.

Como F' es semi-continua supcrior, el conjunto

U)=r| | Gs

BEB(z)

es un abierto conteniendo a . Puesto que K es compacto y esta cubierto’
por la familia de abiertos (U(z))zex, podemos seleccionar un subconjunto
finito I de K con

Alora
Jr(= (Y a))ey U
rell BEB(x vell eB(x)
Por csto () es compacto.
Suponga ahora que Y es K-analitico y tiene la representacion

U Ko

cEN

con K una aplicacién semi-continua superior de N en K(Y).

U ke

aeN
y I"o K aplica N cn K(X), entonces sélo nos resta demostrar que 1o A cs
semi-continua superiormente. Para este fin, sea 0 € Ay sca ¢ un conjunto
abierto en X con

’
Ya que

(K () C G

Como I ¢s semi-continua superior ¢l conjunto "~ es abierto en Y con-
teniendo a K(o). Pcro al ser también IX semi-continua supcrior, podemos
cscojer un entorno abierto V ode o con

KN(V)C PG,




ot
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Iisto nos asegura que
F(K(V)) C F(FY(G) € G.

Por consiguicnte I o i es semi-continua superior, y (YY) es K-analitico. O

Teorema 3.3.5 Sea X un espacio de Hausdorf].
(1) 51 X es Souslin-K (X), entonces X es K-analilico.

(2) Si X es K-analilico, e¢nlonces X es un conjunto Soushin-F(X').

Prueba: (1) Si X ¢s Souslin-A(X), entonces

Xy

X = U ﬂ N(a|n),

aeN n=1
donde KN(a|n) € K(X) para cada 0 € Ny n € N. Remplazando KN(a|i)
por (i, N(o .'

k), si luera necesario, podemos asumir que (KN {a|u )N, es una
sucesion decreciente. Iaciendo

5 9)
N{c)= m KN(ojn) para cada o€ N,

n=|
se verifica facilmente que o — KN(a) es una aplicacion semi-continua superior,
sto implica que X es K-analitico.

(2) Sea X = N(N), donde A es una aplicacion semi-continna superior

de Moen K(X). Consideremos la Tamilia (17(5)), de subconjuntos cerrados
de X deflinida por

I'(s) = N(N(s)), «€&NWM,

donde M(s) = {o € N i a|u = s}. Claramente, para cada o en N,
%

INGARE m I'(a|n).

n=i

Supongamos ahora que

I € m I'(aln) pero que [ & KN(a).

n=I|
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Como K (o) es compacto y X es de Hausdorff, entonces X es regular y asi,
podemos escoger un conjunto abierto G'y un conjunto cerrado H con

K(e)CGCH y fé¢H.

Puesto que K es semi-continua superior podemos eligir ahora un ng tal que

K(N(olne)) G C H,

dc donde resulta que

0
X

f€ (] Flan) C F(oln) = K(M(olno)) € 1,

n=l

lo cual cs imposible. Por csto,

K(o)= ﬂ F(o|n)

n=1

X=KWN)= ] K@e)=|J () Flaln),

cEN geN n=1
es un conjunto Souslin-F(X).

Definicién 3.3.6 Un cspacio de Hausdor[f X se llama un cspacio K -Lusin
st cxisle una aplicacion semi-conlinua superior

KN:N - K(X)
tal que

X =[] Ko),

cEN
con la propiedad de que

K(oc)N K(p) =0,
siempre que 0,0 € N y o # 0.
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Una clase de espacios ligeramente mas amplia que la de los K - analiticos
la constituye la de los espacios K-numerablemente determinados, introduci-
dos por L. Vasak.

Definicién 3.3.7 Un espacio de Hausdorff X se dice que es K-numerable-
mente determinado si X es la imagen de algin subconjunto de N bajo una
aplicacion semi-continua superior a valores compactos.

De la definicion anterior se desprende que todos los espacios métricos
separables asi como todos los espacios K-analiticos son K-nume-
rablemente determinados, y estos espacios son todos Lindelof.

El siguiente resultado justifica la terminologia de la definicién anterior.

Teorema 3.3.8 Las siguientes condiciones sobre un subespacio IV de un es-

pacio compacto de Hausdorf] X son equivalentes:

(1) I7 es K-numerablemente determinado.

(2) Eriste una sucesion (N,))22, de subconjuntos compactos de X lal que
para cadax € I yz € X\ IV existe un m € N tal que v € N, yz &€ I\,,.

(3) Eaiste un subconjunto S de Ny un familia de subconjunlos compaclos
(K(a]n))smenev de X tal que

E=J ﬁ K(o|n).
g€ES n=1

Prueba: (1) implica (3). Si I7: 8§ — K(X) es la aplicacion dada por (1),
entoices

=) F{e €S eln=aln}),

geS n=|

donde la clausura es tomada en X.

(3) implica (1). Si
E=JKem),
ceSn=1

entonces la aplicacion F' : § — K(X), definida por

(o) = ﬂ N(a|n),

n=1
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tiene las propiedades requeridas.

(3) implica (2). La familia numerable (K (o|n)),j.ean tiene las propie-
dades requeridas.

(2) implica (3). Para (o4,...,0,) = o|n, defina

K(oln) = n K,,.

i=1

El resultado sigue de esto.
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4 MEDIDA Y TOPOLOGIA

En esta seccién vamos a discutir la teoria de la medida sobre un espacio
topoldgico completamente regular. El objetivo principal que se persigue
es caracterizar algunas propiedades topoldgicas en términos de medidas y
mostrar ciertas relaciones entre estos dos conceptos, medida y topologia.
Existen en la literatura excelentes desarrollos sobre el tema, entre ellos debe-
mos mencionar los articulos de V. S. Varadarajan ( [Va] ), R. F. Whecler(
[WL] ), R. J. Gardner ( [Ga] ), R. J. Gardner - W. F. Pfeffer ( [GP] ) y las

referencias alli citadas.

4.1 NOTACIONES Y DEFINICIONES

Sca X un conjunto, y sca M una o-algebra en X. Una medida sobre M
es una una funcién o-aditiva u : M — [0,+400] tal que p(#) = 0. Una
medida g sobre M se llama (rivial si (X)) = 0, finita si p(X) < 400, 0-

finita si X = U X,, donde X, e My pu(X,) < 400, n = 1,2,.... Una

n=
probabilidad é()brcl M es una medida g sobre M para la cual pg(X) = I.
Una medida g sobre M que toma sélamente los valores 0 y | es [lamada
2-valuada. Si i cs una medida sobre M, entonces a la tripleta (X, M, p) se
le llama un espacio de medida.

Siguiendo nuestra costumbre, todos los espacios topoldgicos considerados
en estas notas seran de Hausdor{f. Como siempre, si X un espacio topoldgico,
entonces G(X), F(X), K(X), 2Z(X) y coZ2(X), denotaran las familias de
todos los subconjuntos abicrtos, cerrados, compactos, ceros y coceros de X,
respectivamente.

4.2 MEDIDAS DE BOREL

La o-algebra de Borel Bo(X) en X es la g-algebra mas pequena en X
conteniendo a G(X). Los clementos de Bo(.X) son llamados conjuntos de

Borel.

Definiciéon 4.2.1 Una medida de Borel es une medida definida sobre
Bo(X).
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Si 4 es una medida de Borel en X y B C X, definimos
p*(B) = inf{u(G) | BC G,G € G},

p(B) =sup{u(F)| F C B,F € F}.

Un subconjunto A de X se llama py-medible si existen By, B, € Bo(X)
[dependiendo de u] con

BiCACB, y uB:\B)=0;

es decir, A es si-medible si y sdlo si p*(A) = p.(A).
La o-algebra de todos los conjuntos u-medibles se denota por Bo(X),.
Es facil establecer que
Bo(X) C Bo(X),
para cada medida de Borel p.

En tanto que p* y p. no son medidas, ellas exhiben algunas propiedades
similares a las de una medida. He aqui una que necesitaremos.

Lema 4.2.2 Sea X un espacio de Hausdorff y sea p una medida de proba-
bilidad de Borel ¢n X. Si (A,)5%, es una sucesidn creciente de subconjuntos

n=

T (U An> = lign L (Ay).

n=1

de X, entonces

Prueba: Se sigue inmediatamente de la definicion que p*(A) < p*(B3) siem-
pre que A € B C X. De aqui se deduce, puesto que p es finita, que
lim, p*(A,) existe y, ademas,

lim " (Ay) < p* (U An) .

Para demostrar la desigualdad reciproca, sca ¢ > 0. Para cada n € N,
cscojamos un B, € Bo(X) con A, C B, y tal que

#(Bn) < 1 (An) + &
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Sin perder generalidad, podemos suponer que la sucesién (B,), es creciente.
En efecto, si tal sucesion no fuese creciente entonces, remplazando B, por
D, = B, N0 B,y N ..., resulta que D, pertenece a Bo(X), A, C D, y
w(Dy) < p*(A;) + . De modo que asumiremos que la sucesién (B,), es
creciente. Aceptando lo anterior, la o-aditividad de p nos permite afirmar

que
I (U Bn) = lim pu(B,).
n=1
Finalmente,
lt. (U An) S lt (U Bn)
= limp(B,)
< lim(p*(An) +¢)
= limu*(A,) + ¢,
lo cual termina la prueba. ]

Definicién 4.2.3 Una medida de Borel it en X se llama debilmente regu-

lar si
w(B) = 1 (B) = p(B), paratodo B € Bo(X),

y es regular o de Radon s:

w(B) =sup{u(k) | K C B,k € K}, paratodo B € Bo(X).

Observemos que g es débilmente regular si y sélo si, dado BB €
Bo(X) y ¢ > 0, existen un conjunto cerrado F y un conjunto abierto
G talesque FCBC Oy u(G\F)<e.

Similarmente, p es regular si y sélo si, dado 3 € Bo(X) y ¢ > 0,
existe un compacto N C B tal que u(B\ K) < ¢.

Nuestro préximo objetivo es probar que toda medida de Borel sobre
un espacio polaco es regular. Pero previamenmte demostraremos que toda
medida de probabilidad de Borel sobre un espacio métrico es débilmente
regular.
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Teorema 4.2.4 Sea (X, d) un espacio métrico. Si p es una medida de
probabilidad de Borel en X, entonces p es débilmente regular.

Prueba: Sea B la familia de todos los subconjuntos B de Bo(X) que sa-
tisfacen p*(B) = p.(B). Queremos probar que Bo(X) = B. Ello se logra
demostrando dos cosas:

Primera Afirmacién: F(X) C B.

En efecto, si I" es cerrado y si definimos f(z) = d(z, F) para todo z € X
resulta que f es una funcién continua para la cual ‘

F={zeX|[(x)=0}=)GCn
donde G, = {& € X | f(x) < I/n},n = 1,2,.... Puesto que (G,) cs una
sucesion de conjuntos abiertos decreciendo a F' y g es finita, se tiene que
p(F) = limp(Gy).
Sea ¢ > 0. Si,ahora clejimos un ng tal que
/"(C"no \ )= /"(Gno) - /"(F) <eg,
se deduce p(I') = p*(I') y nuestra primera afirmacion queda establecida.

Scgunda Afirmacion: B es una o — algebra.

Claramente B es cerrada bajo la accion de tomar complementos, pues
dado I3 € B y dado ¢ > 0, existen un I cerrado y un ¢ abicrto tales que

FPCBCGyu(G\TI)<e. Yaque
I("('QBCQGYC y l:‘C\G'C=Gl\I;",

obtenemos que p(F°\ G°) < ¢, lo cual prucba que B¢ € B.
Finalmente, si 3, € B para cada n, entonces | |22, B, € B. Para ver
’ n=1
esto, sea ¢ > 0 y escojamos conjuntos cerrados I, C B, y conjuntos abicrtos
G. 2 B, tales que j(G, \ I) < ¢/2™F, Teniendo en cuenta que
n = n jue 0 :

n

Ur=0Un
n=1

n=1 k=1
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podemos encontrar un ng para el cual

00 ng
u( FH\UFk) <e/2.
n=1 k=1
Sea F' = |J;2, Fx. Entonces I es cerrado, G = | J;., Gn es abierto, F C
o1 B € Gy p(G\ F) <e. Esto nos demuestra que B es una o-algebra y
por lo tanto Bo(X) = B. O

[

[

Teorema 4.2.5 Sea X un espacio polaco. Siu es una medida de probabilidad
de Borel en X, entonces pu es regular.

Prueba: Puesto que todo espacio polaco es homeomorfo a un espacio métrico
completo y separable, supondremos que (X, d) es un espacio métrico comple-
to y separable. Supuesto esto, la separabilidad de X nos asegura la existencia
de una sucesion (z;) densa en X. Sca Bi(n) la bola d-abierta con centro en
z y radio 1/n; esto es,

Bk(n) = {:1? e X | d(mk,:c) < 1/72}.

Sea £ > 0. Puesto que para cada n, la sucesion (By(n))?%, cubre a X y

teniendo en cuenta la o-aditividad de g, y el hecho de que

X= 0 Bi(n) = G ) Bj(n))
k=1 =1

k=1

resulta que para cada n podemos clegir un entero positivo &, verificando

kn
r (x \J Bk(n)> <&/
k=1

Sea

o kn
K= Bn).
n=1 k=1
Claramente A" es un subconjunto cerraco del espacio métrico completo X por

k“

lo que también resulta ser completo. Mas atin, puesto que K C | J;~, Bi(n)
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para todo n y ya que tales conjuntos son totalmente acotados, se sigue que i’
es totalmente acotado. La conclusién es que K, siendo completo y totalmente
acotado es un espacio métrico, es compacto. Ademas,

o kn
u(X\K)< Z,u (X\ U Bk(n)> <e.
n=1 k=1

Finalmente, sean B € Bo(X) y ¢ > 0. Por lo acabado de probar existe un

compacto Ko C X tal que p(X\ Kp) < €/2, mientras que por el Teorema 4.2.4

existe un conjunto cerrado F' C B satisfaciendo p(B\ F) < /2. Si definimos
K = KoN F, entonces K es compacto, K C By B\ K C(X\ No)U(B\ F).
Por esto, u(B \ K') < ¢ y concluye la prueba. m]

Del EJEMPLO 111, sabemos que todo conjunto de Borel en un espacio
polaco X es analitico y que si un conjunto y su complemento son ambos
analiticos en X, entonces dicho conjunto es de Borel (EJEMPLO II1, Coro-
lario (7) ). Un resultado mas general lo constituye el siguiente

Teorema 4.2.6 Scan X un espacio polaco y p una medida de probabilidad de
Borel sobre X. Entonces cualquier subconjunto analitico de X es p-medible.

Prueba: Sea A un subconjunto analitico de X. Nuestra tarca sera demostrar
que dado cualquier ¢ > 0, existe un conjunto compacto A € A tal que
p(K) 2 p*(A)—ce. Esto sera suficiente, ya que una vez establecido lo anterior,
la relacion () < pa(A) (la cual es siempre valida) nos conduce al resultado
deseado.

Puesto que A es analitico en X, existe una funcién continua [ : N — X
tal que f(N) = A.

Para cada entero positivo by nq,...,n; € N, sea
L(myy...,mp) ={c €N |oy <ny,...,o0 < g}
Sea ¢ > 0. Nuestro plan es construir un n € N tal que
(L, ... ng))) > p"(A)—¢€

para cada k.
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La construccion de tal n se ejecuta del modo siguiente: [in primer lugar
obscrve que (L£(n)))y,, €s una sucesion creciente de conjuntos cuya union cs
Ny asi, (f(£(n))))s, es una sucesion creciente cuya unién es Ay, gracias al
Lema 4.2.2, resulta que

o (A) = lim = (f(L(m))).

n
De esto se sigue que podemos escojer un ny tal que

i (SL(n))) > p(A) — e

Pero (L£(1y,12))., ¢s una sucesion creciente de conjuntos cuya union es L(n ):

os decir,

L) = JLlmm) v JLo0)) = J (Ll ).
Por esto,
lim g ((£(r2)) = ) (S (£(m)))
2 /L-(A)_E’

y asi, podemos elegir un ny tal que p*(f(L(ny,n2))) > p(A) - <.
Siguiendo con este procedimiento se llega al n descado.

Sca

. = ﬂ Llny,....onyg)
Lol

{me N |, <n; paralodoi}.

]

Puesto que L es un subconjunto compacto de Ny [ es continua, se ticne
que N o= (L) es un subeonjunto compacto de A,

Alirmamos que:

JNY > i (A) = <.

Para cstablecer nuestra alirmacion debemos empezar por mostrar que iV oes
mucho mas grande de lo que parece. Despucs de todo,
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£>1
- ﬂf(‘c(nla ’nk))
k>1
c () fLln, ..., m));
k>1

y, mas auin,

K= () J(L(u,..., ).

k>1
Iin cfecto, suponga que d cs una métrica completa que gencera la topologia
separable de X. Tomemos

xrE ﬂ f(L(ny,...,n.)).

k>

Entonces @ € f(L(n1,...,nx)) para cada k; y ast, podemos escojer un m;,
en L(ny,...,nt) tal que d(f(my),2) < 1/k. Ya que (L(ny,...,n)) 8 una
sucesion creciente de conjuntos cerrados en N, entonces el proceso de la
diagonal nos permite pasar a una subsucesiéon (mj) de (my) la cnal converge
a algin m € N. Por supuesto,

m € ﬂ f(L(ny,...ong)) y f(m) = lilnf(m,':_) = .
E>1
Asi,
w=f(m)e f([)Llm,...,n)) = [(L) = K.

k>1

Para dar fin a la demostracién, observemos que como f(L(ry,...,ng)) €8 n
conjunto cerrado conteniendo a f(L(ny,...,ng)) resulta que

p(f(L(nyy..oyng))) 2 57 (S(L(ngy..oyne)) 2 p™(A) — ¢

para cada k. Mas ain, (f(L(n,...,n)))r es una sucesion decreciente con
interseccién K y por la [initud de p se concluye que

w(K) > p*(A) —e.
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El teorema anterior cs la clave para la siguiente definicién.

Definicién 4.2.7 Sca X un espacio de Hausdorff. Denote por M,.,(X) al
conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre Bo(X) que son regulares.
Defina ahora '

Univ(X)= ] Bo(X),.
JEMeg(X) ‘

A esta o-algebra sc le denomina la o-algebra de los conjuntos univer-
salmente medibles.

Una consccucencia inmediata del tcorema anterior es ¢l siguient.e:

Corolario 4.2.8 Si X s uu espacio polaco y A es un subconjunto analilico
de X, entonces A € Univ(X).

IFinalizamos esta seccion con un resultado seucillo, pero importante, rela
cionado con el problema de donde se “concentra” una medida.

Definicién 4.2.9 Sca o € M, ;(X), donde X es un cspacio de Hansdor|].
Il soporte de ju es ¢l conjunto de todos & € X tal que p(l7) > 0 pare cada
entorno abierto U de a.

Denotaremos por sop(se) al soporte de la medida g Observe que sop(yo
es el inico subconjunto cerrado de X con las siguientes propiedades:

(i) n(X) = plsop(p)),

(i1) Si I7 ¢s cualguicr subconjunto cerrado de X con p(17) = p(XN), en
tonces sop(y) € I

Un hecho importante lo constituye el siguiente

Teorema 4.2.10 5S¢ (X, d) es un cspacio métrico y p € My ,(X), enlowees
jt tiene soporte separable.
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Prueba: Puesto que u es regular, para cada n existe un compacto I{;, C X
tal que u(X \ K,) < 1/n. Sin perder generalidad, podemos suponer que
K, C K, C ---. Ahora bien, como K, es un espacio métrico compacto, el es
separable y asi, K = |-, Kn es separable. Ademds, puesto que (X \ K,)32,
es una sucesion decreciente de conjuntos de Borel y u es finita, resulta que
(w(X \ K) = limpaoo (X \ K») = 0. Es claro ahora que sop(p) C K, por lo
que sop(u) es separable. a

4.3 MEDIDAS DE BAIRE

Puesto que nuestro interés en la teoria de medida sobre un espacio topoldgi-
co consitira en aplicar estos resultados a la topologia débil sobre un espacio
de Banach, nos limitaremos de ahora en adelante, dnica y exclusivamente, a
espacios completamente regulares. Por consiguiente, en toda esta seccion, X
denotara un espacio completamente regular.

Sea X un espacio completamente regular. La o-algebra de Baire
Ba(X) en X es la o-algebra mas pequefia en X conteniendo a Z(X). Los
elementos de’ Ba(X) son llamados conjuntos de Baire. Observe que Ba(.X)
es también la o-algebra mas pequeinia tal que cualquier f € C(X) es Ba(X)-
medible.

OBSERVACION 1. Si X es un espacio métrico, entonces cualquicr subcon-
junto cerrado de X es un conjunto cero y por consiguiente Bo(X') = Ba(X).
En general, un espacio X se dice que es perfectamente normal si todo con-
junto cerrado en X es un conjunto cero; es decir, X es perfectamente normal
st F = Z. En consecuencia, en todo cspacio perfectamente normal X, sc

tiene que Bo(X) = Ba(X).

Definicion 4.3.1 Una medida de Baire en X es una medida p sobre
Ba(X).

Comenzaremos por exhibir una propiedad importante de las medidas de
Baire que no comparten las medidas de Borel en todo espacio completamente
regular.
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Teorema 4.3.2 Sea i una medida de Baire en X. Entonces

wW(B) = inf{g(U) | BCUUE€coZ}
= sup{u(Z)|ZC B,Z € Z}.

Prueba: Sea B la familia de todos los subconjuntos B de Ba(X) tales que
w(B) =inf{u(U) | BCU,U € coZ} =sup{p(Z)| Z C B,Z€ Z}.

Nuestra tarea sera demostrar que B = Ba(X).
Sea G € coZ. Entonces existe una [ € Cy(X) tal que ¢ = [ (R\ {0}).

Si ahora definimos f,, = min(|f| — [/n,0), n = 1,2,... resulta que
o<
¢ =70
n=1

Puesto que
Y ()R A (1) I

se obtienc que p(G) = limy,—n p(f7(0)), y por cousiguicnte,

(G =sup{u(Z) | Z C G, Z € Z}.

Esto nos demuestra que coZ C B. Para terminar la demostracion sélo nos
resta probar que B es una o-algebra. 1is claro que B es cerrada bajo cl
proceso de tomar complementos. Sea B, € B,n=1,2,...,yscag > 0. Para
cada n, escojamos Z, € Z y U, € coZ tales que

Z'n, g Bn g l‘/n y /L(l./n \ Zn) < 5/2”+|.

Observemos que como Z = | oo, Zn = Uje, U=y Zr, entonces podemos

clegir un ng tal que (2 \ J2, Zx) < /2. Si toma,m'os Zy = \Ups, Ziy
U=, Uy, tendremos que Zy € Z2,U € c0Z, Zy C U, B.C Uy

U\ Z) < &

De aqui se sigue que |J., B, € Z y concluye la prucba. 0
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OBSERVACION 2.

(1) El Teorema 4.3.2 nos revela que la tcoria de las medidas de Baire es
mas simple que la de las medidas de Borel. Histéricamente, las medidas de
Baire fueron desarrolladas primero ( véase el articulo de Varadarajan [Va]),
y gran parte del auge la teoria de las medidas de Borel es producto de ese
trabajo.

(2) Las medidas de Borel, por otra parte, tienen ciertas ventajas sobre
las Baire. LEllas pucden ser estudiadas en cualquier espacio topolégico a

diferencia de las de Baire que sélo viven es espacios completamente regulares.’

(3) Ba(X) posee algunas propiedades importantes que no comparte con
Bo(X). Por ejemplo, la g-algebra de Baire de un espacio producto compacto
cs el producto de las o-algebras de los factores. Si X es compacto, y Ba(.X)
es numerablemente generada, entonces X es metrizable.

Definicién 4.3.8 Seca X un espacio completemente regular y sea M,(X) ¢l
conjunio de todas las medidas de probabilidad sobre Ba(X).

(1) Una medida p € M,(X) sc llaina T-suave si sicmpre que (Z,) ¢s una
red de conjunlos ceros lal que Z, C Zg para o2 By [\, Za =0, enlonces

limu(Z,) = 0.

(2) Una medida p € M,(X) se llama tensa si para cada ¢ > 0, crislc
un compacto K C X lal que

prN) 21—,
donde yi* es la medida exterior generada por u, definida por
P Ay =inl{j(B) | B2 A, B € Ba(X)}
para todo A C X.

Denotando por M (X) y M,(X) los conjuntos formados por todas las
medidas tensas y las 7-suaves respectivamente, se tiene que

My(X) C M(X) C M (X);

pero la igualdad no siempre se cumple.
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Definicién 4.3.4 Un cspacio complelamente regular X se llama:
(1) medida-compacto si M,(X) = M.(X).
(2) fuetemente medida-compacto st M,(X) = M,(X).

La siguiente caracterizacion de realcompacidad se debe a K. Hewitt. Para
una demostracion de este hecho remitimos al lector a [Na, p. 487).

Teorema 4.3.5 Un espacio completamente regular X es realcompacto si y
solo st cualguier medida 2-valuvada en M,(X) estd en M.(X).

Claramente se tiene que cada espacio Tuertemente medida-compacto es
medida-compacto, y este tltimo es realcompacto.

Si e es una medida de Baire en X, entonces ¢l soporte de ji es ¢l conjunto
N (necesartamente cerrado) de todos los € X tal que p(U7) > 0 para cada
entorno co-cero {7 de . Usaremos sop(pe) para denotar ol soporte de g
Teorema 4.3.6 Sca j una medida de Baive en X. Entoonces ol soporte deo
es la inlervseecion de lodos los conjunlos ccros 7 lales que (7)) = p( X).
Prueba: Ui punto @ ¢ sop(yt) sty solo si existe un conjunto cocero 1/
conteniendo a @ tal que p({7) = 0. Isto s, @ € sop(ge) sty solo si existe un
conjunto cero Z no conteniendo a x con p(Z) = p(X). El resultado signe de
esto. [l

Ll siguiente resultado nos dice que los espacios realcompactos constitiyen
una familia bastante amplia de espacios topologicos.

Teorema 4.3.7 Sca X un cspacio completamente regular. Si X cs do Lin-
delof, entonces X cs medida-compaclto,

Prueba: Suponga que X os de Lindelol v sca o € M, (X'). Para demostrar
que pp € MA(X), sca (Z,) una familia de conjuntos ceros tales que 7, C 7,
sia>gycon (), Z, =0 Pongamos U, = X\ Z, para todo a. Puesto gue
Uy € coZ y X =, U, entonces existe, por ser X de Lindelol, nna sucesion
de indices (o, )22, tales que
0
Uy CU,, Cor y X = U v, .

n=|
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De aqui se sigue, por la o-aditividad de p, que
I = p(X) =limp(Ua,)
y asi,
0 =limu(Z,,) = limu(Z,),
probando que u € M,(X). a

De los resultados ya expuestos sc tiene que:

Espacios polacos, analiticos, AX-analiticos y K-numerablemente
determinados son medida-compactos, pucs cada uno de ellos es de Lin-
delol.
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5 LA TOPOLOGIA DEBIL EN ESPACIOS
DE BANACH

Con toda propiedad se puede afirmar que la teoria de los espacios de Ba-
nach es hija legitima de la topologia de conjuntos. En efecto, todo el tra-
bajo clasico de S. Banach [Ba] tiene su soporte sobre poderosas y profundas
propiedades de la topologia. Por ejemplo, el Teorema de Hahn-Banach fuc
posible gracias a la completitud de los niimeros reales; el Teorema de la Apli-
cacion Abierta asi como también el Principio de Acotacion Uniforme deben
su existencia al Teorcina de Categoria de Baire; por otro lado, el Teorema de
Tychonoff provee la herramienta prineipal en la demostracién del Teorema de
Alaoglu, mientras que el Teorema de Eberlin-Smulian sobre los subconjuntos
débilmente compactos en un espacio de Banach se establece a partir de un
delicado argumento de compacidad por via del proceso de la diagonal.

Todo lo expresado anterioriente sentd las bases para una reunion de
profundos lazos entre la topologia, la tcoria de conjuntos y la teorfa de los
espacios de Banach. Esto puede ser corroborado por la extensa y prolusa
bibliogralia que se ha escrito recientemente sobre ¢l tema. En este sentido
cabe destacar los articulos de S. Negrepontis [Ne], H. Rosenthal [Ro], E. Odell
[Od], J. Bourgain, D. H. Fremlin y M. Talagrand [BFT], J.Diestel [Di], D.
van Dulst [vD], C. A. Rogers y J. E. Jayne [RJ].

Nuestro objetivo en estas notas ¢s mas bien modesto y limitado, cn el
sentido de que sélo expondremos una particula mimiscula sobre los pronfun-
dos desarrollos que se han obtenido en ¢l campo de la teoria de los espacios
de Banach con la ayuda de la topologia. He aqui entonces el proposito de lo
que queremos. Queremos investigar algunos criterios que nos permi-
tan determinar si un espacio de Banach provisto de su topologia
débil posee las propiedades topolégicas usuales; ¢s decir, | os la
topologia dé¢bil de un espacio de Banach regular, completamente regular,
Lindeléf, metrizable, CCC, rcalcompacto, ete.? Una vez respondida algu-
nas de las interrogantes antes planteadas, nos proponemos demostrar como
dichas propiedades sirven para investigar la estructura “fina” de tales espa-
cios. Por cjemplo, se demuestra que todo subconjunto débilmente compacto
de C'(2) es norma-scparable si y sélo si Q satisface la condicion de cadena
numerable. Similarmeute, si A es un subconjunto débilmente compacto de
un espacio de Banach satisfaciendo la condicion de cadena numerable para
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la topologia débil, entonces dicho conjunto es norma-separable. Un increible
resultado de Wheeler establece que un espacio de Banach con la propiedad
de Radon-Nikodym cs norma-separable si y sélo si su bola unitaria, con la
topologia dc¢bil, satisface la condiciéon de cadena numerable. Asi mismo se
prucha que si un espacio de Banach dual en su topologia débil es de Lindeldf,
entonces dicho espacio posce la propiedad de Radon-Nikodym.

5.1 NOTACIONES Y RESULTADOS BASICOS

lista scccion tiene como propodsito exponer algunos de los resultados de la
teoria de los espacios de Banach a ser utilizados en las restantes secciones.

in todo To que signe X denotara un espacio de Banach. Si X ¢s un espa-
cio de Banach, X™ denota su duel. La topologia débil sobre X es la topologia
inducida sobre X por X™; ¢s decir, la topologia mas débil sobre X que hace
gque cada miembro de X™ sca continuo. A esta topologia la denotarcenios
por a( X, X*} o simplemente por w. Asi, la notacion (X,a(X, X*)} o (X,w)
signilica (quie X estd dotada de su topologia débil. Como es bien conocido,
(X,0(X,X™)) es un espacio vectorial de Hausdor(f localimente convexo. [I7i-
nalmente, recordemos que cualquier entorno béasico del 0 en (X, w) ¢s de la
forma

W02y, ....ax)={e e X:|aj(x)],...,]as(2)] < e},

donde »y,...,an € X" ye >0

De nuevo, comencemos con un espacio de Banach X, pasemos a X~
y sobre X* definamos la topologia débil-x sobre X™ declarando quer una
red (%), cn X* converge en la topologia débil-x a un a* € X* si (25 (2))a
converge a x*(a) para cada v € X. Como antes, la topologia débil-x en X* es
una. topologia de Hansdorll lincal v localmente convexa. Il dual topoldgico
de (X*,débil — %) cs X. Usamos a(X*, X) o w* para cspecificar la topologia
débil * sobre X*. Cualquicr w*-entorno del cero contiene un conjunto de la

forma
W0, ..oae)={a" e X" 2" ()| <e,i=1,...,n}.

Las topologias d¢hil y débil-x forman una especie de sociedad lfamiliar.
Aunque por lo general ellas son muy diferentes, en su propia particularidad
cada una de clla aynda a un mcjor entendimiento de la otra.
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Todas las nociones de caracter topoldgico concernientes a los espacios
(X,norma), (X,w) y (X*,w") seran precedidas de las palabras norma, déhil
o débil-*, o de los simbolos w y w*, respectivamente. Asi, por ejemplo, si
A es un subconjunto abierto, cerrado, compacto, etc. en uno de los espa-
cios (X, norma), (X,w) o (X*,w") entonces diremos que A es norma-abier-
to, norma-cerrado, norma-compacto, etc., w-abierto, w-cerrado, w-compacto,
etc. o que A es w"-abierto, w*-cerrado, w*-compacto, etc. respectivamente.
Por otro lado, el interior de A, en cada una de ellas, sera denotado por
int)||(A), int,(A) o int,+(A). Similarmente para las clausuras en estos es-
pacios.

Si X es un espacio de Banach,
Bx={xeX:|lz]|<1} y Sx={zr€ X:|lz|l=1},

denotaran, respectivamente, la bola unitaria cerrada y la esfera unitaria ce-
rrada de X mientras que

Uy ={ze X:|z]| <1}

denotara la Bola unitaria abierta de X. Los simbolos B,(z) y U,.(x) repre-
sentaran, respectivamente, la bola cerrada y la bola abierta de centro a y
radio 7.

Para un subconjunto A de X denotaremos por por co(A) ( respectiva-
mente, o Ill(A)) la cipsula o envoltura convexa (respectivamente, la capsula
convexa norma-cerrada) de A.

Si bien la topologia de la norma es mas fina que la topologia débil, clla

comparten los mismos conjunos convexos cerrados. lista es la afirmacion
derivada del siguiente resultado importante.

Teorema de Mazur. Si N es un subconjunto no vacio de X, enlonces
oK) =¥ (K).
En particular, si K es convero

T
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Gracias al teorema de Mazur se tiene que la clausura en la norma y en
la topologia débil de cualquier subespacio lineal de un espacio de Banach
coinciden.

Cada vez que tomemos clausura de un conjunto convexo K, sea en la
norma-topologia o en débil, en un espacio de Banach X, la denotaremos
simplemente por K.

Identificaremos, como siempre, un espacio de Banach con un subespacio
norma-cerrado de su segundo dual X™** via la inyeccion isométrica natural

J: X - X

dada por J(r)(z*) = x*(z) para todo z € X y todo z* € X*.

La restriccion de la topologia débil-x de X™* sobre X coincide con la
topologia débil sobre X.

Trasladandonos ahora a X™ con su topologia débil-x, tenemos:

Teorema de Goldstine. Si X es un espacio de Banach, enlonces

—w*
Bx = = Bxe
es decir, By es w*-denso en By...

En particular, X es w*-denso en X** .

Veamos ahora uno de los resultados mas importantes que posee la topolo-
gia débil-*. En efecto, dicha topologia aprecia en grado sumo a los conjuntos
norma-acotados, como lo demuestra el siguiente resultado.

Teorema de Alaoglu. Para cualquier espacio de Banach X, Byx. s w™-
compaclo. En consecuencia, cualquier subconjunto norma-acotado y w*-
cerrado de X~ es w*-compacto.

Otro resultado clasico es el siguiente.

Teorema. Un espacio de Banach X es reflexivo si y sélo si By es débilmente
compacto.

Por el Principio de Acotacién Uniforme se deduce que todo subconjunto
débilmente compacto es norma-cerrado y norma-acotado.

Si bien la topologia débil no es metrizable ( si dimX = oo ) los subcon-
juntos débilmente compactos poseen un encanto especial como lo afirma el




La Topologia Débil en Espacios de Banach 57

proximo resultado, una de las herramientas mas poderosas en la teoria de los
espacios de Banach. jEn todo conjunto débilmente compacto, sucesiones son
suficientes!

Teorema de Eberlein-Smulian. Un subconjunto K de un espacio de Ba-
nach X es relativamente débilmente compacto si y sélo si K es relativamente
débilmente secuencialmente compacto.

En particular, un subconjunto K de X es débilmente compacto si y solo
K es débilmente secuencialmente compacto.

Otro extraordinario resultado lo constituye el

Teorema de Krein-Smulian. Si K es un subconjunto débilmente compacto
de X, entonces co(K) es débilmente compacto.

Sea Q un espacio Hausdorff compacto y denote por C'(Q2) al espacio de
todas las funciones continuas a valores reales definidas sobre Q) provisto de
la norma del supremo; esto es, ||f||e = sup{|f(w)]|:w € Q}.

Un conjunto A C C(f) se dice que separa los puntos de §) si para todo
z,y € O con ¢ # y, existe una f € A tal que f(z) # f(y).

Teorema de Stone-Weierstrass. Si A es una sub-algebra de C(Q) que
separa los puntos y contiene a las funciones constantes, entonces A es norma-

denso en C({1).

Sean X un espacio de Banach y ¥ un subespacio norma-cerrado de X.
El aniquilador Y+ de Y se define como

Yt ={z*e X*|z*(z) =0 paratodo z€VY}.

Si J es la inyeccion isométrica natural de X en X**, entonces
b

Yt = n Ker(Jz).

zeY

Por esto, Y1 es un subespacio w*-cerrado de X*.

Los duales de Y y X/Y puedes ser descritos con la ayuda de Y (ver,
por ejemplo [Ho, p. 123]).

I.1) Y* es isométricamente isomorfo a X*/Y .
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1.2) (X/Y)* es isométricamente isomorfo a Y'L.

. . . 7w . ‘s
I.3) Y** es isometricamente isomorfo a J(Y)  , donde J es la inyeccién
isométrica natural.

De esta ultima afirmacion se desprende que si Y es un subespacio norma-
cerrado de X y w*-cerrado en X™**, entonces Y es reflecivo.

Si X y Y son espacios de Banach y T : X — Y es un operador lineal
acotado, entonces su adjunto, es el operador lineal acotado 7™ : Y* — X*

dado por
(T"y")(z) = y"(Tx)

para todo z € X y todo y* € Y*. Mas aun, T™ satisfacc
T*1[ = [[T1].

SiT:X — Y es un operador lineal acotado, entonces se cumple que
II.1) T(X) es norma-denso en Y si y sélo si T* es uno-a-uno.
I1.2) T es uno-a-uno si y solo si T*(¥Y™) es w*-denso en X*.

Finalmente, dado un conjunto I', denotamos por ¢o(I') al espacio de
Banach de todas las funciones acotadas f : I' — R tales que, para cada
e > 0, el conjunto {y € I" : |f(y)| > €} es finito, dotado de la norma

/1] = sup,er [/(7)], para cada [ € co(T).

5.2 PROPIEDADES DE LA TOPOLOGIA DEBIL

Como habiamos mencionado al principio de esta seccion, nos intercsa iu-
vestigar algunas propiedades topolagicas de la topologia déhil de un espacio
de Banach. Sélo por comodidad, supondremos que nucstro espacio de Ba-
nach ambiente es real. También asumiremos, de aquf en adelante, que todos
nuestros espacios de Banach son de dimensidn infinita.

Comenzaremos por mostrar algunas de las propiedades mas conocidas de
la topologia débil en un espacio de Banach.

HECHOS.

1.) (X,w) no es un espacio de Baire.
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Efectivamente, esto es una consecuencia del teorema de categoria de
Baire ya que X = U;2,nBx y cada nBx es nunca-denso en la topologia
débil de X.

2.) (X,w) no es metrizable.

Supongamos, por el contrario, que (X,w) es metrizable. Sea d la métrica
que genera la topologia débil de X. Entonces (X,d) satisface el primer
axioma de numerabilidad; es decir, cada punto de X tienen una base de
entornos a lo sumo numerable. Puesto que los entornos basicos del cero
generan todos los demas entornos de puntos de X, resulta que podemés
elegir una sucesién (x}) en X* tal que, dado cualquier entorno U de 0, se
pueden encontrar un nimero racional » > 0 y un entero positivo ny tal que

W(0;zxy,...,z,, ) CU.

Ahora bién, cada 2* genera el entorno débil W = W(0;2*,1) de 0 y en
consecuencia,
w(;zy,...,z, ,7) CW.

Y nw?

Esto, por supuesto, implica que z* es una combinacién lineal de z3,...,x;,
puesto que evidentemente

nw .
ﬂ Kerz, C Kerzx™.

n=1

Sea F}, el subespacio lineal generado por zj,...,z,, m = 1,2,... Clara-
mente cada F),, es un subespacio lineal de dimensién finita (y por consiguiente
norma cerrado) de X* y tal que X* = |2, Fi,. El teorema de categoria de
Baire interviene para decirnos que algiin £, tiene norma-interior no vacio,
lo que a su vez implica que ese F,, debe ser todo X*. Imposible.

A pesar de estos serios inconvenientes, la topologia débil de un espacio
de Banach X es un buen aliado en el estudio de la estructura mas fina
de X. De hecho, la topologia débil restringida a ciertos subconjuntos de
X puede hacerse metrizable si se le impone cierta condicién al dual de X.
Especificamente se tienc:

3.) (i) (Bx,w) es metrizable si y sélo si X* es norma separable.
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(ii) (Bx+,w") es metrizable si y sélo si X es norma separable.

Una prueba del Hecho 3 puede ser vista en [DS]. En combinacién con
el magico Teorema de Alouglu, algunas consecuencias inmediatas se deducen
de este ultimo resultado:

Primero: Si X es norma-separable, entonces (X*,w") es separable.

En efecto, por lo anterior y el Teorema de Alouglu, (Bx-,w*) es compacto
y metrizable y por lo tanto w*-separable. Finalmente, como Bx+ genera a
X* se concluye que (X*,w*) es separable.

Segundo: Si X es norma-separable, entonces cualquier subconjunto débil-
mente compacto de X'* es norma-separable.

En efecto, si A es un subconjunto débilmente compacto de X*, entonces
K es w*-compacto y, por supuesto, w*-metrizable. De aqui se sigue que A" es
w*-separable y en consecuencia débilmente separable. Sea D un subconjunto
numerable y débilmente denso en K. Si ahora consideramos a Y como ¢l el
subespacio lineal norma-cerrado generado por D, resulta que ¥ es un espacio
de Banach norma-separable. Gracias al Teorema de Mazur, Y es débilmente
cerrado conteniendo a K. Por esto K es norma-seprable.

Recordemos que un espacio de Banach X se llama débilmente secuencial-
mente completo si para cualquier sucesion (z,) en X con lim, z*(x,) < o
para todo z* € X*, existe un z € X tal que z*(2) = lim, z*(z,) para ca-
da z* € X™. Es bien conocido que ni ¢, el espacio de Banach de todas la
sucesiones de nimeros reales que convergen a cero, ni C'[0, 1] son débilmente
secuencialmente completos. Por esto,

4.) (X,w) no es, en general, secuencialmente completo.
Es tiempo y lugar para presentar algunos resultados mas positivos.

5.) (X,w) es completamente regular.

En efecto, sea H una base de Hamel para X* y considere R” con la
topologia producto. Rfes completamente regular (Teeorema 2.1.9). Defi-
namos ahora la aplicacion

f:(X,w) - RH
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por
f(z) = (2°(2))zven.

Se comprueba sin mucha dificultad que f es un homeomorfismo del primer

espacio en el segundo satisfaciendo

f(‘X) = RH,
lo cual prueba que (X,w) es completamente regular.

Aunque (X,w) puede no ser Lindelof, normal o realcompacto se tiene,
sin embargo, que:
6.) (X,w) es un espacio CCC.

Para ver esto, observe que R es un espacio CCC (Teorema 2.3.3) y
que cualquier subespacio denso de un espacio CCC es un espacio CCC. El

resultado ahora sigue de la prueba del HECHO 5.

7.) (X,w) es un espacio de Lusin siempre que X sea norma-separable.
En particular, si X es norma-separable entonces (X,w) es normal.

En efecto, puesto que la topologia débil es menos fina que la topologia
de la norma se tiene que la aplicacion identidad

td : (X, norma) — (X,w)

es continua y biyectiva. Por consiguiente, si X es norma-separable entonces
(X,w) es de Lusin y Lindeldf.
Este ejemplo nos muestra que un espacio de Lusin no necesita ser metri-

zable.

8.) (X,w) es tensamente numerable; esto es, si A C X y z € av,
— W

entonces existe un conjunto numerable D C Aconxz € D .

Seae >0y paras = (z],...,z;) € (Bx:)*, n=1,2,... pongamos
Wiyis.e) =y + W(0;21,...,27,¢).
Afirmamos que cxiste un subconjunto finito A(n,e) C A tal que

A(n,e) N W(z;s,e) # 0,
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para cualquier ¢ € (Byx»)".

En efecto, sea x € av. Entonces, para cada ¢ = (z},...,z}) € (Bx»)",
Wi(z;s,e) N A # 0.
Sea z. € W(z;¢,¢) N A, y definamos
U. = {z* € Bx+: |z"(z;) — 2"(2)| < €}.

Entonces U es w*-abierto en Bx+ y cada z7 € U, j = 1,...,n. De aqui’
se sigue que la familia {(U;)" | ¢ € (Bx+)"} es un cubrimiento abierto del
compacto (Byxs,w*)" y, por consiguiente, se pueden encontrar <i,...,q; en
(Bx+)" tal que

k
(Bx+)" = J(Uq)".

Si ahora tomamos A(n,¢) = {z, | z; € U, N A, j =1,...,k}, entonces
resulta que A(n,e) es un subcounjunto finito de A satisfaciendo A(n,e) N
W(z;¢,¢) # 0 para todo ¢ € (Byx-)".

Finalmente, haciendo

<

D= | An,1/m)

mn=1

. . =w
se obtiene que D es un subconjunto numerable de A tal que x € D ™.

Las siguientes subsecciones trataran con espacios de Banach mucho mas
generales que los espacios separables pero con la particularidad de que todos
ellos son de Lindeldf.

5.2.1 CONJUNTOS DEBILMENTE COMPACTOS

Si X es un espacio de Banach reflexivo, entonces By es débilmente compacto

y ademas,
X = [Bx]

donde [A] denota el subespacio lineal generado por A.
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Similarmente, sea X es un espacio de Banach norma-separable y tomemos
(74)S%, una sucesién norma-densa en X tal que z, # 0 para todo n. Es facil
verificar que el conjunto

K = Q {mx} U {0}

es un subconjunto norma-compacto en X y asi, débilmente compacto en X.
Maés aun,

X = [K].

Estos dos ejemplos nos dicen que todo espacio de Banach reflexivo ( en
particular, cualquier espacio de Hilbert) y todo espacio de Banach norma-
separable es generado por un subconjunto débilmente compacto de X. listo
motiva la siguiente:

Definicién 5.2.1 Un espacio de Banach X se llama débilmente com-
pacto generado si existe un subconjunto débilmente compacto K de X tal
que

X =[Kl.

Todo espacio débilmente compacto generado sera abreviado por WCG,
del inglés weakly compactly generated.

La siguiente observacién nos sera de gran utilidad en el futuro.

Lema 5.2.2 §i X es un espacio de Banach WCG, entonces existe una suce-
sion (K,)2%, de subconjunlos de X tales que:

(a) K, es débilmenic compacto y simétrico,

by KiChN,C...C K, C...,

(c) UZO=1 K, es norma-denso en X.

Prueba: Suponga que X es WCG y sea I un subconjunto débilmente
compacto de X tal que el subespacio lineal generado por A" sca norma-denso

en X. Pongamos )
K =¢co(KK U-NK).
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Puesto que K U —K es débilmente compacto, se sigue del Teorema de Krein-
Smulian que K es débilmente compacto y ademas, simétrico. Si ahora defi-
nimos

K, = n[i’, n=12,...

resulta que la sucesién (K,)22, satisface (a) y (b).

Es una tarea facil ver que [K] C U2, K, lo cual dd fin a la prueba. 0O

Antes de exhibir algunos ejemplos clasicos de espacios de Banach que son
WCQG, es necesario tener a la mano algunos criterios simples pero importantes
para generar espacios WCG. J. Lindenstrauss, [Li, p. 239] nos muestra uno
de ellos.

Lema 5.2.3 (Lindenstrauss) Sean X un espacio WCG y Y un espacio de
Banach arbitrario. Si existe un operador lineal acotado T de X en Y tal que
T(X)=Y, entonces Y es WCG.

Prueba: Sea I un subconjunto débilmente compacto de X tal que X =
[K]. Puesto que T es w — w continuo, T'(){) es débilmente compacto en Y.
Claramente [T(K)] = T([K]) y como T es norma-norma continuo, entonces

T(X) = T([K]) € T(K)) = [T(K)] C Y.

Ahora, la densidad de T(X) nos asegura que

Y = [T(K)].

Como una consecuencia inmediata del resultado anterior se tiene:

Corolario 5.2.4 (Lindenstrauss) Si X es un espacio WCG, enlonces lodo
espacio cociente de X y, en particular, cualquier subespacio complementado

de X es WCG.

El préximo resultado es un hermoso y fascinante teorema de factorizacion

debido a W. J. Davis, T. FFigiel, W. B. Johnson y A. Pelczynski [DFFJP]. De
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tal lema se derivan muchas consecuencias, algunas de las cuales no men-
cionaremos. ‘
Preparativos para el teorema de factorizacion son los siguientes:

Dada una sucesién (X,, || ||2)32, de espacios de Banach y 1 < p < oo,

denotaremos por
o0
(z @xn)
n=1 Y’

al espacio de Banach de todas las sucesione (z,) € [[;=, Xa, tal que

o) 1/p
lI(z)Il = (lexnllﬁ) :

No es dificil establecer ( véase, por ejemplo [van D, p. 15] ) que si
] < p < o0, entonces

P

=

n=1 ¢ n=1 ¢

Sean ahora X un espacio de Banach y W un subconjunto convexo,
simétrico y norma-acotado de X. Para cada n = 1,2,..., pongamos U, =
2"W + 27" Bx. Denote por || ||. el funcional de Minkowski de U/,,; esto es,

q

||| = inf{a > 0|z € alU,}.

Es facil chequear que || ||, es una norma sobre X equivalente a la norma
original de X. Para cada x € X, definamos

0o 1/2
=[] = (lexllﬁ) :
n=1

Y={ze€X:|||z]|| < o0}

y sea

Finalmente, denotemos por By la la bola ||| |||-cerrada unitaria de Y y por
J la inclusién candnica de Y en X.
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Lema 5.2.5 (Davis, Figiel, Johnson, Pelczynski) Sea X un espacio de
Banach y W un subconjunto convezo, simétrico y norma-acotado de X. Sean
Un., Y, By yj como en el pardgrafo anterior. Entonces

(a) W C By,

(&) (Y,)Il lll) es un espacio de Banach y j es continua,
(c) j* : Y** — X™ es uno-a-uno y Y = (j**)" (X)), y
(d) (Y|l |ll) es reflevivo si y sdlo si W es relativamente débilmente

compacto en X.

Prueba: (a) Si w € W, entonces 2"w € U,. Por esto, 1 > |[[2"w]|, =
2" ||w||n y en consecuencia, ||w||, < 27", Asi, ||Jw]||* < Tor (27")2 < L.

(b) Sea X, el espacio lineal X equipado con la norma || ||,. Puesto que
|| || es equivalente a la norma original de X, resulta que X, es también
un espacio de Banach. Sea Z = (3 o, ®X,)s. Si ahora definimos ¢ :
Y — Z por ¥(y) = (jy,Jy, ), entonces se prueba facilmente que ¢ es una
isometria lineal con (V) = {(z,) € Z | z, = z; paratodo n}, el cual es
un subespacio lineal cerrado de Z. Por consiguiente, (Y, ||| |||) es un espacio
de Banach. Sea 7| la projeccion de Z sobre su primera coordenada. Entonces
J = my 03 es continua.

(c) Con las notaciones dc la prueba de (b), Z™ = (372, @X*)e, vy
Y™ Y™ — 77 viene dada por ™ (y™) = (3" y™", )"y, - - +). Puesto que ¢
es una isometria, ¥ e¢s también una isometria. Evidentemente esto significa
que j** : Y** — X" es uno-a-uno. También, (¢**)~1(¢(Y)) = Y lo cual
significa ( en terminos de j) que (7**)"1(X) =Y.

(d) Por el Teorema de Alaoglu, By« es w*-compacta y por ¢l Teorema de
Goldstine, By es w*-densa en By... Asi, puesto que j** ¢s w* — w” continuo
y J(By) = j*(By) resulta que J(BT)w = 7" ( By ).

Ahora, si W es relativamente débilmente compacto en X, entonces la
débil-clausura de W es débilmente compacto en X. Por esto, todos los con-
juntos

K, =2"W" 427" By

contienen a j(By) y son w*-compactos en X**. Mas atin, cada I, conticne
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L

w

= j**(By»+). Uniendo todas estas piezas resulta que

a j(By)

i™(Bys) € [)Ka

N
D
>
+
N

3
oy
»e

= X.

De alli que Y** C (7**)"}(X') C Y. Esto demuestra que Y es reflexivo cuando
W es relativamente débilmente compacto. El reciproco es trivial y la prueba
del lema concluye. 0

Tres consecuencias inmediatas, pero fundamentales, se derivan directa-
mente del magico lema de factorizacion anterior.

Corolario 5.2.6 Cualquier subconjunto débilmente compacto K de un es-
pacio de Banach es afinmente homeomorfo (en sus topologias débiles ) a un
subconjunto débilmente compacto de un espacio de Banach reflexivo.

Prueba: Con las notaciones del Lema 5.2.5, sea W = co(K U (—K)). Por
Teorema de Krein- Smulian, W es relativamente débilmente compacto. Se
sigue ahora de Lema 5.2.5 (d) que Y es reflexivo, y j : ¥ — X es uno-a-
uno y continuo de alli que débilmente continuo. K’ = j~!(K’) es débilmente
compacto (siendo débilmente cerrado y acotado, por (a)). Claramente jjx
es el homeomorfismo buscado. 0o

-

Corolario 5.2.7 Un espacio de Banach X es WCG si y sdlo si existe un
espacio reflexivo R y un operador lineal acotado T : R — X el cual es uno-
a-uno y con T(R) norma-denso en X. '

Prueba: Suponga que existen un espacio reflexivo B y un operador lineal
acotado uno-a-uno T : R — X con T(R) norma-denso en X. Puesto que
R es WCG, entonces X es también WCG gracias al Lema 5.2.3. La otra
implicacién es presa facil del Corolario 5.2.6. o
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Por el Teorema de Alaoglu, (Bx-,w*) es compacto para cualquier espacio
de Banach X. Sin embargo, dicho conjunto por lo general no es metrizable (
salvo que X sea norma-separable) y en consecuencia, no es secuencialmente
compacto. Pero para espacios WCG vale el siguiente

Corolario 5.2.8 57 X es un espacio de Banach WCG, entonces (Bxs,w™)
es secuencialmente compacto.

Prueba: Por el Corolario 5.2.7 existen un espacio de Banach reflexivo Y y
un operador lineal acotado T : ¥ — X el cual es uno-a-uno y tiene rango
norma-denso. Pasemos ahora a T* : X* — Y™*. Entonces T es débilmente
compacto, y asi, T*(By+) es relativamente débilmente compacto en Y*. Por
el Teorema de Eberlein-Smulian, T*(Bx-) relativamente débilmente secuen-
cialmente compacto. Sea (i} ).>1 una sucesién en By. y considere la sucesién
(T*z})n>1- Por lo dicho anteriormente, existe una subsucesién débilmente
convergente (T"z}, ); esto es, para cadayey,
Jim (7727, )(y) = lim &7, (Ty)

-

existe. Pero por otro lado, al ser (z;, ) una sucesiéon norma-acotada y 7'(}’)
norma-denso en X, se sigue que
. *
lim =3, ()
(>0}

-

existe para todo * € X; es decir, (2}, ) es una sucesién w*-Cauchy. Esto
termina la prueba. o

Veremos ahora algunos ejemplos de espacios de Banach WCG, que no son
necesariamente ni reflexivos ni norma-separables, asi como también ejemplos
de espacios de Banach que no son WCG.

EJEMPLOS 1V.
(1) ¢,(T) no es WCG para cualquier I' no numerable.

Para ver esto, tomemos un subconjunto débilmente compacto K C ¢(I")
tal que el subespacio lineal generado por K sea denso en ¢;(I'). Veamos
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que K es norma-compacto. En efecto, por Teorema de Eberlin-Smulian, K
es débil-secuencialmente compacto y puesto que en ¢,(I') la convergencia de
sucesiones es la misma para las topologias de la norma y la débil, resulta que
K es norma-compacto y, ademas , metrizable. Por esto, K es norma-separable
y asi, ;(I') es norma-separable. Imposible.

(2) £ no es WCG.

Para demostrar esta afirmacion, observemos en primer lugar que ¢ es
norma-separable y que (] = ¢. ‘

Sea ahora N C (,, con K débilmente compacto y suponga que el sub-
espacio lineal generado por K es norma-denso en £.,. Por el HECHO 3, K
es norma-separable. Se sigue entonces que mw = [KN] = ls es norma-
separable. Imposible.

Mas adelante probaremos que Lo (i) tampoco es WCG. De hecho, el
resultado sigue si imitamos la prueba del ejemplo anterior para el caso en
que L;(p) es norma-separable. El caso general se derivara del hecho de que
Lo (p) comparte tanto con ¢, asi como con { el peculiar encanto de que
cualquier subconjunto suyo débilmente compacto, es norma-separable.

(3) Ly(p) es WCG si y sdlo si p es o-finita.

Supongamos que L;(st) es WCG, pero que g no es o-finita. Entonces
existe una familia disjunta y no-numerable de subconjuntos medibles (A, ) er
con u(A,) > 0 para todo v € I'. Si definimos el operador T : Ly(u) — &(I)

mediante la férmula
T(f) = ( / fdﬂ) ,
A ~er

entonces es facil verificar que T es una projecciéon sobre ¢;(I'); es decir, ex-
iste un subespacio complementado de Ly() isométrico a ¢;(1'). Un llamado
al Corolario 5.2.4 nos revela que ¢;,(I') es WCG, lo cual es absurdo por el
EJEMPLO 1.

Gracias al Teorema 5.2.3 sera suficiente, para la prueba de la otra impli-
cacion, demostrar que existe un operador lineal continuo ‘

T : La(p) — La(p)
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tal que
T(La(p)) = La(p).

Veamos esto. Como p es o-finita, existe una sucesién (A,) de conjuntos
medibles y disjuntos dos a dos tales que @ = [J72, An ¥y 0 < p(A,) < oo,

n=1,2,... Definamos
T : Lo(p) — Li(p)

por
XA,,
Z 2 1/2’ f € Ls(p)-

Observemos que como u(A,) < oo 'y x,, -f € La(p), entonces

Xa, - f€Li(1) y
/ X, - fldu = / ldu < 111l p(An)H2.
An

Por esto,
, | f1de
17Ol < Zzn" 72
||f||2ﬂ n)'/?
< Z 1,2
= ||f||z,

lo cual prueba que T es continuo.

Para ver que el rango de T es norma-denso, tomemos f € Li(s). En-
tonces f = )~ X, f y asi, dado € > 0 podemos elegir un N > 0 tal

que
N
F=Y Xan S
n=1

Ahora bien, como p(A,) < oo, existen funciones f, en Lo (u) tales que

fo=Xa, foy
Il fa = x4, - flli <€/2N, n=12,...,N.

<ef2

1
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Sea
N

9= Z 2" [P(An)]lnfn-

n=1

Es facil ver que g € Lo(pn) y T(g) = ZnN=l fn- Mas atin,

N : N
t2
1 n=1

||T(g)—f||1 < Xan f—f Xan f_fn“

n=1

< €.

Esto prueba que

T(Lo(p)) = L1(p)-

(4) Para cualquier conjunto T, (') es WCG.

En efecto, el conjunto A’ = {e, | ¥ € T'} de los vectores unitarios es
relativamente débil-compacto y [K] es norma-denso en co(T').

Hasta ahora hemos visto ejemplos de espacios de Banach clasicos algunos
de los cuales son WCG y otros que no son WCG. ; Qué ocurre con C(f), el
espacio de las funciones continuas a valores reales definidas sobre el espacio
compacto Hausdor[f §) ¢. Pues bien, este espacio sera WCG si el compacto 2
se puede sumergir en un cierto espacio de Banach provisto con la topologia
débil.

En esta seccion siempre supondremos que ) es un espacio Hausdorff
compacto. Es bien conocido que si C(£2) esta dotada de la topologia de la
convergencia puntual sobre 1, la cual denotaremos por 7,, entonces ella es
mas débil que la topologia débil sobre C'(Q).

La siguiente definicién se debe a J. Lindenstrauss [Li].

Definicién 5.2.9 Un espacio de Hausdorff compacto §} se llama Eberlein
compacto si {1 es homeomorfo a un subconjunto débilmente compacto, de
algin espacio de Banach, en su topologia débil.

Una primera observacion que se obtiene de esta definicién y el Corolario
5.2.6 es que la clase de espacios Eberlein compactos es suficientemente ri-
ca que incluye a todos los subconjuntos débilmente compactos de cualquier
espacio de Banach.
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Corolario 5.2.10 Cualquier subconjunto débilmente compacto I{ de un es-
pacio de Banach X es, en su topologia débil, un Eberlein compacto.

Si bien la topologia de la convergencia puntual sobre C'({1) es mas débil
que la de la topologia débil, los subconjuntos compactos y norma-acotados
en ambas topologias son las mismos. Este bonito resultado se debe a A.
Grothendieck, mientras que la prueba que aqui mostramos proviene de la

pluma H. P. Rosenthal [Rol].

Lema 5.2.11 (Grothendieck) Un subconjunto norma-acotado K de C(Q2)
es débilmente compacto si y sélo si K es compacto en la topologia de la
convergencia puntual sobre €.

Prueba: Supongamos primeramente que K es débilmente compacto. Ya que
la topologia débil sobre C'(2) es mas fuerte que la topologia de la convergencia
puntual, se sigue que la aplicacion identidad id : (C(Q),w) — (C(Q),7,) es
continua y asi, A es 7, -compacto.

Reciprocamente, supongamos que /{ es un subconjunto norma-acotado
de C(9) el cual es T,-compacto y sea (f,) una sucesién de elementos en
K. Nuestra primera tarca sera extraer una subsucesiéon de ( f,) convergiendo
puntualmente a un miembro de C(f).

La clave para lograr este objetivo es probar la siguiente:
AFIRMACION. Existe un conjunto numerable D C Q tal que si ¢, ¢' €
C(Q) estdn en la 7, -clausura de la sucesion (f,) y g, = 9|, cnlonces g =g’

En efecto, definamos la relacion de equivalencia ~ sobre €1 por
w~w siysélosi fao(w)= fo(w) paracadan

y denotemos por S el conjunto de todas las clases de equivalencia de 2
provenientes de ~. Sea ¢ : {1 — S la aplicacion cociente natural y dotemos a
S de la topologia cociente; esto es, U C S es abierto si y solamente si ¢ "1 (U)
es abierto en 2. Como es usual, S es un espacio métrico compacto con la
distancia

d([w],[W]) =D 27" [falw) = fulw)],

donde [w] denota la clase de equivalencia de w. Maés ain, si ¢ € C(f2)
satisface g(w) = g(w') siempre que w ~ W', entonces la funcién § definida
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sobre S por g(p(w)) = g(w), estd en C(N2). Como S es separable y ¢ es
sobreyectiva, existe un subconjunto numerable D C ) tal que ¢(D) es denso
en S. Veamos que D es el conjunto buscado: en efecto, supongamos que
g, g9 € C() estan en la 7,-clausura de {f, | n = 1,2,...}. Se sigue que si
w ~ w', entonces g(w) = g(w') y ¢'(w) = ¢'(w’). Pero ahora, si g y ¢’ estan en
C (1) y coinciden sobre D, entonces ¢ coincide con §’' sobre un subconjunto
denso de S, y por consiguiente, § = §' sobre S, lo que a su vez implica que
g = ¢'. Nuestra afirmacién ha sido demostrada.

Una vez establecida la existencia de D, un simple argumento de dia-
gonalizacién nos permite obtener una subsucesion ( f.) de (f.) convergiendo
puntualmente sobre D. Sea g € K un punto-clausura de la sucesion (f’) en la
T,-topologia (la existencia de g estd asegurada por la 7,-compacidad de ). Si
g’ es cualquier otro 7,-punto clausura de (f] ), entonces gl'D =g, yas, g =g.
Esto nos muestra que la subsucesiéon (f)) tiene un dnico 7,-punto clausura
g € K. Pero una sucesion en un espacio Hausdorff compacto con exactamente
un punto clausura, converge a dicho punto. Por esto, lim,, f) (w) = g(w) para
cada w € (1.

Nos queda por demostrar que (f!) converge débilmente a g. Pero para
arribar a tal ‘conclusiéon sélo debemos recordar que, gracias al Teorema de
Representacion de Riesz, cada miembro ¢ € C(2)* actia como una integral
via una medida de Borel regular sobre 2. Con esto en mente y puesto que
K se ha supuesto norma-acotado y lim, f!(w) = g(w) para cada w € (,
entonces el Teorema de la Convergencia Acotada nos garantiza que

lim /f,'.L(lu:/gd/t,
n=22 Jq Q

para cualquier medida de Borel regular p sobre §1. Pero esto significa exac-
tamente que lim, f] = ¢g debilmente. Iin de la prueba. i

El proximo resultado, debido a H. P. Rosenthal [Rol], nos permitird

conocer cuando C(2) es WCG.

Lema 5.2.12 (Rosenthal) C () es WCG si y sdlo si existe un subconjunto
débilmente compacto K de C'(}) que separa los puntos de .

Prueba: Supongamos que C(€2) es WCG. Entonces existe un subconjunto
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débilmente compacto K de C(f2) tal que el subespacio lineal generado por
K es norma-denso en C'(Q2). Claramente K separa los puntos de 2.

Para demostrar la otra direccién, supongamos que existe un subconjunto
débilmente compacto K de C(Q2) que separa los puntos de Q. Sin perder
generalidad, podemos asumir que K C Bgq) y que la funcién identicamente
uno 1, también pertenece a I{ (nétese que de no ser asi, el conjunto Ko =
K U {1} satisface las propiedades). Observemos ahora que

K-K:={fg|fekK, gekKk)}

es ciertamente 7,-compacto y, gracias al criterio de Grothendieck (Lema
5.2.11), K - K es débilmente compacto. Por esto, haciendo K™*! = K™ - K
para n = 1,2,... se obtiene una sucesién creciente (K") de subconjuntos
débilmente compactos de C(2) cada uno de los cuales separa los puntos de
1 y contienen a 1. Sea

“1
w={oyulJ o5 K™
n=1"

Es facil ver que W es débilmente compacto y que el subespacio lineal
generado por W (= [U,/K™]) es una sub-algebra de C(f2) la cual separa los
puntos y conticne a las funciones constantes. Se sigue ahora del Teorema de
Stone-Weierstrass que [W] es norma-denso en C(Q) y asi, C(f2) es WCG. O

Estamos ahora cn condiciones de saber con exactitud cuando C(1) es
WCG. La demostracion del siguiente teorema también es obra de H. P. Rosen-

thal [Rol].

Teorema 5.2.13 (Amir-Lindenstrauss) C(Q2) es WCG si y sdlo si Q es
Eberlein compacto.

Prueba: Supongamos que 2 es Eberlein compacto. Puesto que € es home-
omorfo a un subconjunto débilmente compacto K de un espacio de Banach
X y ya que, en este caso, C'(Q2) y C'(N) resultan ser linealmente isométricos,
podemos asumir y asi lo haremos, que ) es, en si mismo, débilmente com-

pacto en X. Defina
T: X" —> C(Q)
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por
(Tz*)(w) = z*(w), paratodo z*€ X*, we.

Claramente T es un operador lineal acotado; es decir, T(Bx-+) es norma-
acotado. Nuestra tarea ahora es mostrar que T(Bx-) es T,-compacto. Para
ver esto, es suficiente demostrar que T es w* — 7, continuo. En efecto, sea

(z) una red en X* tal que zJ, < gz para algin z* € X*. Entonces se sigue
directamente de la definiciones de T y de la topologia w* que T'(z) — T'(z*)
puntualmente. Esto prueba que T es w* — 7, continuo y como Bx. es w*-
compacto resulta que T'(Bx+) es T,-compacto. Un llamado al Lema 5.2.11 nbs
revela que T'(Bx-) es débilmente compacto, y claramente separa los puntos

de 2. Asi, por el Lema 5.2.12, C(2) es WCG.

Reciprocamente, supongamos que C(f2) es WCG y sea K un subcon-
junto débilmente compacto de C(§2) que lo genera. Procediendo como en el
paragrafo anterior, definamos

T:C(Q)" — C(K)

por T'(z*)(f) = =*(f) para toda f € K. Entonces T(Bc¢(q)+), ¢s débilmente
compacto y puesto que N genera a C(f2), resulta que T es inyectivo. Por
esto, Bg(q)y+ es aflinmente homeomorfo a T'(Bc¢(q).); es decir, T(B¢q).), en
su w*-topologia, es un Eberlein compacto; de aqui §2 sicndo homeomorfo a
un subconjunto de Bg(q)+ es también Eberlein compacto. i

De la prueba del teorema anterior se deduce el siguiente resultado de

[AL]:

Corolario 5.2.14 (Amir-Lindenstrauss) Si X es WC(, entonces la bola
(Bx«,w*) es un Lberlein compacto.

Los espacios Eberlein compacto poscen algunas buenas propiedades. Por
ejempo, imagenes continuas de espacios Eberlein compactos son Eberlein
compactos (la prueba de este resultado es “dura®, ver [BRW]), mientras que
subespacios cerrados de espacios Eberlein compacto son Eberlein compactos.
Similarmente, productos numerables de espacios Eberlein compactos son [E-
berlein compactos. Un hecho interesante que merece nuestra atencion es que
en todo espacio Eberlein compacto, metrizabilidad, separabilidad y la CCC
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son equivalentes. Para demostrar esto ultimo necesitaremos probar algunos
resultados interesantes en si mismos.

Comenzaremos con un resultado bastante conocido.

Teorema 5.2.15 Sea ) un espacio de Hausdorff compacto. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) Q2 es metrizable.
(b) C(Q) es norma-separable.
(c) Eziste una sucesion (f,) en C(Q) que separa los puntos de ).

Prueba: Veamos que (a) = (b). Supongamos que (a) se satisface y elija

una métrica d sobre {1 que genera su topologia. Entonces {1 es un espacio
separable y en consecuencia existe una sucesion (z;)2, en 1 que es densa
en dicho espacio. Ahora bien, para cada entero n > 1, las bolas abiertas
B(x;,1/n) con centros en z; y radio 1/n forman un cubrimiento de  y asi,
por compacidad, existe un k, tal que

Sean

Fi={we|dz,w)<1/n} y G ={we|dx,w)>2/n}.
Puesto que la aplicacion w — d(w, A) de 2 a R es continua cualquiera que
sea el conjunto A C Q, entonces la funcion

) = d(w,G)
~d(w, Fi) 4 d(w, Gi)

fin(w

es continua y verifica ademas que

1 si we F!
fﬂm‘{o si we G,

Finalmente, definiendo

fl'n( )

/ll,i". )——
W= G
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resulta que cada ;, es continua y gracias a (1), ella cumple con

Yin(w) =0 si d(z;,w)>2/n (2)

kn
Z ¢,~n(w) = 1.
i=1

Ahora bien, si tomamos A, = {¥in | ¢ = 1,...,kn}, entonces A =
U2, As es numerable y norma-denso en C(§2). Para ver esto tltimo sdlo
necesitaremos demostrar que [A], el subespacio lineal generado por A, es
norma-denso en C'(§2). En efecto, sean f € C(f2) y ¢ > 0. Por la continuidad
uniforme de f, existe un entero n > 1 tal que

[f(w) = f(w) < ¢ (3)

cualesquiera que sean w, @ € ) satisfaciendo d(w, @) < 2/n. Sea
kn
glw) = (@) pin(w).
=1

Claramente ¢ € [A] y puesto que Zf:l Yin = 1, resulta que

kn kn
(Z wn(w)) Jw) = 3 banlw)f(2:)

i=1

f(w) = g(w)

Es facil ver ahora, usando de (2) y (3), que |f(w) — g(w)| < €; es decir
[|f — gllo < ¢, lo cual nos dice que C(f2) es norina-separable.

(b)= (c). Supongamos que (f,) es una sucesion norma-densa en C'()
y sean w, @ € §) con w # w. Puesto que 2 es un espacio normal, el Lema dc
Uryshon nos garantiza la existencia de una funciéon f € C(f2) tal que f(w) =0
y f(w) = 1. Pero por otro lado, la densidad de las f, nos proporciona un
fno tal que |f(7) — fo,(7)| < 1/4 para cada 7 € Q. Por esto,

|f(w) = fao (W) = [fro (W) S 1/4 y | f(@) = fag(@)] = 1 = fao(@)] < 1/4,
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de donde se deduce que f,,(w) < 1/4 < 3/4 < fr,(w). Esto prueba que la
sucesioén (f,) separa los puntos de {2.

(c)= (a). Supongamos que (f,) es una sucesién en C(£2) que separa los
puntos de . Sin perder generalidad, podemos asumir que ||f,||oo < 1 para
todo n. Si definimos

o) = 3 I )]

para todo w, w € (), entonces se comprueba facilmente que d es una métrica
sobre 1 generando la topologia de 1. En efecto, dado a € 2, la serie
o 27" (| fa(w)| + |fn(a)]) converge uniformemente sobre Q. De alli que
la continuidad de d(w,a) sigue de la continuidad de las f,. Finalmente, si
denotamos por 7 y 74 las topologfas original y la generada por la métrica d,
respectivamente, sobre {1, resulta que la identidad id : (2, 7) — (2, 74) €s un

homeomorfismo. Fin de la prueba. a

El resultado anterior nos dice en todo espacio de Hausdorfl compacto,
digamos 2, las nociones de metrizabilidad, separabilidad y la CCC son
equivaleutes si C'(2) es norma-separable. Pero en general, csto nos es del
todo cierto. Sin embargo, si nuestro compacto es un Eberlein compacto estas
nociones siguen siendo equivalentes sin referencia alguna a la separabilidad
de C(f2), aunque ella es clave en la demostracion.

Como ya fue establecido en el HECHO 3, si X es un espacio de Banach
norma-separable, entonces cualquier subconjunto débilmente compacto de
X™ es norma-separable. La presencia de la separabilidad puede ser omitida
en algunos casos para arribar a la misma conclusion.

Un requisito para ¢l préximo resultado lo constituye la siguiente

Definicién 5.2.16 Un espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad
de Dunford-Pettis si para cualquier espacio de Banach Y, todo operador
débilmente compacto T : X — Y transforma conjuntos débilmente compactos
en norma-compactos.

Ejemplos de espacios de Banach con la propiedad de Dunford-Pettis in-
cluyen a los espacios L;(y), a los espacios C(2), a los espacios de Schur, y
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a todos los subespacios norma-cerrados de ¢o(I'). Una buena referencia para
conocer de estos espacios proviene de [Di2].

Un resultado interesante, consecuencia de los dos resulatados anteriores,
lo constituye el siguiente (ver [Ro2, p. 232]):

Corolario 5.2.17 (Rosenthal) Sea X un espacio de Banach WCG satis-
faciendo ademads la propiedad de Dunford-Pettis. Entonces cualquier subcon-
junto débilmente compacto de X* es norma-separable. En particular, si p es
una medida finita, entonces cualquier subconjunto débilmente compacto de
Lo (p) es norma-separable.

Prueba: Supongamos que I es un subconjunto débilmente compacto de
X* y defina T : X** — C(K) por (T'x*)(k) = «**(k) para todo ** € X**
y k € /. Como en la prueba del Teorema 5.2.13, obtenemos que T es un
operador lineal débilmente compacto y asi, T oJ : X — C(/) también es
débilmente compacto, donde J : X — X™** es la inclusién natural. Sea ahora
G un subconjunto débilmente compacto de X, generando a X. Puesto que
X tiene la propiedad de Dunford-Pettis, T' o J(() es un subconjunto norma-
compacto de C'( V'), y por consiguiente norma-separable. Ya que G genera a
X, se sigue que T 0 J(X) es un subespacio norma-separable de C (/). Sea A
la sub-algebra cerrada mas pequena de C(K) conteniendo a T'o J(X) y a las
constantes. Entonces A es también norma-separable. Pero como 7 o J(X)
separa los puntos de I\ y, por consiguiente, también A, se deduce del Teorema
de Stone-Weierstrass que A = C(K); es decir, C(K') es norma-separable. Un
llamado al Teorema 5.2.15, nos dice que K es metrizable en su topologia
débil y asi, K es norma-separable. )

Del Corolario 5.2.17 se deduce inmediatamente que

Corolario 5.2.18 Si pt es una mnedida finita, entoces L (i) no es WCG.

En el ano de 1.966, Corson y Lindenstrauss [CL] conjeturan que cualquier
subconjunto debilmente compacto de un espacio de Banach es linealmente
homeomorfo a un subconjunto de co(I') para algiin ' . Dos anos mas tarde
Amir y Lindenstrauss cn [AL] confirman el profético presentimiento de Cor-
son y Lindenstrauss. La prueba (véase por ejemplo [AL] o [Dil] ) esta basada
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sobre una delicada y dificil construccion de una sucesion larga de proyecciones
en un espacio de Banach WCG arbitrario.

Nuestro préximo objetivo es presentar una prueba de ese resultado pero
al estilo Gul’ko. La demostracion que aqui exhibimos fue dada por Namioka

y Wheeler en [NW] amparandose en las ideas de Gul’ko [Gul].

La motivacidn para la préxima definicion es la siguiente:

OBSERVACION (*): Sea I un Eberlein compacto. Puesto que K
es, por definicién, homeomorfo a un subconjunto débilmente compacto, en
su topologia débil, situado en algun espacio de Banach X, podemos suponer
que K vive en X; es decir, podemos asumir, y asi lo haremos, que & es un
subconjunto débilmente compacto de X. Sea Y el subespacio lineal norma-
cerrado generado por K. Por el Teorema de Alaoglu, (By.,w”) es compacto
( y Hausdorff). Si definimos la aplicacion

[+ K x By« — [—1,1]

por
. Yi(T)
f(xay ) - M ’
donde M = sup{||z|| : + € K}, el cual es finito gracias al Teorema de¢

Acotacién Uniforme, resulta que:
(1) f es separadamente continua; esto es,

a.) para cada a2 € N, la aplicacién f,(-) = f(z,:) es continua sobre
(B}"‘aw‘)a y

b.) para cada y* € By., la aplicacion f,.(:) = f(-,y") es continua sobre
(I, w).

(2a) K separa los punios de By-; esto es, si f(z,y}) = f(z,y3) para todo
r € K, entonces y7 = y3.

Esto siguc del hecho de que K genera a V.
(2b) By. separa los puntos de K esto es, si f(x1,y*) = f(2,,y") para todo
y* € By-, entonces r, = 3.

Esto es consecuencia del Teorema de Hahn-Banach.

Este simple, pero extraordinario hecho, da origen a la siguiente
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Definicién 5.2.19 Sean K y M espacios de Hausdorff. Un apareamiento
entre los espacios K y M es una funcion separadamente continua

: K xM—[-1,1]

tal que

(i) I\ separa los puntos de M es decir, si p(z,y1) = @(z,y2) para todo
z € I{, entonces y; =y, y

(¢1) M separa los puntos de K; es decir, si p(x1,y) = ¢(a2,y) para todo
y € M, entonces z; = 4.

En este caso, diremos que K y M estdn apareados.

En lo que sigue, usaremos el simbolo < z,y > en lugar de p(z,y).

Comencemos con el siguiente resultado.

Lema 5.2.20 Sea K un espacio de Hausdorff compacto. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) K es Eberlein compacto.

(2) I\ estd apareado con algin espacio de Hausdorff compacto.

Prueba: (1) = (2) es justamente la OBSERVACION (*).

(2) = (1). Suponga que K esta apareado con algun espacio de Hausdorff
compacto M. Defina la aplicacién

v: K - C(M)

por
P(r) =<z,y>.

Claramente ' es continua cuando C'( M) esta provisto de la topologia puntual
7p. Por esto, ¥(K) es 7,-compacto. Maés aun, puesto que ¥(K) € Bgm)
se sigue entonces del criterio de Grothendieck ( Lema 5.2.11) que ¥(K) es
débilmente compacto. Es claro, de la definicién de apareamiento, que 3 es
uno-a-uno y en consecuencia, ' es homeomorfo a ((/\'),w); es decir, K es
Eberlein compacto. 0
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Ya hemos visto que si X es un espacio de Banach WCG, entonces la bola
(Bx+,w*) es Eberlein compacto (Corolario 5.2.14). Este resultado también
se obtiene facilmente del Lema 5.2.20 ya que (Bx+,w*) esta apareado con
(K,w), donde K es un subconjunto débilmente compacto generando a X.

Recordemos que una retraccién de un espacio topoldgico T sobre un
subespacio S de T es una aplicacion continua f de T sobre S tal que f(s) = s
para todo s € S.

El éxito del método de Gul’ko en la demostracién del teorema de Amir-
Lindenstrauss radica exactamente en su nocién de “parejas conjungadas®.

Definicién 5.2.21 (Gul’ko) Sean K y M espacios de Hausdorff compactos
y sean A y B subespacios cerrados de I{ y M respectivamente. Se dice que
(A, B) es una pareja conjugada si:

(1) para cada 'z € I, existe un p(x) € A tal que < z,y >=< p(z),y >
para todo y € B, y dualmente

(2) para cada y € M, existe un q(y) € B tal que < z,y >=< z,¢(y) >
para todo x € K.

He aqui un hecho simple, pero importante, derivado de la definicion
anterior.

Lema 5.2.22 (Gul’ko) Sean K, M, A, B, p y q como el la Definicion
5.2.21. Entonces
el apmeamzento entre K y M induce un apareamiento entre A y B,

(3
(4) paracadaz € K y y € M, < p(z),y >=< p(z),q(y) >=< z,q(y) >

las aphcaczones p: K — Ayq: M — B son retracciones,

(1)

(2) p(z) y q(y) son nicos,
)
)

Prueba: (1) Supongamos que ' y M estan apareados. Claramente la re-
striccion de la aplicacion separadamente continua < -,- > a A x B, la cual
seguiremos denotando por < -,- >, es separadamente continua. Veamos que
A separa los puntos de B. En efecto, sean u,v € B y supongamos que
< a,u >=< a,v > para todo a« € A. Entonces para cada ¢ € I existe, por
definicién, un p(z) € A tal que

< z,u>=< p(x),u >=< p(z),v >=< z,v >
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y asi, u = v ya que K separa los puntos de M. De modo enteramente similar
se prueba que B separa los puntos de A.

(2) Es consecuencia de (1).

(3) Que p(K') = A sigue directamente de la definicién. Para ver que p es
continua sélo es necesario probar que ¢ — p(z) —< p(z),y >=< x,y > es
una funcién continua para cada y € B puesto que B separa los puntos de A.
Pero esto es trivial ya que < p(z),y >=< z,y > para cada y € B. Por otro
lado, por la unicidad de p, se tiene que p(z) = z siempre que z € A. Esto
prueba que p es una retraccion. Similarmente, lo mismo es cierto para ¢.’

(4) Es obvio. 0

Las retracciones p y ¢ obtenidas en el Lema 5.2.22 seran llamadas las
retracciones candnicas para la pareja conjungada (A, B). Cuando (A, B) y
(A, B') sean parejas conjungadas tales que A C A’ y B C B’, entonces
escribiremos (A, B) C (A’, B).

Lema 5.2.23 (Compatibilidad de Retracciones) Sean ' y M espacios
de Hausdorff compactos apareados, sean (A, B) y (A', B') parejas conjun-
gadas con (A, B) C (A, B") y sean p, q y p', ¢’ las retracciones candnicas de
(A, B) y (A, B') respectivamente. Entoncesp=pop’ y q=gqoq.

Prueba: Sean x € N y y € B C B'. Entonces
<pop(a),y>=<p(a),y >=<z,y >=< plz),y >.

Puesto que B separa los puntos de A se concluye que p(z) = p o p'(z).
Similarmente, ¢ = g o ¢'. 0

Antes de proceder con la formulacién y demostracién de los dos teoremas
fundamentales de Gul’ko, necesitaremos recordar los siguientes hechos:

Si T es un espacio de Hausdorff, el peso de T, denotado por w(T'), se
define como el nimero cardinal mas pequeio de una base de abiertos para
la topologia, y el caracter de densidad de T, denotado por dens(T), es el
numero cardinal mas pequeno de un subconjunto denso de T'. Es claro que
dens(T) < w(T). Si S es un subespacio de T', entonces w(.S) < w(T'), pero
dens(S) < dens(T) es falso en general. Si m es un numero cardinal, sea
m* = max(m, Rg).
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Teorema 5.2.24 (Gul’ko) Sean K y M espacios de Hausdorff compactos
apareados, y sean E y F subespacios cerrados de K y M respectivamente
tales que w(E) < m y w(F) < m con m > Ro. Entonces eziste una pareja
conjungada (A, B) tal que

(E,F)C(A,B) y w(A) <m, w(B) < m.

Prueba: La ejecucion de la prueba la haremos en dos pasos:

Primer Paso. Existe un subconjunto cerrado E; de K tal que
(a) E C Ey,
(b) w(Ey) < m,y
(c) para cada z € K existe un z; € E; tal que < z,y >=< z;,y > para todo
yeF.

En efecto, ya que w(F') < m existe un subconjunto denso D de F tal que
card(D) < m. Sea

i K —[-1,1)°
la aplicacién dada por
P(x)(d) =< z,d> paratodo rz€ K, de D.
Entonces 1 es continua, uno-a-uno y
dens(¥(K)) < w(¥(K)) < w([-1,1]") < m. (*)

De aqui se deduce la existencia de un subconjunto G' de K tal que card(C) <
my ¥(G) =P (k).

Sea Fy = FU(G. Claramente E C Ej, lo cual es (a). De la continuidad
e inyectividad de ¢ resulta que ' es homeomorfo a (), y de (*), se sigue
que w(f) < m. De nuevo, por la continuidad de ¢ y la compacidad de Ej,
tenemos que

(G C Y(E1) C ¥(K) = %(G),
).

por lo que Y(K) = ¢(E;
Finalmente, si + € ' entonces existe un z; € E; tal que ¥(z) = ¢(x).
Ahora, para cada d € D, < z,d >= ¢(z)(d) = ¢(z1)(d) =< z1,d > y por

continuidad, < x,y >=< z,,y > para todo y € D = F. Esto prueba (c) y
con ello se termina la prueba del Primer Paso.

Asi, w(E;) £ m, lo cual es la prueba de (b).
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Segundo Paso. Por una aplicacién repetida del Primer Paso ( y su dual),
se obtienen un par de sucesiones de conjuntos cerrados (E,) y (F3) tales que
(i) w(En) £ my w(F,) < mpara todo n > 1,

(i) E=FECEC---CK, F=FRchc---CM,

(iii) para cada z € K y n > 1, existe un z, € E, tal que < z,y >=< z,,,y >
para todo y € F,_,,y

(iv) para caday € M y n > 1, existe un y, € F, tal que < z,y >=< z,y, >
para cada = € E,,_;.

Sean

[o o] o0
A=UEn y B= UFn.

n=1 n=1
Es claro que (F,F) € (A,B) ,w(A) < m y w(B) < m. Para demostrar
que (A, B) es una pareja conjungada, tomemos r € K y sea (x,)°%, la
sucesion determinada por (iii). Sea z un punto clausura de (z,)%,. Entonces
z € A. Para cada k, < z,y >=< z,,y > siempre quen > kyy € Fi_,.
De alli que < z,y >=< z,y > paratodoy € Fy_; y k = 1,2,... y en
consecuencia, < ,y >=< z,y > para todo y € (J,—, Fn. Por continuidad,
< z,y >=< z,y > para todo y € B. Haciendo z = p(z) € A obtenemos que
< z,y >=< p(z),y > para cada y € B. Similarmente se prueba que para
cada y € M, existe un ¢(y) € B tal que < z,y >=< z,q(y) > para todo
z € A. Esto termina la prueba. 0

Teorema 5.2.25 Sean ' y M espacios de Hausdorff compactos apareados,
sea A un limite ordinal, y sea (A,, Ba)a<x una familia de parejas conjugadas
tales que(Ao,,B ) € (Ap, Bp) siempre que o < B < A. §i Ax = U,y Aa ¥

=U,<) Ba. Entonces

( ) (Ax, By) es una pareja conjugada, y

(b) para cadaz € K y caday e M

pr=limpa(z) y ¢r=limga(y)

donde p, y qo son las retracciones candnicas de (Aq, Ba), a < A.
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Prueba: (a). Fijemos z € K y sea z un punto clausura de la red {p¢(z) |
¢ < \}. Entonces z € Aj. Fijemos ahora un a < A y sea y € B,. Entonces

<z,y >=< pe(z),y > siempreque a <€ <A
Pero z es un punto clausura de la red {p¢(z) | @ <€ <A}, y asi < z,y >=
< z,y > para todo y € B,. Por continuidad, < z,y >=< 2,y > para todo
y € B,. Esto y su dual prueban (a).
(b) Por el Lema 5.2.22 y lo anterior, el punto clausura de la red {p¢(z) |
€ < A} es unico y es igual a px(z). Asi, pr = limaca pa(z), ¥ dualmente,
g = limacx ga(y)- o

Estamos ahora realmente listos para abordar la ejecucién de la prueba
del Teorema de Amir-Lindenstrauss [AL] al estilo de Gul’ko. Este primer
resultado es el Corolario 1 en [AL].

Teorema 5.2.26 (Amir-Lindenstrauss) Si K es Eberlein compacto, en-
tonces ezxisten un conjunto I' y un operador lineal continuo T : C(K) — co(T')
el cual es uno-a-uno.

Prueba: La demostracion procede por induccién sobre m = w(K) > .

Comencemos entonces con m = Ng. En este caso elija una sucesion
(zn) densa en K y definamos T : C(K) — co(N) por (Tf)(n) = L f(z.).
Claramente T satisface la conclusion del teorema.

Supongamos ahora que m > Ry y que el teorema se cumple para todo
Eberlein compacto K tal que w(K) < m. Sea ) el nimero ordinal maés
pequeno tal que card(A) = m. Supongamos que K es un Eberlein compacto
tal que dens(K) = w(K) = m. Escojamos un subconjunto denso {z, | a <
A} de K y sea M un espacio de Hausdorff compacto apareado con K (Lema
5.2.20). Afirmamos que existe una familia {(Aq, B,) | 1 € a < A} de parejas
conjungadas tales que

(i) (Aay Bs) C(Ap, Bg) sia < B < A
(ii) zo € Aaq1 para cada a < A.
(iii) si a es un limite ordinal, entonces

Ae=J4s v Ba=JBs

B<a OB<a
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(iv) w(Aqy) S card(a)* y w(By) < card(a)*, o < A.

Para ver esto, elijamos cualquier yo € M, y definamos (A,, B;) tal que
To € Ay, Yo € By, y w(A1) = w(B;) < Vo (Teorema 5.2.24). Supongamos
ahora que (Ag, Bg) han sido definidos para todo § < a < A. Si a es un
limite ordinal, definamos (A,, By) por (iii) ( €l cual es una pareja conjungada
gracias al Teorema 5.2.25). Si a@ = v + 1, entonces apliquemos el Teorema
5.2.24 para encontrar un A, 2 A, U {z,} y un B, 2 B,. Es una tarea facil
ver que (i) - (iv) se cumplen.

Por la hipétesis inductiva, para cada a < A, existe un operador lineal
continuo y uno-a-uno T, : C(As) — co(ls) con ||T,|| £ 1. Sea I' la unién
disjunta de la familia {T'441 | 0 < & < A}. Denotando por p,, las retracciones
canonicas de K sobre A,, definamos

T : C(K) = £oo(T)

por

T(f)IT: = Ti(f| A1)
T(f)Tos1 = Togr((f — fOPa)|Aag1) sia>0

Afirmamos que, T(f) € co(I') para cada f € C(K). Para ver esto,
primero mostraremos que para cada f € C(K) y e > 0,

{a:[[(f = fopa)lAani|l 2 €}

es finito. Supongamos, por el contrario, que esto es falso. Entonces existe
una sucesién a; < a, < --- < A de ordinales tales que, para cada ¢, existe un
z; € Aai+1 C Aq,,, satisfaciendo |f(zi) — f(po,(zi))| = €. Puesto que K es
secuencialmente compacto, podemos asumir que z; — u y que py,(z;) — v.
Si j > 1, entonces por el Lema 5.2.23, pq, pa,(T;) = po,(z;). Haciendo
tender j a oo, vemos que p,,(v) = ps(u) para todo ¢:. Por el Teorema
5.2.25, esto implica que p(u) = p(v), donde p es la retraccién candnica:
K — U2, Aa,. Pero u,v € [ J2, Aq, por lo que u =" p(u) = p(v) = v. Por
otro lado, |f(z;) — f(pa,(x:))| = € implica que |f(u) — f(v)| 2 €, lo cual es
contradictorio. Asi, {a: ||(f — f o pa)|Aa+1]| = €} es finito y como [[Ts|| £ 1
resulta que {t € Toq1 @ [Tos1((f — f 0 pa)|Aat1)(t)| = €} es finito. Por esto
T(f) € co(T).
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Claramente T : C(K) — co(I') es lineal, y T es acotada puesto que

I TN = [Tair((f = f 0 pa)|Aas1)(t)] < 2|If]]

para cada t € ['44;.

Nos queda por demostrar que T’ es uno-a-uno. Supongamos que T'(f) =
0. Si logramos demostrar que f|A, = 0 para todo a < A, entonces por
(ii), tendremos que f(z,) = 0 para todo a, y por consiguiente f = 0 por
la densidad de {z, | @ < A}. Veamos entonces que f|A, = 0. Puesto
que T(f)|T'y =0 y Ty es uno-a-uno, resulta que f|A; = 0. Supongamos que
flAg = 0 para todo § < a < A. Si a es un limite ordinal, entonces f se anula
sobre | J;., Ap el cual es denso en A,. Por esto, fl[Ada = 0. Sia =7v+1,
entonces T'(f}|I',+1 = 0 implica que (f — f o p,)|A, = 0. Pero f|A, = 0 por
la hipétesis inductiva, y asi fop, = 0. Por consiguiente, f|A,+1 = f|As = 0.
Esto termina la prueba. (8]

Ahora e] teorema de Amir-Lindenstrauss.

Corolario 5.2.27 (Teorema de Amir-Lindenstrauss) Si X es un espa-
cio de Banach WCG, entonces existen un conjunto I' y un operador lineal
acotado uno-a-uno T : X — co(T")

Prueba: Puesto que (Bx«,w*) es Eberlein compacto, el Teorema 5.2.26 nos
garantiza la existencia de un conjunto I' y un operador lineal acotado uno-a-
uno S : C'(Bx+,w*) — co(T'), pero como X es un subespacio norma-cerrado
de C(Bx+,w"), entonces el operador restriccién T' = S|x finaliza la prueba.
(]

Finalmente desecamos presentar el siguiente resultado también de Amir-
Lindenstrauss.

Teorema 5.2.28 (Amir-Lindenstrauss) Sean X un espacio de Banach

WCG y Y un subespacio norma-cerrado y norma-separable de X . Entonces

existe un subespacio norma-cerrado y norma-separable Z de X tal que:
HYCZ y

(2) existe una proyeccion lineal acotada P de X sobre Z con ||P|| = 1.
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Prueba: Sea (z,) una sucesiéon en X tal que el subespacio lineal norma-
cerrado que ella genera contenga a Y. Sin perder generalidad, podemos

suponer que ||z,|| < 1y que z, o, Sea E = {0} U{z. | n =1,2,...}.
Escojamos ahora un subconjunto débilmente compacto K C By tal que K
contenga a E y genere a X. Por el Lema 5.2.20, (K,w) y (Bx+,w*) estan
apareados. Como E es norma-compacto, entonces el es débilmente compacto
y asi, débilmente cerrado. Apliquemos ahora el Teorema 5.2.24 para obtener
una pareja conjugada (A, B) de K y Bx-. respectivamente tal que E C A y
w(A) < Np. Sean p y ¢ las retracciones canénicas para (A, B). Entonces ¢

- induce una proyeccién de norma-uno @ : C(Byx.,w*) — C(Bx+,w") dada

por Q(f) = fogq para toda f € C(Bx+,w"). Pensando a X como un
subespacio norma-cerrado de C(Bx-,w"), entonces para z € K y z* € By-
tenemos que z (z*) =< z,z* >. Por esto y el Lema 5.2.22 resulta que

Qz(z") =< z,4(z%) >=< p(z), 2" >= p(z)(z"),

y en consecuencia, @z = p(z) para cada z € K; es decir Q|x = p. En

~ particular, Q(K) C K. Puesto que K genera a X, se tiene que Q(X) C X.

Finalmente, haciendo P = Q|x : X — X resulta que P es una proyeccién de
norma-uno de X sobre el subespacio Z generado por p(K') = A. Claramente
Z es norma-separable y contiene a Y. ' a

5.2.2 C(Q) yla CCC

El objetivo central de esta seccion es presentar un resultado de H. P. Rosen-
thal [Ro2] el cual establece que un espacio de Hausdorff compacto §
satisface la CCC si y sélo si cualquier subconjunto débilmente com-
pacto de C(f) es norma-separable. Como una consecuencia de ese re-
sultado se obtiene que en todo espacio FEberlein compacto, metrizabilidad,
separabilidad y la CCC son equivalentes.

Preparativos para el logro del objetivo propuesto es el siguiente lema
debido a H. P. Rosenthal [Ro2, p. 226].

Lema 5.2.29 (Rosenthal) Sea ) un espacio Hausdorff compacto satisfa-
ciendo la CCC y supongamos que R es una familia no-numerable de subcon-
juntos abiertos de’S). Entonces existe una sucesion infinita (F,) de miembros

distintos de R tal que (o, Fn # 0.
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Comenzaremos con algunos preliminares necesarios previos a la demos-
tracion del lema.

Dada una familia A de subconjuntos de 2 y n un entero positivo, defina

An={ﬁE:Fi€Aa R#FJ}
=1
a =] An
n=1

Observemos que A* es la familia de todas las intersecciones finitas de miem-
bros distintos de .A. También es claro que si A es finita, entonces A* posee
la misma propiedad; en cualquier caso,

card(A) = card(A").

Afirmacién 1.

Para cada entero positivo n,

(An)2 € Anyr-

En efecto, sea C' € (A,)2. Entonces C = AN B, donde A y B son
miembros distintos de A,. Escojamos ahora Fi,...,F, y G;,...,G, en A
tales que

A=ﬁF; y B=ﬁG,’.
1=1 1=1

Puesto que A # B, deben existir indices 7, 1 < ¢ < n tales que G; # Fj para
j=1,...,n. Seai < i, < --- < t; una enumeracién de este conjunto de
indices; entonces para cada r con 1 <r <k,

Fin---nF,NG; € Anpa,
y como

k
ANB=({(RN---NF.NG),

r=1
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resulta que C' € NA7 .

Afirmacién 2.

Si Q satisface la CCC y si A es una familia no-numerable de subconjuntos
abiertos de §1, entonces

(*)  algin miembro no vacio de A, estd contenido en una coleccion

no-numerable de miembros de A, o A; es no-numearble.

Para ver esto, sea
H={FeA:3Ge A, G£F,GNF #0}.

H es no-numerable. En efecto, esto sigue del hecho de que A\ H siendo
una familia de conjuntos abiertos y disjuntos dos a dos en §}, entonces ella es
numerable gracias a que (1 satisface la CCC. Ahora, para cada A € A,, sea

As={FeA:F DA}
Tenemos entonces que
HIU{AA:AGAz,A#W}.

En efecto, si F' € H entonces existeun G € 4 con G # Fy tal que GNF # {).
Si ahora tomamos A = GNIF,entonces A # P, A€ A,y ACF. Asi, F € A,
y por lo tanto H C U{A, | A € Az, A # 0}. La otra inclucién se prueba de
manera analoga.

Si A, es numerable, entonces 4,4 debe ser no-numerable para algin con-
junto no vacio A € A; ( en caso contrario H seria numerable). Esto prueba
nuestra segunda afirmacion.

Afirmacién 3.

(*x) Si B es una familia no-numerable de subconjuntos abiertos de S y
n es un entero positivo, entonces existe una familia no-numerable
de n-uplas distintas (By,...,B,) en B ( esto es, B; # Bj si i # j)
con (g Bi # 0.

Para demostrar esta afirmacion, observemos en primer lugar que si algin

miembro no vacio B € B* esta contenido en una sub-familia no-numerable,
digamos B’, de miembros de B, entonces (**) se cumple automaticamente.
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En efecto, de ser esto asi, B € B, para alguin n y en consecuencia B =
Fin---NF, con F; € By F;NF; # 0. Si ahora tomamos B; = F; N B’,
donde B’ € B’y i=1,...,n, entonces (**) se obtiene.

Supongamos entonces que ningin miembro no vacio de B* esta contenido
en una cantidad no-numerable de miembros de B. En esta circunstancia
nos proponemos demostrar que B, es no-numerable para todo n, de donde
obviamente se deriva ().

B, es trivialmente no-numerable. Supongamos que hemos probado que
B, es no-numerable, pero que B, es numerable. Entonces B}, es numer-
able ( el tiene la misma cardinalidad que B,4,) y asi, por la Afirmacién 1,
(B,)2 también es numerable. Un llamado a la Afirmacién 2, nos revela la
existencia de un par de conjuntos no vacios A y B en B, tales que ANB # {
"y AN B esta contenido en una coleccién no-numerable de miembros de B,,.
Ahora bien, si £ € B, y AN B C E, entonces E es una interseccién finita de
miembros de B, cada uno de los cuales contiene a AN B. De esto se sigue que
AN B debe estar contenido en una sub-familia no numerable de miembros
de B y, por supuesto, se tendria que AN B € B*, lo cual es violatorio del
hecho supuesto de que ninglin miembro no vacio de B* estaba contenido en
una sub-familia no-numerable de miembros de B. Esto termina la prueba de
la Afirmacion 3.

Estamos listos para la demostracién del lema.

Prueba del Lema 5.2.29: Sea R una familia no-numerable de conjuntos
abiertos de § y para cada n, sea G, el conjunto de todos los puntos en §2 que
estan contenidos en a lo sumo n miembros distintos de R. Sea G? el interior

de G, y pongamos
O,.={F€eR

FNG: #0}.

Afirmamos que para cada n, O, es numerable . En efecto, denotando
{FNG | F € O,} por O, N G, tenemos que ningin n + 1 elementos
distintos de O, N G? tienen un punto en comun. Invocando a (*x), resulta
que O, N G? es a lo mas numerable. Pero por otro lado, cada miembro de
O, N G? esta contenido en a lo mas n miembros de O,,, y por consiguiente

O, ={FeER|IA€ O, NG, con F DA}

esto es, O,, es numerable.
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Asi, puesto que O, es numerable para todo n, | 7o, O, es también nume-
rable y por lo tanto existe un F # @ en R con F & [Joo, On. Es facil ver que
G\, es cerrado para todo n y asi, existe un s € F con s € | oo, G»\ G3, gracias
al Teorema de Categoria de Baire. Entonces s ¢ |J,-., G por la definicién
de F, lo cual nos asegura que s pertenece a una cantidad infinito-numerable
de miembros de R. Fin de la prueba. a

El siguiente lema lo estableceremos sin prueba. Una demostracion de
este resultado puede verse en [Li, Proposition 3.4 p. 254]. ' ‘

Lema 5.2.30 (Corson) Sea K un subconjunto convero, simétrico, débil-
mente compacto y no-metrizable de un espacio de Banach X. FEntonces K
contiene un subconjunto homeomorfo, en su topologia débil, a la compactifi-
cacion por un punto de un conjunto no-numerable.

Veamos ahora uno de los resultados importantes, debido a H. P. Rosen-
thal [Ro2, p. 229], que caracterizan a los espacios compactos con la CCC.

Teorema 5.2.31 (Rosenthal) Sea Q un espacio de Hausdorff compacto.
Entonces Q satisface la CCC si y sdlo si cualquier subconjunto débilmente
compacto de C(2) es norma-separable.

Prueba: Supongamos en primer lugar que todo subconjunto débilmente
compacto de C(f1) es norma-separable, pero que §) no sastiface la CCC. Afir-
mamos que en estas circunstancias existe un conjunto no-numerable I" tal que
co(I') es linealmente isométrico a un subespacio de C(£2). En efecto, puesto
que 2 no cumple con la CCC podemos elegir una familia no-numerable, di-
gamos {U, | ¥ € T'}, de subconjuntos abiertos y disjuntos dos a dos de
con U, # Uy, siy#4', 4,9 €. Ahora bien, como § es completamente
regular, para cada v € I' podemos escoger una f, € C(f1) satisfaciendo

lflle=1 y f,=0 sobre Q\U,.

Sea X el subespacio lincal cerrado generado por {f, | ¥ € T'}. Es facil ver
que X es linealmente isométrico a ¢o(I') y, por supuesto, {0}U{/f, | y € T'} es
un subconjunto (norma-compacto y en consecuencia) débilmente compacto
y sin ser norma-separable en C(£).
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Para la otra implicacién, supongamos que 2 satisface la CCC, pero
que existe un subconjunto débilmente compacto de C'(2) que no es norma-
separable. Por el Teorema de Krein-Smulian, /; = c6(/ U —K) es un sub-
conjunto convexo, simétrico, débilmente compacto y no-separable de C().
Por el Lema 5.2.30, I{; contiene un subconjunto homeomorfo, en su toplogia
débil, a la compactificacién por un punto de un conjunto no-numerable. Esto
significa, en virtud de la simetria de K}, que existe un conjunto no-numerable
I'1 € K, cuyos elementos son distintos del cero, tal que cualquier sucesiéon de
elementos distintos de I'y converge débilmente a cero. De alli que podemos
elegir un § > 0 tal que I' = {y € 'y : ||y]| > 6} es no-numerable, puesto que
It =UL{v € T1: ||yl > 1/n}.

Ahora, para cada v € T, sea

U,={weQ:|yw)| >6/2}.

Afirmamos que existe una sucesién infinita (v,)32, de miembros distintos de
I' tal que '

[} Vs #0.
n=1

En efecto, si {U, | ¥ € T'} es numerable el resultado es obvio; el otro caso
sigue del Lema 5.2.29. Ahora, 4, — 0 débilmente, por lo que ~,(w) — 0 para
todo w € Q. Pero escogiendo w € N, U,, resulta que |y,(w)| > 6/2 para
todo n, lo que constituye una contradiccion. Esto termina la prueba. o

Veamos ahora algunas consecuencias del teorema anterior.

Corolario 5.2.32 (Rosenthal) 5iQ es un Eberlein compacto, entonces las
sigutentes condiciones son equivalentes:

(1) Q2 es metrizable.
(2) Q es separable.
(3) Q satisface la CCC.

Prueba: Claramente (1) implica (2) y (2) implica (3). Veamos que (3)
implica (1). En efecto, por el Teorema 5.2.13, C(Q) es WCG; es decir, C(Q) es
generado por algin subconjunto débilmente compacto K C C(€2). Pero por
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el Teorema 5.2.31, I\’ es norma-separable y en consecuencia C'({2) es norma-
separable. Un llamado al Teorema 5.2.15 nos revela que ) es metrizable.
a

Corolario 5.2.33 (Rosenthal) Si K es un subconjunto débilmente com-
pacto de un espacio de Banach X satisfaciendo la CCC, entonces K es
norma-separable.

Prueba: Por el Corolario 5.2.10, (K ,w) es un Eberlein compacto satisfa-
ciendo ademas, la CCC. El resultado sigue del Corolario 5.2.32. a

Ya hemos visto en dos ocaciones que si x es una medida finita, entonces
cualquier subconjunto débilmente compacto de L. () es norma-separable.
El Teorema 5.2.31 también produce ese resultado. En efecto, es bien conocido
que L (i) es linealmente isométrico a C'(§2), donde {2 es el espacio stoniano
del algebra medida de p (ver [La, p. 121]), y la finitud de x nos garantiza
que {2 satisface la CCC.

5.2.3 BOLAS CCC, POLACAS Y CECH-COMPLETAS

En esta seccidon estudiaremos varias propiedades topoldgicas sobre la bola
unitaria cerrada de un espacio de Banach, en su topologia débil, y las posibles
relaciones entre ellas. Casi todo el material de esta seccidén provienen de
[Wh2], [EW], y [Nam].

Comenzaremos, dado un espacio de Banach X, con las siguientes obser-
vaciones:

12.) (X,norma) es separable si y sélo si (By,norma) es separable.

28.) Si (X,norma) satisface la CCC, entonces (By,w) satisface la
CCC.

L'Qué ocurre si remplazamos la topologia de la norma por la topologia
débil en el segundo caso?. ;Sera cierto que (Bx,w) satisfacera la CCC?

Ya hemos visto ( HECHO 6 de la seccion anterior) que (X, w) siempre
satisface la CCC; sin embargo, no siempre (Bx,w) corre con la misma suerte.
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En efecto, G. Edgar ha observado que para X = ¢;(I'), I' no-numerable, los

conjuntos
Uy={z € Bx |z, > 1/2}

forman una familia no-numerable y dos a dos disjunta de subconjuntos a-
biertos de (Byx,w).

Definicién 5.2.34 Sea X un espacio de Banach. Diremos que:
1.) X tiene bola CCC si (Byx,w) satisface la CCC.
2.) X tiene bola Polaca si (By,w) es Polaco.
3.)- X tiene bola Cech-completa si (By,w) es Cech-completo.

Claramente todo espacio de Banach con bola Polaca tiene ambas, bola
CCC y bola Cech-completa.

La conexién entre los espacios de Banach con bola CCC y la teoria de
operadores fue descubierta por R. Wheeler en [Wh1].

Definicién 5.2.35 Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dun-
ford-Pettis-Phillips si para cualquier espacio de Banach Y, todo operador
débilmente compacto T : X — Y tiene rango norma-separable.

La definicién de la propiedad de Dunford-Pettis-Phillips esta, por supues-
to, modelada sobre el hecho clésico de que Li(u), u o-finita, satisface dicha
propiedad ([DU, p. 75]. Claramente, cualquier espacio de Banach norma-
separable tiene la propiedad de Dunford-Pettis-Phillips.

Comenzaremos con un hecho simple que relaciona la condicién de cadena -
numerable con la propidad de Dunford-Pettis-Phillips.

Lema 5.2.36 (Wheeler) Sea X un espacio de Banach.

(1) Si X tiene bola CCC, entonces X tiene la propiedad de Dunfford-
Pettis-Phillips.

(2) Si X es reflexivo, entonces X tiene bola CCC si y sdlo si X tiene la
propiedad de Dunford-Pettis-Phillips si y sdlo si X es norma-separable.

Prueba: (1) Supongamos que (Bx,w) satisface la CCC, y sea Y un espacio
de Banach tal que T : X — Y es débilmente compacto. Entonces la débil
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clausura de T(Byx) es débilmente compacto y en consecuencia, por el Coro-
lario 5.2.14, un Eberlein compacto satisfaciendo ademas la CCC. Un llamado
al Corolario 5.2.32 nos revela que dicho conjunto es norma-separable. Por
esto T tiene rango norma-separable. '

(2) Si X es reflexivo y posee la propiedad de Dunford-Pettis-Phillips,
entonces X es norma-separable. En efecto, puesto que X es reflexivo, la
injeccién canédnica J : X — X™ es sobrejectiva y claramente débilmente
compacto. Asi, X** es norma-separable, por lo que X es norma-separable.

Por otro lado, es obvio que si X es norma-separable, entonces (Bx,w)
satisface la CCC. 0O

Veamos ahora una caracterizacién dual de espacios de Banach con bola
CCC y la propiedad de Dunford-Pettis-Phillips. El proximo resultado gen-
eraliza el hecho ya establecido de que si X es un espacio de Banach norma-
separable, entonces cualquier subconjunto débilmente compacto de X™* es
norma-separable.

Teorema 5.2.37 (Wheeler) Sea X un espacio de Banach.

(1) X tiene la propiedad de Dunford-Pettis-Phillips si y solo si cualquier
subconjunto débilmente compacto de X* es norma-separable.

(2) X tiene bola CCC si y sélo si cualquier subconjunto débilmente com-
pacto de C(Byxe+,w") es norma-separable.

Prueba: (1) Supongamos que X tiene la propiedad de Dunford-Pettis-
Phillips, y sea /{ un subconjunto débilmente compacto de X*. Si definimos

T:X — C(K)

por (Tz)(z*) = z*(x) para todo z € X y z* € K, resulta que T es lin-
eal y continuo. Veamos que T es débilmente compacto. En efecto, puesto
que T'(Bx) C Bxe |x ¥ Bxe+|x €s norma-acotado y puntualmente conver-
gente, entonces él es débilmente compacto en C(/) (Lema 5.2.11). De aqui
se deduce que T es débilmente compacto. Ya que X tiene la propiedad de
Dunford-Pettis-Phillips se concluye que T'(X) es norma-separable. Esco-
jamos una sucesién (z,) en X tal que {T'z, | n =1,2,...} sea norma-denso
en T(X). Es facil ver ahora que sobre K, las topologias de la convergencia
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puntual sobre (T'z,), la débil y la débil * coinciden. Por esto K es norma-
separable.

Ahora asumamos que cualquier subconjunto débilmente compacto de X*
es norma-separable. Sea Y un espacio de Banach y suponga que 7': X — Y
es un operador débilmente compacto con T(X) norma-denso en Y. Como T™*
es también débilmente compacto, resulta que T*(By+) es débilmente com-
pacto en X* y asi, por hipdtesis, norma-separable. Pero al ser también T™*
uno-a-uno entonces tenemos que 1™ |(g,. .) € un homeomorfismo. Esto lo
que nos esta diciendo es que (By+,w) es también norma-separable y asi, Y,
es norma-separable.

(2) Puesto que (Byx,w) es denso en (Bx-+,w") y como la propiedad CCC
se cumple o falla simultaneamente para ambos, entonces el resultado sigue
del Teorema 5.2.31. a

Ya sabemos que en espacios Eberlein compactos las tres condiciones:
(1) separabilidad,
(2) metrizabilidad y
(3) la CCC,
son equivalentes. Muy pronto veremos que si X es un espacio de Banach con

bola Cech-completa, entonces lo mismo se cumple para cualquier subconjunto
norma-acotado y débilmente cerrado de X provisto de la topologia débil.

Una generalizacién de lo anterior y una sorprendente conexién entre la
CCC y la propiedad de Radon-Nikodym serd establecida en lo inmediato.
Necesitaremos, sin embargo, algunos preparativos para abordar una defini-
cién geométrica de la propiedad de Radon-Nikodym.

Definicién 5.2.38 Un subconjunto norma-acotado no vacio D en un espacio
de Banach X se llama dentable si para cada ¢ > 0 existe un x € D tal que

z g co(D \ U.(z)).

D se llama hereditariamente dentable si cualquier subconjunto no vacio
de D es dentable.

Es bien conocido que cualquier subconjunto débilmente compacto en un
espacio de Banach es hereditariamente dentable [DU, p. 138].
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También recordemos que una rebanada abierta de D es un subconjunto
no vacio de D de la forma ‘

S(D,z*,r) = {z € D |a*() > 1},
donde z* € X* y r € R.

Lema 5.2.39 Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto norma-acotado
D de X es dentable si y solo si para cada € > 0 ezxiste una rebanada abierta
de D cuyo didmetro es menor que €.

Prueba: Supongamos que D es dentable y sea ¢ > 0. Escojamos un z € D
tal que z € ¢o(D \ U.(z)). Un llamado al teorema de Hanh-Banach nos
garantiza la existencia de un z* € Bx. y de algin X € R tal que

z*(z) > A > sup{z”(z) | z € @ (D \ Ue(z)}.

Sear = sup{z*(z) | z € D}—A. Es facil chequear que S(D,z*,r) C U, (z)ND
y, por supuesto, diam(S(D,z*,r)) < 2¢.

Reciprocamente, suponga que ¢ > 0 es dado y sea S(D,z*,r) una re-
banada abierta de D con didmetro menor ¢. Si z € S(D,z*,r), entonces

@ (D\Uz))Ceo(D\ S(D,z",a)) C (z°)"}(~o0,0q]

donde o = sup{z*(z) | z € D} —r. Ya que z*(z) > « se sigue que = ¢
¢o (D \ U.(z)) y concluye la prueba. O

Una de los estudios mas profundo e interesantes que se han hecho sobre
los espacios de Banach en las dos dltimas decadas, es la que concierne a la asi
llamada propiedad de Radon-Nikodym. Los atractivos y fascinantes textos de
Diestel-Uhl Jr. [DU] y R. D. Bourgin [Bo] son, por excelencia, dos de las
mejores fuentes de informacién para conocer de tales espacios.

Definicidon 5.2.40 Sea K un subconjunto convero, cerrado y acotado de
un espacio de Banach X. Se dice que K tiene la propiedad de Radon-
Nikodym si para cualquier espacio de medida finita (82, X, ), cualquier me-
dida vectorial m : ¥ — X la cual es numerablemente aditiva, u-continua, de
variacion acotada y con u-rango promedio

{m(E)/um(E) | E € T, p(E) >0} C K,
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existe una funcion Bochner-integrable f : @ — X tal que

m(FE) = /Efd,u para todo FE € X.

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym
si cualquier subconjunto convezo, cerrado y acotado tiene la propiedad de

Radon-Nikodym.

Entre las muchisimas caracterizaciones equivalentes que se han dado de,

los espacios de Banach que poseen la propiedad de Radon-Nikodym, nos
conviene la siguiente [DU, p. 136].

Definicién 5.2.41 Sea X un espacio de Banach. Diremos que X tiene la
propiedad de Radon-Nikodym si cada subconjunto norma-acotado de X
es dentable.

El siguiente resultado, el cual generaliza el Corolario 5.2.33, es la clave
entre la conexion de la propiedad de Radon-Nikodym con la CCC.

Teorema 5.2.42 (Schachermayer) Sean X un espacio de Banach y B C
X hereditariamente dentable. Si (B,w) satisface la CCC, entonces B es

norma-separable.

Prueba: Supongamos que B no es norma-separable. Entonces eziste un
€ > 0 con la propiedad de que para cada subconjunto norma-separable I{ de
B, eziste un ¢ € B tal que dist(z, K) = inf{||z — k|| : k € K} > e.

Veamos esto. Supongamos, por el contrario, que para cada € > 0 existe
un conjunto norma-separable K, C B tal que dist(z, ,) < ¢ para todo
z € B. Para cada = € B, escojamos un k; € If, tal que

||z — k.|| < e/2.

Sea (kn)22, una sucesion norma-densa en I{,, y para cada k,, determine un

kn(zy € (kn)p2, tal que
”k_., - kn(_-,)” < 6/2.

Claramente ||z ~ k,(4)|| < € y en consecuencia, la subsucesién (kn(z)) de (ky)
es norma-densa en B; es decir, B es norma-separable. Absurdo.
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De lo antes expuesto se concluye, para el ¢ hallado anteriormente, que
st (K,)2., es cualquier familia disjunta y numerable de subconjuntos de B
con diam(K,).< ¢, para todo n, entonces la cdpsula conveza cerrada de esa

familia no puede cubrir a B; esto es,

sew ()

Supongamos, por el contrario, que existe una familia numerable y disjunta
dos a dos (K,)¢%, de subconjuntos de B tal que para todo n,

n=1

diam(K,) <e¢ peroque B C¢co (U 1\",1) .

n=1

Sea I = |J°2, K,. Es claro que I C B es norma-separable ( tomando uno y
s6lo un punto z, en cada K, resulta que {z, | n =1,2,...} es una sucesion
norma-densa en I). Por lo establecido en la primera parte, existe un z € B
tal que dist(z, ) > €. Por otro lado, es conocido y facil de establecer que
dist(z, K') = dist(z,c0(K)), lo cual es contradictorio, pues z € ¢o (K).

Bajo estas condiciones es ahora posible definir, por induccién transfinita,
una coleccién no-numerable (G4 )a<e, de subconjuntos abiertos y disjuntos
dos a dos de (B,w) ( w; denota el primer ordinal no-numerable), lo cual sera
violatorio del hecho de que (B, w) satisface la CCC.

Comencemos con a« = 0. Sea GGy una rebanada abierta de B con diametro
menor que ¢ (esto es posible ya que B es dentable). Supongamos ahora que,
para # < w;, hemos escogidos subconjuntos abiertos no vacios y disjuntos
dos a dos (G4)a<p de (B,w), cada uno de ellos con diametro menor que ¢.

Sea
C/j = Co (U Ga) .

a<lf

Puesto que (Gg4)acpy €s una familia numerable y disjunta de subconjuntos
de X con diam(G,) < €, para cada a < [, entonces se sigue de nuestra
suposicidén que debe existir algin zg € B \ Cs. Por el Teorema de Hahn-
Banach, alguna rebanada abierta Bs de B contiene a z5 y es disjunta de Cp.
Por hipétesis, Bs es dentado, y asi existe una rebanada abierta no vacia Gy
de By de la forma {z € Bg | x}(x) > rp}, con didmetro menor que ¢. Ls
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claro que Gy es abierto en (B,w) completandose asi el proceso inductivo y
con ello una contradiccién, ya que (B, w) satisface la CCC. O

Estamos ahora en posicién de establecer y probar el sorprendente resul-
tado de R. Wheeler [Wh, p. 259].

Corolario 5.2.43 (Wheeler) Sea X un espacio de Banach con la propie-
dad de Radon-Nikodym. Entonces X tiene bola CCC si y solo si X es norma-

separable.

Prueba: Si X es norma-separable, entonces claramente (Bx,w) satisface la
CCC. Reciprocamente, puesto que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym,
Bx es hereditariamente dentable y el resultado sigue ahora del Teorema
5.2.42. a

Un resultado un poco maés general que el corolario anterior se obtiene
si uno remplaza la propiedad de Radon-Nikodym por la de (PC). Esto lo
veremos al final de esta seccién.

Una definicién que nos sera de gran utilidad en lo que sigue es la que
concierne a los asi llamados espacios de Asplund. Una referencia obligada es

el libro de J. R. Giles [Gi].

Definicién 5.2.44 Un espacio de Banach X se llama un espacio de As-
plund si cualquier subespacio norma-separable de X tiene un dual norma-
separable.

Es bien conocido que X es un espacio de Asplund si y sélo si X* tiene
la propiedad de Radon-Nikodym [DU, p. 213]. Ejemplos de tales espacios
incluyen a los reflexivos, ¢g y, en general, espacios de Banach cuyos duales
son norma-separables [DU, p. 79).

A continuacion veremos que todo espacio de Banach cuyo dual es WCG
es de Asplund.

Teorema 5.2.45 (Johnson-Stegall) Sea X un espacio de Banach. Si X*
es WCG, entonces X es de Asplund.
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Prueba: Sea Y un subespacio norma-separable de X. Puesto que Y™ es
isométricamente isomorfo a X*/Y*, donde como siempre Y+ viene dado por
Y' = {z* € X* | z°(z) = 0 paratodo z € Y}, entonces resulta del
Corolario 5.2.4 que Y* es WCG. Sea ahora K un subconjunto débilmente
compacto de Y que genera a Y. Puesto que Y es norma separable, entonces
K es también norma-separable [véase la observacién después del HECHO 3]
y asi, Y* es norma-separable. Esto termina la prueba. O

Otra prueba del resultado anterior sera exhibida en la préxima seccién.
Nuestro proximo objetivo sera analizar las relaciones entre espacios de
Banach con bolas Polacas y Cech-completas. Entre otras cosas se probaran
que un espacio de Banach X tiene bola Polaca si y sblo si X es norma-
separable y tiene bola Cech-completa. También, si X tiene bola Cech-
completa, entonces tanto X como X* son WCG y (X™*,w) es realcompacto.

Lema 5.2.46 (Edgar-Wheeler) Sea X un espacio de Banach. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (Bx,w) es Cech-completo.

2) X es un conjunto G5 en (X™*,w*).

(2)
(3) Bx+ \ Bx es w* o-compacto.
(4) X**\ X esw* o-compacto.

Prueba: (1) = (2). Si (Bx,w) es Cech-completo, entonces el Teorema 2.7.2
nos asegura que By es un conjunto G5 en 8By = (Byx+.,w"). Puesto que
toda unién numerable de conjuntos G5 es un G se sigue que X es un conjunto
Gs en (X, w").

(2) = (3). Si X es un conjunto G5 en (X**,w*), entonces claramente By

es un conjunto Gs en (Bx+.,w*). Expresemos a By como Bx = (>, Gn,
donde cada GG, es un w*-abierto en Bx... Ahora,

Bx«\Bx = Bx\[)Ghn
n=1

= |J(Bx+\Gn)

n=1
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oo
= J K
n=1

donde K,, = Bx++\ G, es w*-compacto. Esto es, Bx+. \ By es w* g-compacto.
Las restantes implicaciones son similares y se dejan al lector. o

Por lo general, si X es un espacio de Banach norma-separable su dual,
X™*, no siempre preserva esa propiedad.. Sin embargo, si X tiene bola Cech-
completa, entonces se obtiene:

Lema 5.2.47 (Edgar-Wheeler) Si X es un espacio de Banach norma-
separable con bola Cech-completa, entonces X* es norma-separable.

Prueba: Por el Lema 5.2.46, podemos escribir X = (', G, donde cada
G, es un subconjunto w*-abierto de X**. Puesto que 0 € G, para todo
n, entonces cada (G, contiene un w*-entorno basico del 0, determinado por
un conjunto finito F, en X*. Ya que X es norma-separable, (X*,w*) es
también separable. Sea D un subconjunto denso numerable de (X*,w*), y
sea Y el subespacio lineal cerrado generado por D U |J,2, F. en X*. Por
supuesto, Y es norma-separable. Es ficil ver que el aniquilador Y+ de Y es
un subconjunto de cada G,,; esto es,

chﬁGFX

n=1
y no contiene ningin miembro distinto del 0 de X. Asi, ¥'* = {0}, por lo
que Y = X™* y con ello se obtiene que X* es norma-separable. =]

Amparandonos en el resultado anterior, tres consecuencias inmediatas se
derivan de él:

Corolario 5.2.48 Sea X un espacio de Banach. Si todo subespacio norma-
separable de X tiene bola Cech-completa, entonces X es un espacio de As-
plund.

Corolario 5.2.49 Sea X un espacio de Banach con bola Cech-completa. En-
tonces X* es norma-separable si y solo si el es w*-separable.
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Corolario 5.2.50 (Edgar-Wheeler) Un espacio de Banach X tiene bola
Polaca si y sélo si X es norma-separable y tiene bola Cech-completa.

Prueba: Supongamos que X es norma-separable con bola Cech-completa.
Por el Lema 5.2.47 se tiene que X* es norma-separable. Un llamado al
HECHO 3 nos revela que (Bx,w) es metrizable; esto es, (Bx,w) es Cech-
completo, separable y metrizable. El resultado sigue ahora del Teorema 2.7.4.

La otra implicacién es trivial. o

El siguiente teorema de factorizacién para espacios de Banach con bola
Cech:completa reduce el estudio de tales espacios al caso separable, donde las
propidades especiales de los espacios polacos se pueden utilizar para sacarle
provecho a dichos espacios. Parece entonces claro que en el contexto de la
teoria de los espacios de Banach, el concepto de espacios de Banach con bola
Polaca es el mas fundamental. Un estudio mas profundo y general de lo que
aqui hemos expuesto puede ser consultado en [Ro3]

Teorema 5.2.51 (Edgar-Wheeler) Sea X un espacio de Banach. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X tiene bola Cech-completa.

(2) X es isomorfo a la suma directa R® S, donde R es reflexivo y S
tiene bola Polaca.

Prueba: (2) = (1). Supongamos que (2) se cumple. Puesto que el pro-
ducto numerable de espacios Cech-completos sigue siendo Cech-completo
( EJEMPLO I (3) en la seccién sobre espacios Cech-completos), entonces
(Br,w) x (Bs,w) es Cech-completo. Pero como (X,w) es topolégicamente
isomorfo a (R,w) X (S,w), resulta que (Bx,w) es homeomorfo a un subcon-
junto cerrado del espacio Cech-completo (Bg,w) x (Bs,w) y en consecuencia,
el es Cech-completo gracias al EJEMPLO I (4) de la seccién sobre espacios

Cech-completos. ,

(1) = (2). Supongamos ahora que X tiene bola Cech-completa. Por el
Lema 5.2.46, X puede ser escrito en la forma X = (°2, U,, donde cada U, es
un subconjunto abierto de (X**,w*). Cada U, contiene un w*-entorno basico
del 0, determinado por un conjunto finito F,, en X*. Sea G el subespacio
lineal norma-cerrado de X* generado por |J;., Fn. Tenemos entonces que
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G es norma-separable. Observemos ahora que como G* es un subespacio
w*-cerrado de X** y ademas,

entonces G* es reflexivo (véase la parte final de la Seccién 5.1).

Sea Ry = G*. Puesto que (X/R;)* = R{ = G es norma-separable, X/R,
también es norma-separable. Sea 7 : X — X/ R, la aplicacién cociente de X
sobre X/ R;. Entonces existe un subespacio norma-separable S; de X tal que
7(S1) = X/R; y en consecuencia, X = R; + S;. Tome ahora una sucesién
(s1)%,; norma-densa en S; con s, # 0 para todo n, y sea

n=1
1
K= {——sn |n= 1,2,...} U {0}.
n|sal|
Claramente Bgr, + K es un subconjunto débilmente compacto de X cuyo
subespacio lineal norma-cerrado coincide con X; es decir, X es WCG. Por
el Teorema 5.2.28, existe un subespacio norma-cerrado y norma-separable S
de X tal que S} € S y S es complementado en X. De aqui se deduce que
X es isomorfoa R® S, donde R = X/S = (X/51)/(S/51). Pero como X/S;
es un cociente de R;, resulta que también R es un cociente de R; y por lo
tanto R es reflexivo. Finalmente, ya que S es norma-separable y tiene bola
Cech-completa, el Corolario 5.2.50 nos asegura que S tiene bola Polaca. O

Ejecutando la prueba del teorema anterior se demostré que si X es un
espacio de Banach con bola Cech-completa, entonces X es WCG. M4s aiin,
puesto que X = R & S con R reflexivo y S con bola Polaca, entonces X* =
R* @ 5* es también WCG. En efecto, como S tiene bola Polaca, el Corolario
5.2.37 nos dice que S tiene bola Cech-completa y puesto que S es también
norma-separable, el Lema 5.2.36 nos asegura que S* es norma-separable.
Finalmente, como R* es reflexivo, el Teorema 5.2.51 nos confirma que X* es

WCG.

Esta observacién mas el Corolario 5.2.14 conllevan al siguiente

Corolario 5.2.52 Si X es un espacio de Banach con bola Cech-completa,
entonces tanto X como X* son WCG. En particular, (Bx«,w*) y (Bxe,w*)
son Fberlein compactos.
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Este corolario en combinacion con el Teorema 5.2.45 prueban que:

Corolario 5.2.53 Si X es un espacio de Banach con bola Cech-completa,
entonces X es un espacio de Asplund.

La continuacién de nuestro estudio sobre espacios de Banach con bola
Cech-completa nos lleva a la siguiente:

Definicién 5.2.54 Sean (K,7) un espacio de Hausdorff y p una métrica
sobre K. La topologia de la métrica inducida por p no tiene necesaria-
mente que ser comparable con la de 7. Diremos que el espacio (K,7) es
p-fragmentable si, para cada subconjunto no vacio A de K y cada € > 0,
eziste un subconjunto 7-abierto U de K tal que

UNA#0 y p—diam(UNA) <e.

Si X es un espacio de Banach, K C X no vacio y (K,w) es frag-
mentable por la métrica de la norma, entonces diremos que (K, w) es norma-
fragmentable.

Recordemos que un espacio de Hausdorff se dice hereditariamente de
Baire si cada subconjunto cerrado es un espacio de Baire con respecto a la
topologia relativa. El siguiente resultado es tomado de [Nam].

Lema 5.2.55 (Namioka) Sea (I(,7) un espacio hereditariamente de Baire,
y sea p una métrica sobre I{. Entonces las siguientes condiciones son equiv-
alentes:

(1) El espacio (K, T) es p-fragmentable.

(2) Para cada subconjunto no vacio y cerrado A de K, eziste un punto
de continuidad de la aplicacidn identidad id : (A,7) — (A, p).

(3) Para cada subconjunto cerrado A de (K, 1), el conjunto de puntos de
continuidad de la aplicacion identidad id : (A, 7) — (A, p) es un subconjunto
Gs-denso de (A, 7).

Prueba: Claramente (3) = (2) = (1). Para ver que (1) = (3), es suficiente
considerar la aplicacién identidad id : (I, 7) — (K, p). Seae > 0, y sea

O, = {U C K : Ues T-abierto yp — diam(U) < ¢}.
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Obviamente O, es T-abierto. Veamos que O, es 7-denso en K. En efecto,
sea V un subconjunto no vacio y r-abierto de K. Puesto que (K, T) es p-
fragmentado, existe un subconjunto T-abierto W de K con p—diam(WnV) <
€. Poresto ) # WNV CVNO,. Ahora bien, como (K, 7) es un espacio de

Baire -
ﬂ Ol/n
n=1

es conjunto G5 y T-denso en K y claramente dicho conjunto constituye el
conjunto de todos los puntos de continuidad de la aplicacién identidad id. B

Aplicaciones del lema anterior vienen de inmediato. Comenzamos con
una definicion.

Definicién 5.2.56 Un espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad
(PC) si para cualquier subconjunto norma-acotado y débilmente cerrado K
de X, la aplicacion identidad i1d : (K,w) — (K,norma) tiene al menos un
punto de continuidad.

El término PC, en la definicién anterior, proviene de “point of continu-
ity “. Observemos que si z es punto de continuidad de la aplicacién identidad
id: (K,w) — (I, norma), entonces dado £ > 0 existe un entorno débil U de
z tal que el diametro de U N I{ es menor que e.

Teorema 5.2.57 (Edgar-Wheeler) Sea X un espacio de Banach. FEn-
tonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad (PC).
(2) Cualquier subconjunto norma-acotado y débilmente cerrado de X es
norma-fragmentable.

(3) Cualquier subconjunto norma-acotado y débilmente cerrado de X es
un espacio de Baire.

Prueba: Consecuencia inmediata de Lema 5.2.55. a

Corolario 5.2.58 Sea X es un espacio de Banach.
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(1) Si X tiene bola Cech-completa, entonces X tiene la propiedad (PC).

(2) Si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym, entonces X tiene la
propiedad (PC).

Prueba: (1) Puesto que X tiene bola Cech-completa, entonces cualquier
subconjunto norma-acotado y débilmente cerrado de X es también Cech-
completo (recuerde que Cech-completitud es hereditaria por subespacios cer-
rado) y, en consecuencia, un espacio de Baire. El resultado sigue ahora del
Teorema 5.2.57. :
(2) Suponga que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym. Entonces
cualquier subconjunto norma-acotado de X es dentable y claramente tales
conjuntos son norma-fragmentables. Aplique el Teorema 5.2.57. o

Finalizaremos esta seccion con dos resultados. El primero es una genera-
lizacién del Corolario 5.2.43, mientras que el iltimo es un analogo al Corolario
5.2.32.

Teorema 5.2.59 (Edgar-Wheeler) Sea X un espacio de Banach con la
propiedad (PC). Entonces X tiene bola CCC si y solamente si X es norma-
separable.

Prueba: La prueba procede casi de manera idéntica a la del Teorema 5.2.42,
teniendo en cuenta que como X tiene la propiedad (PC), (Bx,w) es norma-
fragmentable. 0

Teorema 5.2.60 (Edgar-Wheeler) Sean X un espacio de Banach y A un
subconjunto norma-acotado y débilmente cerrado de X. Si X tiene bola Cech-
completa, entonces las siguientes condiciones sobre (A,w) son equivalentes:

(1) separabilidad,
(2) metrizabilidad, y
(3) la CCC.

Prueba: (1) = (3) es cierta por el Teorema 2.3.3. La prueba de (3) = (1)
es similar a la del Teorema 5.2.42.
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(1) = (2). Sea Y el subespacio lineal norma-cerrado generado por A.
Entonces Y tiene bola Polaca y asi, A es metrizable.

(2) = (1). Sea d una métrica para (A,w). Si A no es separable, entonces
existen un conjunto no-numerable (a;);cr en A y un € > 0 tal que d(a;, a;) > ¢
para i # j. Por el Teorema 5.2.51, X = R ® S donde R es reflexivo y S es
norma-separable. Sea a; = r; + 3; para todo i € I, donde r; € Ry s; € S.
Ya que S es norma-separable, existe una red (s;,) que converge en norma
(es posible que s;, sea constante). Pero como R es reflexivo, tomando una
subred se obtiene que (a;):er tiene un débil-punto clausura en A. Imposible.
O

5.2.4 GENERALIZACIONES DE ESPACIOS WCG

En esta seccién estudiaremos varias clases de espacios de Banach mucho mas
generales que los espacios WCG. La mejor referencia para el conocimiento
de estos espacios y una buena justificacién para su estudio lo constituye el
articulo de G. A. Edgar [Ed2).

Si X es un espacio de Banach, escribiremos Bo(X,w) y Ba(X,w) para
denotar las o-algebras de Borel y de Baire, respectivamente, sobre (X,w).

Definicién 5.2.61 Sea X un espacio de Banach. Diremos que

(1) X es débilmente Lindelof si la topologia débil sobre X es Lindeldf.

(2) X es débilmente medida-compacto si la topologia débil sobre X
es medida-compacto.

(3) X es débilmente realcompacto si la topologia débil sobre X es
realcompacto.

(4) X tiene la propiedad (C) si cualquier coleccion de subconjuntos
convezos y cerrados de X con la propiedad de interseccion numerable tiene
interseccion no vacia.

(5) X es débilmente K-analitico ( respectivamente, débilmente nu-
merablemente determinado) si la topologia débil sobre X es K-analitico
(respactivamente, débilmente numerablemente determinado).

(6) (X*,w*) se llama angelical si cualquier conjunto norma-acotado S
de X* es secuencialmente denso en su w-clausura; esto es, para cada z* €
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— »® »
SY existe una sucesion (z%) en S tal que x7, = z*.

(7) X satisface la condicion de Mazur si cada funcional lineal sobre
X™ el cual es secuencialmente continuo sobre (Bx»,w*) es w*-continuo sobre

X,

He aqui algunas relaciones ya establecidas entre las distintas definiciones
dadas arriba.

Todo espacio de Banach débilmente K-analitico ( débilmente
numerablemente determinado ) es débilmente Lindel6f ( Teorema
3.3.3 ). Todo espacio de Banach débilmente Lindelof es medida-
compacto (Teorema 4.3.7). Todo espacio de Banach débilmente
medida-compacto es débilmente realcompacto (por definicion). Tam-
bién es claro que todo espacio de Banach débilmente Lindelof tiene
la propiedad (C) (véase la Observacidn 1 (a) que sigue después de la
definicidn de espacios de Lindelof) y que espacios de Banach con la
propiedad (C) son débilmente realcompactos. Por el Corolario
5.2.8, si X es un espacio de Banach WCG, entonces (X*,w*) es
angelical. Si (X* ,w*) es angelical, entonces X satisface la condicion
de Mazur. En [Po, p. 147], Roman Pol demuestra que si (X*,w*) es
angelical, entonces X tiene la propiedad (C). En [Ed2, p. 564-565], G.
A. Edgar demuestra que ninguna de las implicaciones establecidas se pueden
revertir.

Nuestro objetivo inmediato es establecer que todo espacio de Banach
WCG es débilmente Lindelof. Pero antes recordemos que si X es un espacio de
Banach, entonces (X™,w*) es un espacio completamente regular. En efecto,
puesto que X* es un subconjunto del espacio producto [] .y Re, donde R, =
R para todo z € X y [],.x Rz es completamente regular (Teorema 2.1.9),
entonces X* es completamente regular en la topologia producto restringida a
X™; pero la topologia producto restringida a X™ es precisamente la topologia
débil*, por lo que (X™*,w*) es completamente regular.

El siguiente resultado es de M. Talagrand [Tal].

Teorema 5.2.62 (Talagrand) Si X es un espcio de Banach WCG, en-
tonces X es débilmente K-analitico. En particular, X es débilmente Lindelof.

Prueba: Supongamos que X es un espacio de Banach WCG. Por el Lema




La Topologia Débil en Espacios de Banach 112

5.2.2, existe una sucesion K; C K, C ... de subconjuntos débilmente com-
pactos de X tal que U2, K, es norma-denso en X.
Nuestro plan es mostrar que (X,w) es un K,s en la compactificacién de

Stone-Cech de (X**,w*). Para ver esto, sea

(1Nl
r€X = UKn

n>1

Entonces existe una sucesién (zx)32,; en Joo., K, tal que z W Por esto;
dado m € N escojamos un kp tal que ||z, —z|| < 1/m. Haciendo y = z—zy,,
resulta que y € —,:;BX y asl,

* 1
r=zi,+y€ | JKa + —Bx.

n=1

Esto nos muestra que

X = K, + lBx
n=1 m

1
= [I{n + —BX]
n=1 m
para cada m € N.
Ahora bien, como

e ‘ * 7 1
X Q l&n + —Bxu

g m

n=

1
C ‘X + ""BX&:
m

y ya que X es norma-cerrado en X** se concluye que

X =) JK. + %BX..].

m=1 n=1
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Lo acabado de probar nos muestra que (X,w*) es un Ky5 en (X**,w*)
y en particular, un K,s en BX**, la compactificacién de Stone-Cech de el
espacio completamente regular (X**,w*). Ademas, como la topologia débil*
sobre X** restringida a X es exactamente la topologia débil sobre X tenemos
que (X,w) es K-analitico. . 0

El Teorema 5.2.13, nos revela que si §) es un Eberlein compacto, en-
tonces C(2) es WCG y en consecuencia débilmente K-analitico, gracias al
Teorema 5.2.62. En [Tal], Talagrand exhibe un compacto 2 tal que C(f)
es débilmente K-analitico, pero Q no es Eberlein compacto. En ese mismo
articulo, Talagrand caracteriza a aquellos compacto §) para los cuales C()
es débilmente K-analitico. Una combinacién de los trabajos de Corson, Ta-
lagrand y Gul’ko conducen a la siguiente:

Definicion 5.2.63 Sea ) un compacto de Hausdorff. Diremos que
(a) Q2 es Talagrand compacto si C(2) es débilmente K-analitico.

(5) 2 es Gul’ko compacto si C(f2) es débilmente numerablemente de-
terminado.

(c) © es Corson compacto si para algin I', Q1 es homeomorfo a un
subconjunto de L(RT) = {z € R | sop(z) es numerable}, donde sop(z) =
{y €T |z, #0} para cada z € RF.

Como ya habiamos mencionado, M. Talagrand construye en [Tal] un
espacio Talagrand compacto que no es Eberlein compacto y en [Ta3] un
espacio Gul’ko compacto que no es Talagrand compacto. Por otro lado, S. P.
Gul’ko [Gu] demuestra que cualquier espacio Gul’ko compacto es un espacio
Corson compacto. El extenso y penetrante articulo de S. Negrepontis [Ne]
contiene, entre otras cosas, un analisis en profundidad de los espacios Gul‘ko
compactos y Corson compactos.

Un comentario final es pertinente. Ya hemos visto, Teorema 4.2.10, que
en todo espacio métrico X, cualquier medida de probabilidad regular de Borel
sobre X tiene soporte separable. El mismo resultado sigue siendo valido si
uno remplaza espacio métrico por subconjuntos débilmente compacto vivien-
do en un espacio de Banach (véase el Lema 5.2.76 en la préxima seccién). Un
resultado mas general lo prueba Talagrand en [Tal, Théoréme 6.6, p. 427]
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cuando el demuestra que si £ es un compacto para el cual (C(2),w) es de
Lindeldf, entonces toda p € M,.,(€2) tiene soporte separable. Ese resultado
incluye a los Eberlein compactos y a los Talagrand compacto.

5.2.5 COMPARACION DE ¢-ALGEBRAS

Asociadas con cada una de las topologias usuales en un espacio de Banach es-
tadn las o-algebras que ellas generan. El propédsito de esta seccion es analizar
las posibles relaciones entre ellas para de esta forma obtener informacién so-
bre la estructura del espacio.

Si X es un espacio de Banach, denotaremos por Bo(X, 1) la o-algebra
generada por los conjuntos T-abiertos de X, donde 7 es la topologia de la
norma, la débil o la débil*.

Comencemos con un espacio de Banach X, el cual siempre supondremos
que es de dimensidn infinita, y observemos que como la topologia débil es
menos fina que la topologia de la norma, entonces la relacion

Bo(X,w) C Bo(X,norma)

siempre se satisface. Una pregunta natural viene de inmediato: ;Cuales
espacios de Banach satisfacen la igualdad

Bo(X,norma) = Bo(X,w)?

Teniendo en mente el Teorema de Mazur, una respuesta también inmediata
aparece en el escenario.

Lema 5.2.64 Si X es un espacio de Banach norma-separable, entonces
Bo(X,norma) = Bo(X,w). (4)

Prueba: El Teorema de Mazur nos garantiza que las bolas norma-cerradas,
por ser convexas, son débilmente cerradas. Sea GG un conjunto norma-abierto
de X. Puesto que X es norma-separable, resulta que G es una unién nume-
rable de bolas norma-abiertas (Teorema 2.3.4), pero toda bola norma-abierta,
por vivir en un espacio norma-separable, es una unién numerable de bolas
norma-cerradas; de alli que G es débilmente abierto y termina la prueba. O
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El resultado que acabamos de probar nos revela que los espacios intere-
santes para los cuales se deben hallar condiciones que garanticen la validez
de la ecuacién (4) y que son dignos de estudios son los no norma-separables.
Adelantémonos a cualquier tentacién primaria: /., no satisface la e-
cuacién (4) . En efecto, M. Talagrand en [Ta2] demuestra que

Bo(£,norma) # Bo({o,w).
Veamos ahora un resultado positivo. Comencemos con la siguiente:

Definicién 5.2.65 Sea X un espacio de Banach con norma || ||. La nor-
ma || || se llama una Kadec-norma st las topologias de la norma y la débil
coinciden sobre Sx.

Observemos que si || || es una Kadec-norma sobre X, entonces la apli-
cacion identidad
id : (Sx,w) = (Sx, [ ])
es un homeomorfismo. De aqui se sigue que (Sx,w) es un espacio polaco y
en consecuencia Cech-completo.

El siguiente resultado, aunque no lo usaremos en esta seccién, es una
bonita caracterizacién de la Kadec-norma.

Teorema 5.2.66 Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) || || es una Kadec-norma.
(2) Para cadae >0 y cada z € Sx, z & Bx \ U,(:c)w.

Prueba: (1) = (2). Suponga que || || es una Kadec-norma. Si para algin
€ > 0y algin ¢ € Sx se tuviera que z € By \ U,(z)w, entonces existira una
red (24)qer en Sx con z, # z para todo « € I y tal que z, — z. Puesto
que || || es una Kadec-norma, ||z, — z|| — 0 y en consecuencia

z € By \Us(2)"" = Bx \ Us(2).

Imposible.
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(2) = (1). Suponga ahora que (2) se cumple, pero que || || no es una
Kadec-norma. Entonces existe una sucesién (z2,)32, en Sx y un z € Sy ta
que

Tn = pero ||z, —z|| 4 0.
De aqui se deduce la existencia de € > 0 y una subsucesién de (z,), que la
seguiremos denotando igual, tal que ||z, — z|| > ¢; esto es z, € By \ Us(z)
para todo n. Pero como z, = z, se concluye que r € Bx \ U.(z) . O

Un resultado que permite determinar, para cierta clase de espacios de Ba-

nach, la validez de la ecuacién (4) es el resultado siguiente debido a Schacher-
mayer ( ver [Ed2, p. 251]).

Lema 5.2.67 Sea X un espacio de Banach, y sea J una topologia localmente
conveza sobre X tal que By es J-cerrado. Sea R* = (0, +00). Entonces la

aplicacion
® : (Rt x Sx, Bo(R*) x Bo(Sx,J) — (X \ {0},Bo(X\ {0},J)

definida por
o(t,z) = tz,

es un isomorfismo de Borel sobreyectivo.

Prueba: Notemos en primer lugar que la aplicacién (¢,z) — tz de R* x Sy
sobre X \ {0} es continua y , por consiguiente, medible Borel. Mas aiin, ella
es biyectiva con inversa dada por z — (||z|[,z/|[z]]). La primera coordenada
de esta ultima aplicacién es £ — ||z|| la cual es semi-continua inferiormente
puesto que By es J-cerrado y asi, medible Borel. La segunda coordenada es
la composicién z — (||z]||,z) — z/||z||, de una aplicacién de Borel seguida
de una funcién continua y , en consecuencia, medible Borel. Por esto, la
aplicacién inversa es medible Borel. i

Varias consecuencias se derivan inmediatamente del lema anterior.

Corolario 5.2.68 Si X es un espacio de Banach con una Kadec-norma,
entonces

Bo(X,norma) = Bo(X,w).
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Pruba: Por hipétesis, la aplicacién identidad ¢d : (Sx,w) — (Sx,norma)
es un homeomorfismo y, en consecuencia, también lo es dentidad id; : (R* x
Sx,T0o xw) — (R* x Sx, 70 X norma), donde 7y es la topologia de R relativa
a R*. Un llamado al Lema 5.2.68 nos revela que la aplicacién identidad
id (X \ {0},w) — (X \ {0}, norma) es un isomorfismo de Borel. ]

El siguiente resultado, el cual es obra de W. Schachermayer (ver [Ed2]),
exhibe una via 1til en la conexién con Bo(X,w) o B(X,w").

Teorema 5.2.69 Sea X un espacio de Banach, y sea J una topologia lo-
calmente conveza sobre X tal que Bx es J-cerrado. Entonces la aplicacion
(t,z) — tz es un isomorfismo de Borel de R* X Sx provisto con la o-algebra

producto Bo(Rt) x Bo(Sx,J) sobre Bo(X \ {0},7).

Prueba: Observemos en primer lugar que la aplicacién (¢, z) — tz de Rt x
Sx sobre X\ {0} es continua y, por consiguiente, medible Borel. Mas atin, ella
claramente es biyectiva con inversa dada por ¢ — (||z||,z/||z||). Ahora bien,
la primera coordenada de esta tltima aplicacién es z — [|z]|| la cual es semi-
continua inferior puesto que Bx es J-cerrado y asi, medible Borel; mientras
que la segunda coordenada es la composicién =z — (||z]|,z) — z/||z|| de
una aplicacién de Borel seguida de una aplicacion continua. Esto termina la
prueba. ]

La importancia del resultado anterior queda manifiestamente justificada
por. los siguientes corolarios.

Corolario 5.2.70 (Edgar) Si X es un espacio de Banach con una Nadec-
norma || ||, entonces

BO(‘Xa ” ”) = BO(‘X,LU). '

Prueba: Por hipétesis, la aplicacién identidad (Sx,w) — (Sx,||z||) es un
homeomorfismo y asi, también lo es la identidad

id (R+ X Sx,To Xw) — (R+ X Sx,To X ” ||)’

donde 7 es la topologia usual de R restringida a R*. Un llamado al Teorema
5.2.69 nos revela que la identidad

(X \ {0}, w) = (X \ {0}, [11])
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es un isomorfismo de Borel y con esto concluye la prueba. i

Corolario 5.2.71 Sea Y un subespacio de un espacio de Banach X. En-
tonces Y € Bo(X,J) si ysdlo siY NSy € Bo(Sx,J), donde J es como en
el Teorema 5.2.69.

Prueba: Es consecuencia inmediata del Teorema 5.2.69. 0O

Corolario 5.2.72 Si X es un espacio de Banach con una Kadec-norma,
entonces X € Bo(X**,w*).

Prueba: Por el Corolario 5.2.71, es suficiente probar que Sx € Bo(X**,w*).
Por hipétesis, (Sx,w) = (Sx,norma) es un espacio métrico completo y asi,
Cech-completo (Teorema 2.7.4). Uno apela al Teorema 2.7.2, para concluir
que Sx es un conjunto Gs en su compactificacién de Stone-Cech B8Sx =
(Bxss,w*), €l cual incluye a Sx... Asi, Sx es un conjunto G5 en (Sy«,w*).
0O

Por un resultado de S. Troyanski [Dil, Teorema 1, p. 164], cualquier
espacio de Banach WCG admite una Kadec-norma por lo que se verifica

Corolario 5.2.73 Si X es un espacio de Banach WCG, entonces
X € Bo(X*,w").
Otra demostracion del Corolario 5.2.73 se obtiene si se invoca al Teorema
5.2.62. Es importante observar que no todo espacio de Banach verifica X €

Bo(X**,w*). En efecto, M. Talagrand [Ta2] demuestra que ¢, &€ Bo({:k, w*).

Definicién 5.2.74 Un espacio de Banach dual X* tiene la propiedad (**)
st las topologias de la norma y la w* coinciden sobre Syx..

Una nueva aplicacion del Teorema 5.2.69 nos revela:
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Corolario 5.2.75 Si X* es un espacio de Banach dual con la propiedad
(%), entonces

Bo(X*,w") = Bo(X",norma).

Se puede demostrar facilmente que Bo(X*,w*) = Bo(X*,norma) no
es cierto para todo espacio de Banach X. En efecto, tomemos Ly[0,1] =
L,[0,1]*. Claramente el conjunto A = {xpy | t € [0,1]} es discreto en
(L[0,1],norma) pero homeomorfo a [0,1] en (Lo[0,1],w*). Ahora bien,
como [0, 1] contiene subconjuntos no medibles Borel resulta que (A4, w*) tam-
bien contiene subconjuntos no medibles Borel; esto es algin subconjunto de
(A,w*) no pertenece a Bo( L0, 1], w*); pero por otro lado, cualquier subcon-
junto 'de (A, norma) estd en Bo(L[0,1],norma). Por esto, Bo(X* w*) #
Bo(X*,norma) donde X = L,[0,1].

M. Talagrand (ver [Ed2]), demuestra que si X* es un subespacio de un
espacio de Banach WCG, entonces Bo(X*,w*) = Bo(X*, norma).

Si bien Bo(X,w) = Bo(X,norma) no es valido para todo espacio de
Banach X uno puede mantener la igualdad si uno remplaza “Borel” por
“universalmente medible.” En este sentido es bueno recordar (Definicién
4.2.7) que la o-algebra de los conjuntos universalmente medibles de un espacio
de Hausdorfl X viene dada por

Univ(X) = ﬂ Bo(X),,

#EMreg(x)
donde
: Bo(X), ={AC X | ™ (A) = n.(A)},

¥y M,¢s(X) es el espacio de todas las medidas de probalididad de Borel que
son regulares. También recordemos que el soporte de una medida de Borel u
se define como

sop(p) = X\ U{U | U es abiertoy p(U) = 0}.

Antes de establecer lo afirmado en el paragrafo anterior, debemos mos-
trar un importante resultado de A. Grothendieck (véase por ejmplo [Di2]).

Lema 5.2.76 (Grothendieck) Sean X un espacio de Banach y K un sub-
conjunto débilmente compacto de X. Si p € M,;(K), entonces existe un
subconjunto norma-separable Iy de K tal que p(I;) = 1.
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Prueba: Invocando al Teorema de Krein-Smulian uno puede suponer, y
asi lo haremos, que K es convexo, simétrico y débilmente compacto. Sea
it € M,(K) y considere el operador lineal acotado T : Ly(¢) — X definido
por

71 = [ 2 f(z)dutz)

donde la integral que aparece en la definicién de T es la integral de Boch-
ner. Es ficil establecer que Tf € K siempre que [[f|li < 1; esto es, T
es débilmente compacto. Puesto que L;(p) tiene la propiedad de Dunford-,
Pettis, resulta del Teorema de Dunford-Pettis que T transforma subconjuntos
débilmente compactos en subconjuntos norma-compactos. Por otro lado, co-
mo L(p) también es WCG, entonces el Lema 5.2.3 nos revela que T'(L;(u))
es WCG y por lo dicho anteriormente resulta que T'(L;(x)) es generado por
un subconjunto norma-compacto; esto es, T'(L;(x)) es norma-separable. De-
finamos

Ky, = KNT(Ly(p)).
Entonces K; es convexo, cerrado y metrizable. Nuestra tarea ahora es de-
mostrar que el soporte de u esta contenido en K;. En efecto, supongamos
que algin u € sop(p) pero que u ¢ K,. Por el Teorema de Hahn-Banach
existen £* € X* y t € R tal que

sup z*(z) <t < z*(u).
reK,

Definamos ahora G = {z € X | z*(z) > t}. Por un lado, ya que G es
un entorno débil de u y u € sop(u) tenemos que u(G) > 0. Pero por otro
lado, al ser X \ G = {z € X | z*(z) < t} débilmente cerrado el también
es norma-cerrado y, en consecuencia, existe una funcién continua f € L;(p),
f 20, ||fllh = 1 satisfaciendo f~1(0) = X \ G. De aqui se sigue que
z*(Tf) > t. Pero como Tf € K, entonces z*(Tf) < sup ¢, z*(x) < t lo
cual es contradictorio. Por esto, u € ) y concluye la prueba. a

-

Estamos ahora listos para abordar la prueba del siguiente:

Teorema 5.2.77 (Edgar) Sea X un espacio de Banach. Entonces

Univ(X,norma) = Univ(X,w).
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Prueba: Sea u € M,.,(X,w). Por el Lema 5.2.76 existe un subespacio
norma-cerrado y norma-separable X; € X con u(X;) = 1. Por otro lado, al
ser X; norma-separable, el Lema 5.2.64 nos garantiza que

Bo(X;,norma) = Bo(X;,w).

Definamos ahora
g : Bo(X,norma) — [0, 1]

mediante la férmula
g(B) = (BN X;) paratodo B € Bo(X,norma).

Observemos en primer lugar que:

(i) A(X\ X1) =0,y

(i1) puesto que X; es un espacio polaco, el Teorema 4.2.5 nos revela que
toda medida de Borel sobre X; es regular.

De (i) y (ii) se sigue que [ es regular sobre (X, norma). Reciprocamente,
si [i es regular sobre (X, norma), entonces su restriccién a (X, w) sigue siendo
regular por el hecho de que cualquier conjunto norma-compacto es débilmente
compacto. En resumen

Bes it —medible & BN X, esu— medible
& BN X, esi— medible
&  Bes i — medible.

Esto significa, por ser p arbitraria, que
Univ(X,norma) = Univ(X,w).

O0

Ya hemos visto que si un espacio de Banach dual X™* satisface la propie-
dad (*x), entonces Bo(X*,norma) = Bo(X*,w"). Sin embargo, la igualdad
Bo(X*,norma) = Bo(X*,w") no se verifica para todo espacio de Banach
dual X*, atn en el caso de remplazar “Borel” por “universalmente medible”.
Lo que si es cierto es el siguiente
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Teorema 5.2.78 (Edgar) Sea X un espacio de Banach. Entonces X* tiene
la propiedad de Radon- Nikodym si y sdlo si

Univ(X*,norma) = Univ(X™,w").

La prueba de este resultado requiere de dos resultados previos. Comence-
mos con el primero.

Lema 5.2.79 (Edgar) Sean S y T espacios a-compactos (respectivamente

métricos completos), y sea ¢ : S — T una funcidn continua sobreyectiva
(respectivamente abierta). Entonces

(2) para cada A € M,.,(T) existe una p € M,.,(S) tal que p(p) = A,
donde o(u) es la medida imagen de p.

(12) st AC T, entonces A € Univ(T) si y sélo si o' (A) € Univ(S).

Prueba: (i) Véase [Ed3, Corolario 1.5, p. 633]

(ii) Supongamos que A € Univ(T). Sea 4 € M,.,4(S). Entonces la
medida imagen de g, ¢(u), definida por p(u)(B) = p(¢~!(B)) para todo
B € Bo(T), es un elemento de M,.,(T). Puesto que A € Univ(T), existen
Ay,A; € Bo(T) con Ay CAC Ay y p(p)(Az2 \ A1) = 0. Pero como

¢ (A1) C 9™ (A) C 9 (A)

w7 (A2 \ 7' (A1) = o(p)(A2\ A1) =0
resulta que ¢~1(A) € Univ(S).

Reciprocamente, supongamos que ¢~ !(A) € Univ(S). Sea A € M,,(T).
Entonces, por (i), existe una g € M,4(S) tal que p(p) = A. Dado ¢ > 0,
existen compactos I}, K; C S con K; C o™ (A) C Ky p(K5\ Ky) < e.
Puesto que ¢(I,) y @(I2) son compactos, p(I{;) € A C () y

Me(Ia) \ (K1) = u(e™ (oK) \ o7 (K1)
< w(IG\ Ky)
< g

entonces A € Univ(T). Esto termina la prueba. m)
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El segundo resultado que necesitaremos es producto de la mente de C.
Stegall ([St, Teorema 1, p. 215]). En realidad, el Teorema 1 en [St] dice
mucho més que nuestra presentacién, pero para nosotros sera suficiente es-
tablecerlo del modo siguiente:

Lema 5.2.80 (Stegall) Si Y es un espacio de Banach con Y* no norma-
separable, entonces existe un subconjunto K de By+ el cual cerrado y discreto
en (Y™, norma) pero w* homeomorfo al conjunto de Cantor.

Estamos ahora en condiciones de probar el Teorema 5.2.78.

Prueba del Teorema 5.2.78: Supongamos que X" tiene la propiedad
de Radon-Nikodym. Como en la prueba del Teorema 5.2.77, sera suficiente
demostrar que para cualquier g € M,.,(X*,w*) existe un subespacio norma-
separable y w*-Borel Y C X* con p(Y) = 1; es decir, u tiene soporte norma-
separable. Puesto que X* = U2, nBx-. , podemos suponer, y asi lo haremos,
que p(Bx+) = 1. Para cada A € Bo(X*,w"*) definamos

m(A)=/Aa:' du(z*).

Por la w*-compacidad de By, esta integral existe como una w*-integral; esto
es,

m(A)(z) = /Aa:"(a:)d,u(a:") paratodo z € X,

y m(A) € u(A) - Bx.. Es claro que m es una medida X*- valuada y finita-
mente aditiva sobre el espacio de probabilidad (X*, Bo(X*,w*), ). También
es claro que el p-rango promedio de m estd contenido en Bx.. De aqui se
sigue que m es norma-numerablemente aditiva y absolutamente continua con
respecto a y, y como X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym, existe una
funcién Bochner-integrable ¢ : X* — X™ satisfaciendo

m(A) = / e(z*)du(z*) paratodo A € Bo(X"*,w*).
A .

Ahora bien, puesto que ¢ es y-medible, existe B € Bo(X*,w*) con u(B) =0
y tal que E = p(X* \ B) es un subconjunto norma-separable de X*. Sea Y
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el subespacio lineal norma-cerrado generado por E. Sin perder generalidad,
podemos suponer que u{z* | ¢(z*) € Y} = 1. Considere la coleccién W de
todas las funciones f : Bx. — R tal que f = f o, u-casi siempre. Entonces
W incluye a todos los funcionales lineales w*-continuos, y gracias al Teo-
rema de Stone-Weierstrass, ella incluye a todas las funciones w*-continuas.
También W es cerada bajo la accién de tomar limites puntuales de suce-
siones, por lo que ella incluye a todas las funciones w*-Baire. Por esto, si
D € Ba(X*,w*)y D DY, entonces

u(D) = / xo(z")dpu(z") = / xo(@(a™)du(z") = 1.

Notemos ahora que, si I{ es un conjunto w*-o-compacto con If D Y, entonces
por la regularidad de u se tiene que

p(K) =inf{u(D) | D 2 K, D € Ba(X",w")}.

Finalmente, como Y es WCG, el es un w* — K ¢, y asi u(Y) = 1. De aqui es
facil ahora deducir que Univ(X™, norma) = Univ(X*,w*).

Reciprocamente, supongamos que Univ(X™, norma) = Univ(X*,w*) pe-
ro que X* no tiene la propiedad de Radon-Nikodym. Entonces X no es un es-
pacio de Asplund y en consecuencia X posee un subespacio norma-separable
Y tal que Y* no es norma-separable (véase la observacién que sigue a la
Definicién 5.2.44). Un llamado al Lema 5.2.80, nos revela la existencia de un
subconjunto A de Y™* el cual es homeomorfo al conjunto de Cantor en (Y™, w*)
pero discreto y cerrado en (Y*, norma). Por esto, existe un subconjunto B de
A el cual estd en Univ(Y™*, norma) pero no en Univ(Y*,w*). SiT:Y = X
es la aplicacion inclusion, entonces T : X* — Y™ es norma-abierta, y asi,
por el Lema 5.2.79, (T*)"!(B) € Univ(X*,norma). Pero también T* es
w* — w*-continuo y (X*,w") es o-compacto, por lo que de nuevo aplicando
el Lema 5.2.79, resulta que (T*)"(B) ¢€ Univ(X*,w*). Esto prueba que
Univ(X*,norma) # Univ(X*,w*), lo cual es imposible y termina la prueba.
O

Terminamos estas notas con el siguiente resultado, el cual es mas general
que el Teorema 5.2.45.
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Teorema 5.2.81 (Edgar) Sea X un espacio de Banach. Si (X*,w) es de
Lindelof, entonces X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym. En particular,
si X* es WCG, entonces X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Prueba: Si X* no tiene la propiedad de Radon-Nikodym, entonces X no es
un espacio de Asplund y asi, existe un subespacio Y de X norma-separable
pero tal que Y* no es norma-separable. Por el Lema 5.2.80, existe un sub-
conjunto no-numerable A de Y* el cual es norma-discreto pero cerrado en
(Y*,w). Puesto que (Y*,w) tiene un subconjunto cerrado y discreto, el no
puede ser de Lindel6f. Pero (¥*,w) es una imagen continua de (X*,w), de
donde resulta que (Y*,w) es de Lindeléf. Esta contradiccién establece que
X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

La segunda parte es consecuencia de la primera y del Teorema 5.2.62. O




Referencias 126

Referencias

[AL] D. Amir and J. Lindenstrauss. The structure of weakly compact sets
in Banach spaces, Ann. of Math. 88 (1968), 35-46.

[Ba] S. Banach. Thoérie des Opérationes Linéaires. Warsaw, 1932.

[BRW] Y. Benyamini, M. E. Rudin and M. Wage. Continuous images
of weakly compact subsets of Banach spaces, Pacific J. Math. 70
(1977), 309-324. '

[BFT] - J. Bourgain, D. H. Fremlin and M. Talagrand. Pointwise compacl
sets of Baire-measurable functions. Amer. J. Math. 100 (1978), 845-
886.

[Bo] R. D. Bourgin. Geometric Aspect of Convex Sets with
the Radon-Nikodym Property. Lecture Notes in Math 993,
Springer Verlag, Berlin 1983.

[C] D. L. Cohn. Measure Theory. Birkhauser, 1980.

[Co] H. H. Corson. The weak topology of a Banach space. Trans. Amer.
Math. Soc. 101 (1961), 1-15.

[CL] H. H. Corson and J. Lindenstrauss. On weakly compact subsets of
Banach spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 17 (1966), 407-112.

[DEJP] W. J. Davis, T. Figiel, W. B. Johnson and A. Pelczynski. lactoring
weakly compacl operalors, J. Func. Anal. 17 (1974), 311-327.

[Di] J. Diestel. Sequences and Series in Banach Spaces. Springer-
Verlag, New York, Inc. 1984.

[Dil] J. Diestel. Geometry of Banach Spaces - Selected Topics,
Lecture Notes in Math. 485, Springer-Verlag, Berlin 1975.

[Di2] J. Diestel. A survey of results related to the Dunford-Petlis proper-

ty, Proc. Conf. on Integration, Topology and Geometry in Lincar
Spaces, Amer. Math. Soc. Contemp. Math. 2 (1980}, 15-60.




Referencias 127

[DU]

[Dy]
vD]

[DS]
[Ed1]
[Ed2]
[Ed3]
[EW]
[En]

[GP]

[Ho]

J. Diestel and J. J. Uhl Jr. Vector Measure, Mathematical Sur-
veys 15, Amer. Math. Soc., 1977.

J. Dugundji. Topology. Allyn and Bacon, Inc. Boston, 1966.

D. van Dulst. Characterizations of Banach spaces not con-
taining ¢!. CWI Tract, Amsterdam, 1989.

N. Dunford and J. Schwartz. Linear Operators, Part I. Inter-
sciences, 1957. .

G. A. Edgar. Measurability in a Banach space, Indiana Univ. Math.
J. 26 (1977), 663-677.

G. A. Edgar. Measurability in a Banach space, II. Indiana Univ.
Math. J. 28 (1979), 559-579.

G. A. Edgar. Measurable weak sections. lllinois J. Math. 20 (1976),
630-646.

G. A. Edgar and R. F. Wheller. Topological properties of Banach
spaces. Pacific J. Math. 115 (1984), 317-350.

R. Engelking. General Topology. Polish Scientific Publishers,
Warszawa, 1977.

R. J. Gardner and W. F. Pfeffer. Borel measures. Handbook of
Set-theoretic Topology, Edited by K. Kunen and J. E. Vaughan,
Elsevier Sciences Publ. B. V. (1984), 961-1043.

J. R. Gilles. Convex Analysis with Applications in Differen-
tiation of Convex Functions. Res. Notes in Math. 58, Pitman,

1982.

S. P. Gul’ko. On the structure of spaces of conlinuous functions
and their complete paracompactness (Russian), Uspekhi Mat. Nauk
34 (1979), 33-40. (English translation) Russian Math. Surveys 34
(1979), 36-44.

R. B. Holmes. Geometric Functional Analysis and its Appli-
cations. Springer-Verlag, New York, Inc. 1975.




Referencias 128

[La]

[Li]

[Na]

[Nam)]

[NW]

[Ne]

[Po]

[RJ]

[Rol]

[Ro2]

[Ro3]

[St]

[Tal]

H. E. Lacey. The Isometric Theory of Classical Banach Spa-
ces. Springer Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1974.

J. Lindenstrauss. Weakly compact sets - Their topological properties
and the Banach spaces they generate, Annals of Math. Studies 69,
Princenton University Press (1972), 235-276.

J. Nagata. Modern General Topology. Second Edition, North-
Holland, 1985.

I. Namioka. Radon-Nikodym compact spaces and fragmentability.
Mathematika, 34 (1987), 258-281.

I. Namioka and R. F. Wheller. Gul’ko’s proof of the Amir-Lindens-
trauss theorem. In Proceedings of the Conference on Geometry of
Normed Linear Spaces, Contemporary Math. 52 (1983), 113-120.

S. Negrepontis. Banach spaces and topology. Handbook of Set-
theoretic Topology, Ed. by K. Kunen and J. E. Vaughan. Elsevier
Sciences Publishers B. V. (1984), 1045-1142.

R. Pol. On a question of H. H. Corson and some related problems.
Fundamenta Mathematicae 109 (1980), 143-154. '

C. A. Rogers and J. E. Jayne. K-analytic sets. In Analytic Sets,
Academic Press, London 1980.

H. P. Rosenthal. The hereditary problem for weakly compactly gen-
erate Banach spaces. Compositio Math. 28 (1974), 83-111.

H. P. Rosenthal. On inyective Banach spaces and the spaces L>(u)
for finite measures u. Acta Math. 124 (1970), 205-248.

H. P. Rosenthal. Weak*-Polish Banach spaces. J. Funct. Anal. 76
(1988), 267-316.

C. Stegall. The Radon-Nikodym property in conjungate Banach s-
paces. Trans. Amer. Math. Soc. 206 (1975), 213-223.

M. Talagrand. FEspaces de Banach faiblement K - anal1tzques Annals
of Math. 110 (1979), 407-438.




Referencias 129

[Ta2]

[Ta3]

[Va

[Whi]

[Wh2]

M. Talagrand. Comparaison des Boreliens d’un espace de Banach
pour les topologies fortes et faibles. Indiana Univ. Math. J. 27
(1978), 1001-1004.

M. Talagrand. A new countably determined Banach space. Israel J.
Math. 47 (1984), 75-80.

V. S. Varadarajan. Measures on topological spaces. Mat. Shornik,
55 (1961), 35-100 (Russian); English translation: Amer. Math. Soc.
Transl. 48 (1965), 161-228. .

R. F. Wheller. The retraction property, ccc property, and Dunford-
Pettis- Phillips property for Banach spaces, Lecture Notes in Math.
945, Springer-Verlag, Berlin (1982), 252-262.

R. F. Wheller. A survey of Baire measures and strict topologies,
Expo. Math. 2 (1983), 97-190.




