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Geométricas de los Espacios de Banach.

José R. Morales M.

Resumen

En esta nota enunciaremos algunas Propiedades geométricas de los espacios de Banach y analizare-

mos el problema cuando tales propiedades se trasladan al espacio cociente.

1 Notacién.

Seguiremos la terminoligia estandar que puede encontrarse en [2]. Por E, denotaremos el espacio
de Banach (E,||-||). Bg, denota la bola unitaria cerrada de E, Sg, la esfera unitaria de E'y E* el

dual topologico de E.

2 Preliminares.

Sea E, un espacio de Banach y F C E un subespacio cerrado. Entonces, el espacio cociente E/F,
es el espacio cuyos elementos son traslaciones de F, con la norma:
= + F|l = l|z|| = inf{|l= + yll/y € F}.
La funcién
r : E- E/F
z—oz+4+ F
es llamada la Proyeccion Canonica de E sobre E/F.

Es importante sefialar que la norma de # es exactamente d(z, F), donde d(z, F) es la distancia

desde z al subconjunto F.
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Definicién 1 Sea E un Espacio de Banach. Un subespacio F de E se llama Proziminal siV z €

E, existe y € F tal que d(z, F) = ||z - y|.

X

En [13] encontramos la siguiente Caracterizacién de los subespacios Proximinales,
Un espacio de Banach E es reflexivo si y s6lo si cada subespacio de E es Proximinal.
El siguiente hecho, (ver [12]), es fundamental en la prueba de nuestros resultados,

Sea E un espacio de Banach. Un subespacio cerrado F de E es Proximinal si y sélo
si la imagen de la bola unitaria cerrada de E por la aplicacién cociente, 7 : E — E/F

es la bola unitaria cerrada de E/F.

3 Definiciones.

En esta seccién nos dedicaremos a enunciar aquellas propiedades-geométricas de los espacios de
Banach en las cuales estamos interesados.

En 1936, J.A. Clarkson [1] introdujo los espacios uniformemente convexos en la forma siguiente,

Definicién 2 Un espacio de Banach FE es uniformemente convezo, (UR), si, dado € > 0 easte
7l
<1-4.

6 = 4(e) > 0 tal que para todo 2,y € Bg y l|lz — y|| > € entonces

En términos de sucesiones la anterior definicién puede escribirse como:

Un espacio de Banach E es (UR) si y sélo si, (xn),(yn) C Be Yy nl_imQ |zn + ynll = 2

entonces n]_i+m°° lzn — yu|| =0
D.P. Milman en 1938 y B.S. Pettis en 1939, {ver [6]), de manera independiente demostraron:
Si E es un espacio de Banach (UR) entonces E es un espacio reflexivo.

En 1964, R.C. James [8] introdujo otro tipo de espacios, llamados los espacios Uniformemente
No-Cuadrados.

Definicién 3 Un espacio de Banach E se dice que es Uniformemente No-Cuadrado si y sdlo s,

eziste un & > 0 tal que s1

z,y € Bg, ”%EH> 1-§6 =

-y
1-4.
3 ”<
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Es claro que,

UR = Uniformemente No-Cuadrado.

James en el mismo articulo mostroé,

Si E es un espacio de Banach Uniformemente No-Cuadrado entonces E es reflexivo.
En 1955, K. Fan ani 1. Glicksberg [3] generalizan los espacios (UR) e introducen los espacios
(kR), k > 2.

Definicién 4 Sea k > 2 un entero. Un espacio de Banach E se dice kR. Si para toda sucesion
(zn) C E tal que ‘
m,..!.ifll?—roo "tm oot xn“" =k

entonces

(zn) es una sucesién de Cauchy en E.

En el mismo articulo los autores mostrarén,
UR = 2R = .--= kR = (k+1)R = Reflexividad

En 1991, Bor - Luh Lin y wenyao Zhang [9] generalizan los espacios kR y definen los espacios
wR.

Definicién 5 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio wR. Si para cualquier
sucesion (z,) C Bg con

n:-.!ilr:]—)oo”xnl + '”+xﬂk” =k Vk € N
entonces (z,) es convergente en E.

Es claro que, para todo k € N
kR = wR

y ademas los autores antes mencionados probaron que
Si E es un espacio wR entonces E es reflexivo.
En 1955, A.R. Low)a.glia [10] localiza los espacios (U R), en la forma siguiente,

Definicién 8 Un espacio de Banach E es localmente uniformemente convezo, (LUR), si dado

€>0yze€ Sg existe un § = (¢, z) > 0 tal que

T+
vyeBsyle-vlze = [ <1-¢
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En términos secuenciales la anterior definicién puede escribirse como:

Un espacio de Banach E es (LUR) & (z) € Sg, (xn) C Bg,

lim ||z + zn]| =2 entonces lim |z, - z| = 0.
n—o00 n—00

Es claro que,
UR= LUR.

Los espacios (LUR) no implica la reflexividad del espacio.
En 1988; Nan Chao-xun y wang Jian-Hua [15] localizan los espacios kR e introducen los espacios
LkR, y en 1991 en [9] los autores definen los espacio LwR. Es importante sefialar que los espacios

LkR y los espacios LwR pueden tambien ser vistos como una generalizacién de los espacios LUR.

Definicién 7 Sea k >1 un entero. Un espacio de Banach E se dice LkR si para todo = € Sg lal
que
lim |lz4 25+ + 2q, ]l =k+1

ny--ng—+oo
entonces
nll.moo |zn —z||=0
Definicidon 8 Un espacio de Banach E se dice LwR si para lodo x € Sg y lodas sucesion (x,) C Bg

tal que
k
lim Iz + Zx,,,.u =k+1, VkeN

ny-
1=1

entonces
lim ||z, — z|| = 0.
n—00
Es claro que,

LUR & LIR = ---= LkR = L(k+1)R = LwR.

Los espacios estrictamente convexos, su paternidad no es muy clara y la referencia mas antigua
aparece en el trabajo de Clarkson [1] pero en la monografia deV.l. Istratescu [7] se dice que tales

espacios fuerdn definidos de manera independiente por Clarkson y M.G. krein.

Definicion 9 Un espacio de Banach E se dice estrictamente convexo (IR) si para todo z,y €

Se yllz+yll=2 = z=y.
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Es claro,

LwR = R
En 1959, K. Fan y I. Glicksberg [4] introducen la propiedad (H) en espacios de Banach (R) y

es M.M. Day [2], quien le elimina la condicién de ser el espacio estrictamente convexo.

Definicién 10 Un espacio de banach E sedice que posee la propiedad (H) si para todo r €

SE y (za) C Sg con z,, 3 z entonces
gD, llzn — 2l =0

Claramente tenemos
LwR = Propiedad (H).

En 1980, R. Huff [6] generaliza los espacios (UR) y en términos secuenciales introduce los
espacios casi uniformemente convexos y los espacios uniformemente Kadec-Klee. Ademis, de dar

una reformulacién de la propiedad (H).

Definicién 11 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es uniformemente Kadec-Klee, (Ukk),
si para todo € > 0 ezxiste 0 < § < 1 tal que

(zn) CBg ¥y o — T y Sep(za) 2 ¢

entonces

]l < é.

Definicién 12 Un espacio de Banach E se dice casi uniformemente convezo, (NUC), si para todo

€> 0 eziste 0 < 6 < 1 tal que (z,) C Bg y Sep(zn) > € entonces
Co(zn) N Bs(U) # 0
Ademas, Huff mostré que

UR = NUC & Reflexividad + Ukk

Ukk = Propiedad (H).
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4 Resultados.

En esta seccién consideremos el problema cuando una de las propiedades del espacio E enunciadas
en la seccién anterior son transmitidas al subespacio cociente.

Generalmente, los espacios cocientes, no conservan estas propiedades, como lo podemos ver en
el ejemplo dado por Klee que aparece en [7] donde se muestra que la propiedad de ser E un espacio
(R) no se traslada al espaciov cociente. Sin embargo, bajo ciertas condiciones la heredabilidad se
cumple.

El siguiente resultado nos sintetiza algunas propiedades transmitidas al cociente.

Teorema: 1 Sea E un espacio de Banach y F C E un subespacio cerrado de E. Enton;:es:
a.- SiE es (U.R) entonces E/F tambien lo es.

b.- Si E es réﬂez:ivo y (LUR) entonces E/F es (LUR).

c.- Sea E es (LUR). St F es un sz;bespacio proziminal de E entonces E/F es (LUR).

d.- St E es (R) y F es un subespacio reflezivo entonces E/F es (R).

Prueba: a.- ver Intratescu (7).
b.- y c.- ver Montesinos - Torregrosa [12].
d.- se debe a Klee, ver [7]. "

Teorema: 2 Sea E un espacio de Banach uniformemente no-cuadrado y F' C E un subespacio

cerrado de E. Entonces, E/F es un espacio uniformemente no-cuadrado.

Prueba: Supongamos que existe § > 0.

Sean z,§ € Bg/F tales que y” > 1 — 8. Queremos mostrar que,

- j
2

|<1-6

Como E es reflexivo, entonces Sg/r C 7(SE), por tanto existen z,y € Bg tales que
m@)=% y m(y) =7

Puesto que,

Z+y
2

z+y“>
2 —

BE
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y usando el hecho que E es un espacio uniformemente no-cuadrado se tiene que,

z-y

<1-4
De aci, o
-y I_y”<1—<$.
2 11— 2 -
Asi pués E/F es un espacio uniformemente no-cuadrado. =

Teorema: 3 Sea k > 2 un entero. Sea E un espacio de Banach kR y F C E un subespacio cerrado
de E. Entonces, E/F es un espacio de kR.

Prueba: Sea (%) una sucesion de Bg/r, tal que

lim  ||En + -+ Enyll = k.

Ny Ng—+00

Por un argumento similar al teorema anterior existe z, € Bg ¢ = 1.k tal que 7(z,,) =

o, 1=1.k

Ahora,
k= nl--l-llTﬁOO ([Zn, + -+ Zn, ]| < n|-~l-£1r:1—>oo |Zn, + - + Tn, |
< lim (Hz’n‘ [+ ...+ H:z:,,,k“)
Ny Ng—00

= k

Asi,
im _||za, + -+ 20l =k
ny-ng-—$00

Ahora, usndo el hecho que E es un espacio kR se tiene que (z,) es una sucesién de Cauchy en
E,y
|Zn = Zmll < ll2n — zmll
se concluye que (Z,) es Cauchy en E/F. Por tanto, hemos probado que E/F es un espacio kR. ®

En forma similar se prueba el siguiente.

Teorema: 4 Sea E un espacio de Banach wR y F C E un subespacio cerrado de E. Entonces,

E/F es un espacio wR.
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Teorema: 5 Sea k > 1 un entero. Sea E un espacio de Banach reflexivo y LkR y F C E un

subespacio cerrado de FE. Entonces, E/F es un espacio LkR.

Prueba: Sean %o € Bg/r y (£») C Bg/F tales que,

k
i, (lE0+ 3 Enoll = k+ 1.

ny - :
1=]

existen zo € Sg y =, € Bg, 1= l...k tales que

n

Asi,

k+1

(Io) = 50 y W(zn.-) = in;, 1= l.k

k
= Ll e+ LA
1=

k
Sl llzo+ 3 znd
k
< L lim, (”1‘0“ +Z||:,‘,,||) k41,

=1

k
i, oo+ ol = k41

ny.. "
=1

Por ser E' un espacio LwR se tiene

nll,“go 20 = Zol| < nlL"go llzn = 2ol = 0

Por tanto, hemos demostrado que F/F es un espacio LkR. ]

En forma similar se puede

probar el siguiente,

Teorema: 68 Sea E un espacio de Banach reflexivo LwR y F C E un subespacio cerrado de E

Entonces, E/F es un espacio LwR.

Teorema: 7 Sea F un espacio de Banach reflexivo, Ukk y F C F un subespacio cerrado de E.

Entonces, E/F es un espacio Ukk.
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Prueba: Consideremos ¢ > 0 y (£,) C E/F tal que
(£2) C Bg/p, in 2 y Sep(ia) > ¢
Vamos a demostrar que existe un 0 < § < 1 tal que ||Z|| < 1 — 4. Para cada %, € Bg/F existe
z, € Bg' tal que w(z,) = in.

Claramente, (z,) es una sucesién acotada en el espacio reflexivo E. Entonces, podemos selec-
cionar una subsucesién (y,) de (z,) que converge debilmente a z € E.

Como la norma es debilmente semicontinua inferiormente se tiene que ||z|| < 1. Pero 7 (yn) =
m(2), por lo tanto, 7(z) = £, y asi ||z|| > ||Z]| = 1, en consecuencia, ||z]| = 1.

Para n,m € N, n # m se tiene que

lyn = ymll 2 l§n — Imll 2 € = Sep(yn) 2 €.

Asi, tenemos

(yn) CSE, yn =z y Sep(yn) > e

Por ser el espacio E Ukk entonces
12 < Jizil < 1 - 6.
Asi, concluimos que E/F es un espacio Ukk. b

Corolario: 1 Sea E un espacio de Banach NUC y F C E un subespacio cerrado de E. Entonces,
E/F es unespacio NUC.

Teorema: 8 Sea E un espacio sde Banach reflexivo que satisface la propiedad (H) y F C E un
subespacio cerrado de E. Entonce, E/F tiene la propiedad (H).

Prueba: Sea £ € Sg/r y (£a) C Sg/F tal que i, 2 &. Queremos probar que &, — ..

En efecto. Existen z € Sg y z, € Sg, n € IN tales que
w(z)=2 y n(zn)=Zn.

Claramente, (z,) es una sucesién acotada y por ser reflexivo el espacio E existe una subsucesi’on
(yn) de (z,) tal que y, = 2z, z€ E.

Usando un argumento similar al dado en el Teorema (6) se prueba que ||z|| = 1.
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Como E satisface la propiedad (H) se tiene que y,, = z. Pero (yn) es una subsucesion arbitraria
de (z,) y m(yn) = 7(2) = £. Porlo tanto (£) = % y asi hemos probado que E/F posee la propiedad
(H). ]

Consideremos convenientemente acotar; que en [11] aparece el siguiente resultado:

Un espacio de Banach E posee la propiedad (D) si y sélo si, E es un espacio reflexivo

que satisface la propiedad (H).
Ahora tenemos el siguiente resultado probado por Montesinos en [11]

Corolario: 2 Sea E un espacio de Banach que satisface la propiedad (D) y F C E un subespacio
cerrado E. Entonces, E/F posee la propiedad (D).

Donde la propiedad (D) se define de la siguiente manera, (ver[14])

Definicién 13 Sea E un espacio de Banach. Decimos que E satisface la propiedad (D) si para

cualquier conjunto cerrado C disjunto con Bg ezxiste a € C tal que
D(a,Bg)NC = {a}.

donde
D(a, Bg) = Co({a} U BEg)

En [5] Giles - Sims - yorke debilitan la propiedad (D) e introducen la w-propiedad (D) en la

forma siguiente,

Definicién 14 Sea F un espacio de Banach. Decimos que E satisface la w-propiedad (D) si para

todo conjunto debilmente secuencialmente cerrado C disjunto de Bg eziste un a € C tal que
D(a,Bg)NC = {a}.
En el mismo articulo los autores logrardn la siguiente caracterizacion:
Un espacio de Banach E posee la w-propiedad (D) si y sélo si E es reflexivo.

Finalmente, tenemos el siguiente,

Teorema: 9 Sea F un espacio de Banach que posee la w-propiedad (D) y F C E es un subespacio
cerrado de E. Entonces, E/F satisface la w-propiedad (D).

Prueba: Es Clara usando la caracterizacidn de la w-propiedad (D). u
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