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1 Introduccién

En ([15]), V. Klee conjeturd que un subconjunto convexo y cerrado K de
un espacio de Banach X es débilmente compacto si y sélo si cada funcional
lineal continuo sobre X alcanza su maximo sobre /). Con anterioridad R.
C. James ([13]) habia probado que si cualquier funcional lineal continuo
sobre un espacio de Banach separable alcanzaba su supremo sobre la bola
unitaria cerrada, entonces dicho espacio es reflezivo. En el ano de 1964
salié publicado un articulo de R. C. James ([14]), donde él presentaba una
prueba de la conjetura de Klee eliminando la hipotesis sobre convexidad.
Esa demostracién era y sigue siendo dificil. Algunas otras pruebas de ese
resultado han sido escritas tratando de evitar su complejidad (ver por ejem-
plo [12], [24], [20], [3]). En un esfuerzo por brindar una demostracién menos
complicada, S. Simons ([23]) introdujo una desigualdad que permite, en el
caso separable, una demostracién sencilla del Teorema de James. Otra de-
mostracién interesante del Teorema de James es dada por Holmes en ([12],
pag. 157-160), haciendo uso de la propiedad del limite doble intercambiable.

La presentacién que hacemos en estas notas de la prueba del Teorema de
James es la ofrecida por ([2]) usando la desigualdad de Simons. Son muchas
y muy variadas las aplicaciones que se derivan del Teorema de James en el
ambito de los espacios de Banach. Algunas de ellas son presentadas en la
seccion Aplicaciones del Teorema de James .

2 Topologias débiles en espacios de Banach

Si (X, ||']]) denota un espacio de Banach, entonces Byx denotard su
bola unitaria cerrada con centro en el origen, mientras que Sx designa su
borde; esto es Sy es la esfera unitaria con centro en 0. De modo mas
general, By (z, r) (respectivamente Sy (z, r)) representa la bola cerrada (re-
spectivamente la esfera) de centro 2 y radio r > 0.

Si (X, ||-|]) es un espacio normado sobre K, entonces su norma ||-|| genera
una topologia natural, denotada por Ji1» bajo la cual (X, J)) es un espacio
lineal topolégico localmente convexo. Existen, sin embargo, otras topologias
interesantes sobre X las cuales permiten obtener informacién valiosa sobre
la estructura de esos espacios. Una de tales topologias, la llamada topologia
débil, se genera através de todos los funcionales lineales continuos sobre X.
Si uno se sitiia ahora sobre el dual X* uno puede describir, ademas de las
topologias fuerte y débil, una nueva topologia, llamada la topologia débil-x,
con la cual se prueba un resultado extraordinario que nos obliga a mirar
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hacia atrds y recordar compacidad en los espacios de Banach de dimensién
finita, el denominado Teorema de Banach-Alaoglu, que establece que todo
subconjunto norma-acotado y débil-* cerrado en X*, es débil-* compacto.

2.1 Nociones Topolégicas

Comenzaremos por introducir algunas notaciones y herramientas que
utilizaremos a lo largo de estas notas.

Sean X un conjunto no vacio y J una topologia sobre X. Un entorno
de un punto z € X es cualquier conjunto V € J tal que z € V. Una
coleccién no vacia B C J es una base para J si cualquier conjunto en J
es union de una subfamilia de conjuntos pertenecientes a B. Finalmente,
diremos que una coleccién no vacia C C J es una subbase de J si existe
una base B C J que cumple con lo siguiente: para cada G € B existe una
familia finita, digamos {G,G2, - ,Ga} CC, tal que G =, G:.

Sea X un conjunto no vacio y sean J, y J, dos topologias sobre X.
Diremos que J; es més fina que J; (0 que J; es menos fina o més débil
o mds pequeia que J;) si cada conjunto Jp-abierto es Jj-abierto; esto
es equivalente a decir que la aplicacién identidad i : (X, J)) = (X, J,) es
continua.

Sea ahora G una coleccién no vacia de subconjuntos de X y consideremos
la familia 7 de todas las topologias sobre X que contienen a G. Entonces

T#0y
Jo=T

TeT

es la topologia mds pequena sobre X conteniendo a G, a la cual llamaremos
la topologia generada por §. Es ficil ver que si J} es la coleccién de
todos los subconjuntos de X que son intersecciones finitas de elementos de
g, entonces Jg consiste exactamente de todos los subconjuntos de X que
son uniones arbitrarias de elementos de J;. Mds aiin, J; es una base para
J¢ y G una subbase.

El siguiente mecanismo, es un proceso natural para generar la topologia
débil. Comencemos con un conjunto no vacio X, el cual puede o no estar
provisto de alguna topologia, y sea (Y, Jy) un espacio topoldgico. Se consi-
dera una funcién f: X — (Y, Jy) y lo que se desea es construir la topologia
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mas pequeiia sobre X, digamos Jx, que permita que f sea Jx — Jy con-
tinua. Hay evidencia de la existencia de al menos una topologia que hace
que f sea Jx — Jy continua. En efecto, si tomamos a X con la topologia
discreta, Jx, resulta entonces claro que f es Jx — Jy continua. La eleccién
de la topologia discreta no es la mas afortunada por lo que es deseable
poder contar con otra topologia, distinta a la discreta, y que nos resuelva el
problema. Consideremos entonces

Ix ={f(0)|0€Tr}.

Es facil establecer que en realidad Jx es la topologia mis pequeia sobre X
que permite que f sea Jx — Jy continua.

Generalicemos el argumento anterior en el siguiente sentido: tomemos el
conjunto X y en lugar de tener un inico espacio topoldgico (Y,Jy) y una
unica funcién f: X — (Y, Jy), elijamos una familia de espacios topoldgicos
digamos, (Y;, J.)ie1, y una familia de funciones f; : X — (Y;,J;) i € I,
y como antes queremos construir la topologia mds pequeiia sobre X que
permita que todas las funciones f; sean continuas. He aqui el procedimiento.
Para cada i € I, sea

Ji={f1(0) |0 € 7}

Y pongamos
¢=JJ

En general, G no es una topologia, pero si lo es Jg, la topologia generada por
G. A esta topologia se le llama la topologia inicial o proyectiva sobre X
asociada a la familia (f;);e;. Es claro que Jg es la topologia més pequena
sobre X bajo la cual cada f; es Jg — J; continua.

En el caso especial en que Y; = K paratodo: € I, donde J; = 7, (i € I),
es la topologia natural de K, y T = (f;)ies es una familia de funciones a
valores reales o complejos definidos sobre X, entonces la topologia inicial
asociada a T la denotaremos por ¢(X,T). En este caso especial podemos
ser un poco mas preciso en lo referente a la clase G. En efecto, teniendo
en cuenta que la coleccién de todos los intervalos abiertos de longitud finita
(resp. las bolas abiertas de radio finito) también genera la topologia de R
(resp. de C), entonces basta con definir, para cada z¢ € X, los conjuntos

V(xo;fl).f?a-u afn’E) = n{x € X : 'fl(x) - fi(zO)l < E}

=1
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donde fy,..., fn, : X = K son funciones y € > 0, para uno convencerse que
la coleccién

T ={V@ififar-.  fne) |26 X, neN, e>0}

forma una base para la topologia inicial o(X,T) asociada a la familia T' =
(fiier.

Uno puede, segin lo expresado anteriormente, probar sin ninguna difi-
cultad que la topologia inicial Jg asociada a la familia (f;);e; es Hausdorff
siempre que la familia (f;);es separe los puntos de X; esto significa que
siz,y € X con z # y, entonces eziste un ig € I tal que f; (z) # fi, (v).

Como una aplicacién de lo ya visto, mostraremos de inmediato cémo se,
obtiene la topologia producto de una familia de espacios topoldgicos.

. Sea (X, Ji)ier una familia de espacios topolégicos. El producto carte-
siano de los X, en notacién ]_L-e, X;, se define como

HX;:{m:I—)UXk

z(i) € X; paratodoi€ I} .
1€l kel

En este conjunto destacan por su importancia las proyecciones sobre los
ejes X;. Para cada k € I, definamos la aplicacién proyeccién

Pk : H Xi— Xk
i€l
por px(z) = z(k) para todo z € [[;c; X;. La topologia inicial asociada a
la familia (p;);er es llamada la topologia producto, y serd denotada por
Jp, mientras que el espacio topolégico ([];c; Xi, Jp) se llamard el espacio
producto.

- Un par de observaciones son pertinentes para el manejo de las notaciones:
1. Por conveniencia, si z € Hie! X, entonces identificaremos a z por sus

valores sobre I; esto es, escribiremos z = (z,);¢s, donde hemos puesto
z(¢) = z; paratodo i € I.

2. Si I es un conjunto infinito numerable, entonces [];.; X; serd deno-
tado por []2, X;.
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2.2 Las topologias débil y débil-*

Si (X, ]||:|]) es un espacio de Banach, X* denotara su dual (topoldgico).
La topologia débil sobre X, denotada por o(X,X*) o w, es la topologia
inicial asociada a la familia X*. Esto significa, en vista a lo expresado en
la seccidn anterior, que o(X, X*) es la topologia mas débil sobre X bajo la
cual cada funcional lineal z* : X — K es (X, X*) — Jk continuo. Es facil
establecer que (X, o(X,X*}) es un espacio vectorial topoldgico localmente
convexo Hausdorff y que cada entorno bésico del 0 en (X,a(X,X*)) es de
la forma

V(0;2,...,z0,6) =) {z € X : |2}(z)| < ¢}
=1

donde z7,...,z, € X* paratodone€ N y € > 0.
Una sucesién (z,) en X converge débilmente a un z € X si

nli_}m@z (zn) =2"(2)

para todo z* € X*.

. . Ie .o - W ’
Cuando no exista motivo de confusién, la notacion A~ serd usada en

—o(X.X*) o . . w
lugar de A . Similarmente, usaremos las expresiones =, — z, w —
lim, z, =z, o o(X,X*) - lim, z, = ¢ para decir que una sucesién (z,)
en X converge débilmente a un z € X.

Ain cuando la topologia débil es mds pequeiia que la de la norma (al
menos cuando X es de dimensién infinita) ellas comparten los mismos con-
juntos convexos y los mismos funcionales continuos.

Teorema 2.1 (Mazur) Sea (X, |||} un espacio normado y sea K un sub-
conjunto convezo de X. Entonces 75"'” =K"

Prueba. Puesto que J, C Jj, resulta que el C K*. Supongamos

que KM # K" yseazge FW\I_(“'". Por el Teorema de Hahn-Banach
existe un z* € X~ tal que

supz" (KM < o < B < 2*(20) (1)

para algin o, 3 € R. Pero al estar 29 en K * se garantiza la existencia de
una red (z,) en K que cumple con z¢9 = w — lim z,. En particular,

z*(zo) = lim z*(z,)
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lo cual es violatorio a lo establecido en (1), ya que al estar la red (z,) en K

resulta que z*(z,) < sup z"(-I?”'”) para todo v, y asi
z"(zo) = limz*(z,) < sup 2:"(7?"'“) < z*(z0).
Y

Algunas consecuencias interesantes se deducen ahora del Teorema de
Mazur. Como siempre usaremos la notacion co(A) para expresar la cdpsula
o envoltura convexa de un subconjunto A de X y ¢o(A4) la clausura de

co(A).

Corolario 2.1 St (z,) es una sucesién en X que converge débilmente a
algin z € X, entonces z € To{z,, : m € N}; es decir, eziste una sucesién
(Zn)n en X tal que

(a) Zp € co{zy :m €N}, g

(b) lim,||Z, — z|| = 0.

Prueba. Sea K = co{z,, : m € N}. Entonces K es convexo y por con-

siguiente z € K. Por el Teorema 2.1, K“ = 7{:”'”, de donde se sigue la
existencia de una sucesién (Z,), en X verificando (1) y (2). [

Corolario 2.2 Si Y es un subespacio lineal de X, entonces Y = yH

La topologia débil-* sobre X*, en notacién a(X*,X) o w”, esla
topologia inicial asociada a la familia JX, donde J : X — X** es la apli-
cacién candnica natural definida por Jz(z*) = z*(z) paratodor € X y
todo z* € X*. Cada w*-entorno bdsico del 0 € X* es de la forma

V(0;z1,... ,zp,6) = ﬂ{z' € X" : |z%(x))| < ¢}
i=1

donde z,...,z, € X paratodon € N y ¢ > 0. No es dificil probar que
con la o(X*, X)-topologia, X* es un espacio vectorial topolégico Hausdorff
localmente convexo.

Una sucesién (z},) en X* w*-converge a un z* € X* si

,,11{20 zn(z) = z*(z)
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para todo z € X.

De modo similar a como h1c1mos con la topologia débil, la notacion

A“ serd usada en lugar de A°X7X) Similarmente, las notaciones z, —
z*, w* —lim, 2z} =2z o o(X*, X)-lim,z; = z* serdn utilizadas para
expresar que una sucesién (z)) en X* w*-converge a un z* € X",

Respecto a la topologia w* debemos mencionar dos resultados relevantes
que usaremos en estas notas y cuyas pruebas omitiremos (ver, por ejemplo:
[5] para una demostracién).

Teorema 2.2 (Goldstine) Si (X, ||-||) es un espacio normado, entonces
J(Bx)“ = Bx--,

donde J : X — X** es el isomorfismo (isométrico) candnico.

Observemos que la w*-topologia usada en el teorema de Goldstine es
precisamente o(X**, X*). Puesto que la aplicacién candnica natural J :
X — X** es una isometria del primer espacio en el segundo, uno puede
identificar cada subconjunto M de X con su imagen J(M) en X**. Bajo
esta identificacién el Teorema de Goldstine dice que By es o(X™**, X*)-denso
en By,

Una caracteristica importante que posee la w*-topologia la constituye,
sin duda, el siguiente teorema.

Teorema 2.3 (Banach-Alaoglu) Si (X, ||]]) es un espacio normado, en-
tonces la bola unitaria cerrada Bx. en X* es w*-compacto. En particular,
cada subconjunto de X norma-acotado y w*-cerrado es w*-compacto.

3 El Teorema de Eberlein-Smulian

Es un hecho ya establecido que la topologia débil de un espacio de Ba-
nach X de dimensién infinita no es, en general, ni completa ni metrizable.
Sin embargo, algunos subconjuntos especiales de X se comportan de una
manera envidiable. Ellos son los conjuntos débilmente compactos y para
caracterizarlos jtan sdlo sucesiones son suficientes! Este es el contenido
del famoso teorema de Eberlein-Smulian. He aqui los preparativos para su
demostracién.

Recordemos que si (5, ) es un espacio topolégico Hausdorff, un subcon-
junto no vacio K de § se dice que es:
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(2) relativamente T-compacto si K~ es compacto.

(b) relativamente secuencialmente r-compacto si cada sucesion en I’ posee
una subsucesién r-convergente en S.

(c) relativamente numerablemente r-compacto si cada sucesion en K posee
un 7-punto limite (también llamado 7-punto de acumulacién) en S.

De modo general valen, en cualquier espacio topolégico Hausdorff, las
siguientes implicaciones:

(@=() vy ()=

mientras que si nuestro espacio es métrico, esas tres propiedades son equiva-

lentes. Una de las razones que hacen interesante y maravillosa a la topologia

débil de un espacio de Banach es que esas tres propiedades atin permanecen
equivalentes a pesar de que los subconjuntos débilmente compactos no son
necesariamente metrizables. Veamos un ejemplo. Tomemos un espacio
de Banach reflexivo y no separable, por ejemplo: X = {3(I') con T no-
numerable. Entonces Bx es débilmente compacto, pues X es reflexivo, pero
no es metrizable. En efecto, si fuera Bx metrizable, él seria débilmente se-
parable y gracias al Teorema de Mazur, norma separable por su convexidad.
Por esto, X seria norma separable, lo cual es imposible.

Los siguientes lemas constituyen un aperitivo a la demostracién del Teo-
rema de Eberlein-Smulian. Aqui seguimos los pasos de R. Whitley ([26]).

Lema 3.1 (Whitley) Sean (X,||-||) un espacio de Banach y E un sub-
espacio de dimension finita de X**. Entonces eziste una coleccion finita
{z3,...,z.} en Sx- tal que la desigualdad

7127l € max{|z**(z})| : i =1,...,n}
se cumple para todo z** € E = E**.

Prueba. Puesto que Sg es norma-compacto, uno puede determinar, con

€ = 1/4, una e-red finita F = {z}",...,z%*} para Sg; es decir,
n
Se C | J Be(=i",1/4) (2)
i=1
donde Bg(z;*,1/4) es una bola cerrada de X con centro z* y radio 1/4.
Por otro lado, ya que paracadai=1,...,n
1=z = sup [z{"(z7)],

liz*l=1
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uno puede elegir un z} € Sx+ de modo que
|zi*(z)| > 1-¢e= 3.

Ahora, si z** € E, z** # 0, entonces z** = z**/||z**|| € Sg y gracias a (2)
existe un k € {1,...,n} tal que

I -2l < &
en particular

12" (23) - =" (@D < 3

Finalmente,
e @)l = le™ =" (z})]
= [l=™|| |z (z}) — =k" (%) + =77 (z})]
> e (12 (=5)] - |5 (@h) + 2" (7))
> =1 (§ - §) = zll="™"1l,
lo cual da por finalizada la prueba. |

Lema 3.2 (Whitley) Sean (X, ||-]|) un espacio de Banach y K un subcon-
Jjunto relativamente numerablemente débilmente compacto de X . Entonces,

para cada z** € JK“ eziste una sucesion (zn) en K tal que Jz = z** para
cualquier w-punto limite = de la sucesion (z,).

Prueba. Sea z** ¢ TR y tomemos un z} € Sx.. Puesto que z™* €

> w"® . - N
JK = ,cada w*-entorno de z** intersecta a JK; en particular, el w*-entorno
de z**

Vi={y"eX™ | -y")(=])| <1}
intersecta a JK. Sea z; € K tal que Jz; € ViNJK y observemos que
|(a:" — Ja:,)(a:]')| < 1.

Definamos E; = [z**, z**~Jz,], el subespacio lineal generado por z** y z**—
Jz,. Ya que dim(E) < oo, uno apela al Lema 3.1 para obtener una coleccién
finita z3,... ,x;(z) en Sx. satisfaciendo

< max{ly™(@)] s i=1,...,n(2)},
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. —w"
para todo y** € F,. De nuevo, como z** sigue estando en JK =, el w*-
entorno de z**,

Vi={y" € X" : [(a™ - y™) (& < 1/2, i=1,... ,n(2)},

contiene un miembro de JK. Sea z; € K tal que Jz; € V,NJK y notemos
que

|(z™ - Jz3) ()| < 1/2, t=1,...,n(2).

Formemos entonces E3 = [z**,z** — Jz|,2** — Jz;] y volvamos a hacer uso
del Lema 3.1 para determinar elementos 3;(2)+1"" ,x;m en Sx. que
verifiquen ‘

Y ¢ max{ly™()] s i=1,...,n(3))

wl

para cualquier y** € E,.
Una vez mds. El w*-entorno de z**,

Va={y" e X™ : | -y™)(=)| <1/2,i=1,...,n(3)},

intersecta a J K, por lo que se garantiza la existencia de un z3 € K para el
cual se cumple que

|(z* = Jza)(z})| < 1/3,  k=1,...,n(3).

Aplicando el Lema 3.1 a E3 = [z**,2**~Jz,,z** - J 23, 2*" — J 23], podemos
de nuevo hallar puntos z;(3)+l, ces ,z;m en Sx- satisfaciendo la desigualdad

lly**l oo L

5 < max{|y*(z])] : i=1,...,n(4)}
para todo y** € E3. Continuando inductivamente con este proceso uno logra
obtener un par de sucesiones (z,) en Ky (z})%>, en Sx- satisfaciendo, con
n(1) = 1, las desigualdades

lly=*I
2

<max{|y*"(z)| :i=1,...,n(j + 1)}, Yyt EE;

|(z™ = Jz;)(2})| < 1/, k=1,...,n(5). (3)
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Sea z un punto limite débil de la sucesion (z,) C K, el cual existe ya
que K es relativamente débilmente numerablemente compacto. Puesto que
E = [z, : n € N] es convexo y débilmente cerrado, tenemos que z € E. De
esto se deduce que z**—Jz € Y, donde Y = [z**,z**~Jz;,2** —Jz,,...,].
Mds alin, nuestra construccién de (z,) y (z})§2, nos asegura que

0 ¢ maxf (@)1 s n=1,2,...) (4)

se cumple para todo y** € Y. Por continuidad, vemos que (4) sigue siendo
vélida para todo y** € Y. En particular,

[z - Jz||

5 < max{|(z™ - Jz)(z})| : n=1,2,...} (5)

ya que z** — Jz € Y. Ademds, de (3) resulta que para cada m € N fijo
(2™ = Jzp)(27)] < 1/5
para todo p > n(j) > m y, en consecuencia, la desigualdad

(27 = J2) (z3)] < |(a"" = J2p)(z3)| + | (Vo5 = J2) (23]

*

Tm (IP - .’L'),

A

1
=+
J

vale para todo p > n(j) > m. Pero al ser z un punto limite débil de (z,),
entonces para cada N > m, existe un p € Ntalque p> n(N)>m y
1

(z, — z)| < N

*

Tm

De todo esto se concluye que (z** - Jz)(z},) = 0 para todo m € Ny, gracias
a (5), uno obtiene finalmente que z** = Jz. | |

Observacion. La construccién de Whitley (Lema 3.2) nos muestra que

w

TKY CcJX = X.

Esta inclusion nos revela que para demostrar que un subconjunto norma-
acotado K de X es relativamente débilmente compacto, es suficiente aplicar
la siguiente estrategia: miramos a K dentro de X ™ por medio de la apli-
cacion candnica J : X — X**; esto es consideramos JK. Clausurando a
JK en la w*-topologia de X ** e invocando el Teorema de Alaoglu nos damos
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cuenta que TK“ es compacto. Aquf estd la clave: si TJK“" permanece den-
trode JX = X entonces K~ =J~!'(JK“ ) resultard débilmente compacto.
La razén de esto radica en el hecho de que la aplicacién J : (X,w) —

(JX,w*) es un homeomorfismo lineal del primer espacio sobre el segundo.

Lo bueno se hace esperar. Ahora el Teorema de Eberlein-Smulian.

Teorema 3.1 (Eberlein-8mulian) Sean (X, ||-||) un espacio de Banach y
K un subconjunto no vacio y norma acotado de X. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) K es relativamente débilmente compacto.

(b) K es relativamente débilmente secuencialmente compacto.

(¢) K relativamente débilmente numerablemente compacto.

Prueba. (a) = (b). Sea (z,) una sucesién en K e indiquemos con E =
[(zn)] el subespacio norma-cerrado generado por la sucesién (z,). Entonces
E' es un espacio de Banach norma-separable y, por consiguiente, existe un
subconjunto numerable F C E* tal que

siz€E y z,(z)=0 paratodo z, € F, entonces z=0. (6)

Ahora bién, como K “ es compacto, la funcién d : E x E — R definida
por

&= za(z - )]
4@ =2 (T

es, en virtud de (6), una métrica sobre E. Si consideramos la aplicacién
identidad

id (Fw,w) — (Fw,d),

entonces id resulta ser un homeomorfismo por el hecho de ser K “ compacto.
De esto se sigue que d | xx es una métrica que genera la topologia débil de
K, y por consiguiente, (K,w) es metrizable.

Siendo E = E“, tenemos que K N E “ es metrizable en (E,w) y gracias
a que compacidad y compacidad secuencial son equivalentes en espacios
métricos, tenemos que K N E ~ es débilmente secuencialmente compacto.
En particular, si z es un punto limite débil de la sucesién (z,), entonces
existe una subsucesién (z,, )x de (zn) que converge débilmente a z en E. Es
claro que también (z,,)x converge débilmente a z en X.
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() = (c). Es trivial.

(¢) = (a). Por el Lema 3.2, JKY queda dentro de JX y puesto que
J: (X,w) = (JX,w*) un homeomorfismo, entonces K * es compacto. u

El Teorema de Eberlein-Smulian permite reducir el anilisis de la de-
mostracion de que un conjunto, viviendo en un espacio de Banach, es dé-
bilmente compacto al caso en que nuestro espacio de Banach sea norma-
separable. Dicho de otro modo, compacidad débil es una propiedad separa-
blemente determinada. En efecto, del Teorema 3.1 se deduce rapidamente
el siguiente

Corolario 3.1 Sean (X, ||||) un espacio de Banach y K un subconjunto no

vacio de X . Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) K_es débilmente compacto.

(b) K NY es débilmente compacto para todo subespacio norma-cerrado y
norma-separable Y de X.

4 Compacidad débil al estilo Grothendieck

Para precisar un poco la notacién, como siempre usaremos la letra J para
denotar el isomorfismo (isométrico) canénico de X en X**, mientras que
Ji denotard el isomorfismo candnico de X* en X***. Comencemos con un
clasico:

Teorema 4.1 (Grothendieck) Sea K un subconjunto no vacio, acotado
y débilmente cerrado de X. Si para cada € > 0, eriste un subconjunto
débilmente compacto K, C X tal que

K C K. +¢By,

entonces K es débilmente compacto.

Prueba. Sea TR la w*-clausura de JK en X**, donde J : X —» X**
es la aplicacion candnica. Por el Teorema de Banach-Alaoglu, TR es
compacto. Para ver K es débilmente compacto sélo tenemos que aplicar
nuestra estrategia; es decir, probar que JK* vive dentro de X = JX.
Ahora bién, como K, es débilmente compacto resulta que J(K,) también lo
es y, en particular, w*-compacto. Asi,

w

TK.Y = JK..
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Esto junto con el Teorema de Goldstine produce, para cada € > 0,

JK* c (K. +eBx)"

CIK.” +¢7(Bx)"
= JK, + eByx--,

de donde resulta que TR - ﬂ (JK.+eBx«+)CJX = X. |
>0

Otra importante caracterizaciéon de compacidad débil en funcién de la

propiedad del Iimite doble intercambiable es el objetivo que nos proponemos,

alcanzar de inmediato. Precisamos ahora la definicién la propiedad del limite
doble intercambiable.

Definicion 4.1 Sean (X, ||-||) un espacio de Banach y K un subconjunto
no vacio y norma-acotado de X. Diremos que K y By« tienen la pro-
ptedad del limite doble intercambiable, PLDI, si para cualquier par de

sucesiones (z,) en K y (z},) en Bx. se cumple que

lir{n ligln z, (2q) = Iian li,r‘n zm(zn)

stempre que dichos limites existan.

De modo mas general, si K y T son subconjuntos no vacios y norma-
acotados de X y X* respectivamente, entonces diremos que K y T tienen la
propiedad del limite doble intercambiable si para cualquier par de sucesiones
(zn) en K y (z2) en T se cumple que

lim lim z}, (zn) = lim lim 2, (z,)

siempre que dichos limites existan.

El siguiente resultado, el cual constituye la idea esencial en la carac-
terizacién de compacidad débil en funcién de la propiedad del limite doble
intercambiable, es muy simple y se debe a Stefan Kremp ([16]).

Lema 4.1 (Kremp) Sean (X,||-||) un espacio de Banach, K un subcon-
Junto acotado de X y T es subconjunto acotado de X*. Supongamos que K
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y T tienen la PLDI. Si (z,) es una sucesion en K y para algin z € K se
cumple que

li’rln z*(z,) = z*(z), (*)

para todo z* € T, entonces (*) sigue siendo vdlido para todo z* € T
Prueba. Sea z* € T* . Para cada m € N, el o(X,T)-entorno de z*,
V(z*,z,zy,... ,Zm;1/m),

intersecta a T. Escojamos entonces para cada m € N un z;, € T tal que

|5, (zk) — 23 (zk)| < parak=1,2,...,m y

1

m

- - 1
Ixm(x) - xm(z)l < E'
De esto se sigue que lim,, z}, (z) = z*(z) y como por hipétesis limp, z*(z,) =
z*(z) para cada z* € T, tenemos que lim, z},(z,) = z,(z) para todo
m € N. Por lo tanto lim,, lim, z},(z,) = lim, 2}, (z) = z*(z). Por otro
lado, tenemos que lim, z},(z,) = z*(z,) para todon = 1,2,.... Ahorala
PLDI implica que lim, lim, z},(z,) = lim, 2*(z,) existe y es igual a z*(z),
ya que cada subsucesién convergente de (lim,, x:n(:vn))n debe tener como
limite a z*(z). u

Lema 4.2 (Kremp) Sea (X, ||-||) un espacio de Banach y sean K y T sub-
conjuntos acotados de X y X respectivamente con la PLDI. Entonces para
cada z € K2(XT), eriste una sucesidn (z,) en K la cual converge a z en

a(X,Tw.).

Prueba. Sea z € K ?(X.T). Pongamos zo = z y construyamos, inductiva-
mente, para n = 1,2,... una sucesién (¢})x en T y un punto z, € K con
las siguientes propiedades:

(i) {¢} : k € N}|Y,_, es un subconjunto denso numerable de T|Y,,_, C
Y ,ena(Y;r ,,Ya1),donde Y, = [zo,21,... ,Zn-1]

(i) lof(z) — ¢ (zn)| < L paratodo k,m =1,2,...,n.
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En efecto, uno comienza tomando Yy = [zo), el subespacio lineal generado
por {zo}, y entonces elegimos un subconjunto denso numerable {¢} : k €
N}|Y; de T|Ys C Yy en o(Yy, Yo), el cual es posible gracias a que dimYp
es finita. Una vez hecho esto, el o(X,T)-entorno V(zo, ¢1, 1) de z inter-
secta a K, por lo que se obtiene un z; € K tal que |p}(z) — ¢l(z1)| < 1.
Ahora definimos Y, = [z¢, z1] y de nuevo escogemos un subconjunto denso
numerable {¢? : k € N}|Y; de T|Y; C Y;" en o(¥y,Y1). Una vez mais
el o(X,T)-entorno V(zo, ¢}, ¥?, ¢}, ¥3,1/2) de z intersecta a K, por lo
que existe un z, € K tal que |pf*(z) — @*(z2)| < 1/2 para k,m = 1,2.
Repitiendo inductivamente el proceso uno logra (z) y (7).

Si ahora definimos

T'={¢p:k,neN} y Y=[p:n=012...]
entonces
(a) KNY y T'|Y tienen la PLDI;
(b) T'IY ¢ T|Y cY*eso(Y*,Y)-denso en T|Y;
(c) (zn) converge a z en o(Y,T'|Y).

En vista del Lema 4.1, (z,) converge a z en (Y, T|Y); es decir, en o(X,T),
y de nuevo por el Lema 4.1 converge en o(X,T" ). ]

Corolario 4.1 (Kremp) Sea (X,||:||]) un espacio de Banach y supongamos

que K C X y Byx- tienen la PLDI. Siz™ € JK* , entonces eziste una
sucesion (z,) en K tal que Jz, — z** débilmente (en o(X™", X*™%)).

Prueba. Sean K' = JK C X** y T' = J1Bx: C X***. Puesto que K’
y T' tienen la PLDI, el Lema 4.2 produce, para z** € TITW., una sucesion
(zn) en K tal que (Jz,), converge a un punto z** € X** en la topologia
a(X",FW-). Pero por el Teorema de Goldstine

[ ] — JIBX.U(X...IX..) — BX‘..

T;w
finalizando la pl‘ueba,, ya que U(X", BX"') = U(X",X"‘). m

El siguiente resultado de A. Grothendieck [10] nos proporciona otra ele-
gante caracterizaciéon de compacidad débil en funcién de la PLDI.
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Teorema 4.2 (Grothendieck) Sea (X, ||||) un espacio de Banach. Un
subconjunto no vacio y norma-acotado de X es relativamente débilmente
compacto si y sdlo si K y Bx. tienen la propiedad del limite doble inter-
cambiable.

Prueba. Supongamos que K “ es compacto y sean (z,) una sucesién en K

3

y (z,) una sucesién en Bx. tales que los limites

lim lim z}, (z,) y lim lim z;, (z,)

n m m n
existan. Por el Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 3.1), K es relativa-
mente débilmente numerablemente compacto y, en consecuencia, la sucesién
(z,) posee un punto limite débil z,, € X. Por otro lado, gracias al Teo-
rema de Banach-Alaoglu, Bx+ es w*- compacto por lo que la sucesion (z},)
también posee un punto limite débil- %, z7, € Bx.. Ahora bién, para cada
n € N, z% (z,) es un punto limite de la sucesién (z,(2,))5~;, ¥ Ya que
limp, z}, (z,) existe, resulta entonces que

lim 27, (20) = 23 (2).

Similarmente, como z3,(z) es un punto limite de la sucesidén (2%, (2,))32,;,
y teniendo en cuenta que lim, z}(z) existe, concluimos que

lim lim z} (2,) = 22, (%) = lim lim 2}, (2,).

Esto prueba que I y B tienen la PLDIL

Supongamos ahora que K y Bx-. tienen la PLDI y sea z™* € JKY .
Queremos probar que TR C JX. Gracias al Corolario 4.1 existe una
sucesion (yn) en K tal que Jy, — z** € X** débilmente. Por Corolario 2.1,
resulta que z** € co{Jy, : n € N} C JX. Esto prueba que K es débilmente
compacto. |

Usaremos la propiedad del limite doble para dar la prueba de una ca-
racterizacion de compacidad débil usando la forma vectorial del Teorema de
Silverman-Toeplitz.

Definicion 4.2 Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. Una matriz infinita de
escalares A = (ank)nk se dice que es un método regular de sumabilidad
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en X, en breve MRS, si para cada sucesion (z,) en X convergiendo a un
z € X, la sucesion

oo
A *
x'n = Zan,kxk ( )
k=1
ezxiste para cadan € N y
o0
lim z4 = lim E“n.k Ty =2. (**)
n—oo n—oo k=1

Teorema 4.3 (Silverman-Toeplitz) Sea (X,||-||) un espacio de Banach.
Una matriz infinita de escalares A = (@n i)k €s un método regular de:
sumabilidad si y sélo si se cumplen las siguientes tres condiciones:

) o0
(1) sulean'k| = M < oo,

k=1
(2) limy400 ank =0 para todo k € N,

[}

(3) nh—»"o]o Zan,k = 1.
k=1

Prueba. Supongamos que (1), (2) y (3) se satisfacen. Sea (z,) un sucesion

en X tal que limy4o0 Tn = € X. En este caso, la sucesién (z,) es acotada

por lo que queda garantizada la existencia de una constante positiva K tal

que sup,||za|| < K. Por (1), 332, lank| < M para cada n € N, de donde

[ o] o0
Y llankzkll =Y lanl llakl
k=1 k=1
x
<K Z |an.kl
k=1
< K M.

Por esto y la completitud de X se sigue que

o0

A
r, = Zan,k Zg

k=1

existe para cada n € N. Esto prueba (*), restdndonos por demostrar (**).
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Sin perder generalidad podemos suponer, y asi lo haremos, que z = 0. -
Sea ¢ > 0. Entonces existe un entero N; > 0 tal que

£
lznll < SMTD para todo n > N,.

Sea T = max{||z.|l,)|z2|l,-- ., ||zn,-1]l}- Se deduce de (2), que para cada
k=1,2,...,N; - 1, existe un N; > 0 tal que

€
lan k| < oTN, P todo n > N;.
Finalmente, definiendo N = max{N;, N|,N;,... ,N,’Vl_l}, resultard que
para todon > N,
(> <)
el =1 an ezl
k=1
N]-l (=]
< S lansl izl + D lanel |zl
k=1 k=N,
N;-1 £ [o.]
<T ( > |an.k|) NETIVES)) > lankl
k=1 k=1
€ €
<T N
T TR TIVEY
<k,

lo que significa que z2 — z = 0.

Para demostrar la otra implicacién, supongamos que A = (@nk)n,k €5 un
método regular de sumabilidad en X. Veamos que (1),(2) y(3) se cumplen.

En efecto,sean k € Ny z € X, z # 0, fijos, y definamos la sucesién (z5)
por

zsin=k.

In:{Osnn#k,

Entonces z,, — 0y se sigue de (*) que

[o o]
= lim z,’,‘ = lim @k Tk
n—00 n—+0o k=1

=z lim angk,
n—+00
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por lo que lim, o @n x = 0 para cada k € N.
Si por otro lado, definimos la sucesién (y,) por y, = = para todo n € N,
resulta que lim, o yn = z y de nuevo por (*)

o0

z = lim xf = lim Gnk Tk
n—oo n—)ook 1

oo
=z lim E Qnk Tk,
n—book__l

de donde se sigue que liMny00 Y peq Gnk Tk = 1.
Finalmente, si consideramos el espacio

c(X):{z:(:cn)CX DT, T, paraalgdnx&X},

provisto de la norma ||(z,)|| = sup,||zn||, resultara que ¢(X) es un espacio
de Banach. Si para cada n € N, definimos el operador lineal T,, : ¢(X) = X
por

o0

Tn(z) = Zan,kzky

k=1

entonces tenemos que

[Ta (2l < (Zlan.kl) llzIl,
k=1

lo cual prueba que cada T, es continuo, y que la sucesion (T, (-))n» es puntual-
mente acotada. Un llamado al Teorema de Acotacién Uniforme nos revela
que

o0
supl||Tall = sup ) _ [an 4| < co.
n n k:l

La prueba es completa. n

Veamos ahora como se conjugan los Teoremas de Grothendieck, Silverman-
Toeplitz y de Eberlein-Smulian para caracterizar compacidad débil en funcidén
del Método Regular de Sumabilidad. La prueba del siguiente resultado es
tomada de [4].
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Teorema 4.4 (Nishiura-Waterman-Pelczynski) Sea (X, ||||) un espa-

cio de Banach (X,||||) y sea K un subconjunto norma-acotado de X. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

(8) K es relativamente débilmente compacto.

(b) Para cada sucesion (zr) en K, exziste un MRS A = (Gnk)nk tal que la
sucesién (z1)%2, es norma-convergente.

(¢) Para cada sucesién (z,) en K, eziste un MRS A = (ani)n i tal que la
sucesion (z2)%2, es débilmente-convergente.

Prueba.(a) = (b). Supongamos que K es relativamente débilmente com-

pacto y sea (z,,) en K. De acuerdo al Teorema de Eberlein-Smulian, existe

una subsucesién (z,,) de (z,) la cual converge débilmente a algin punto

z € X. Por el Teorema de Mazur, z € T (z,,) y en consecuencia, existen

escalares Ay x > 0, k=1,2,...,p; con Y i, Ak = 1 tal que

P1
Z/\x.kxn.‘ -z
k=1

Ya que z € @ (zn,) \ {Zn,,.-. »Tng, }, podemos hallar escalares A > 0,
k=pi+1,...,patal que 3502 | Age =1y

<1l

< 1
Z I\Q'kxnk -zl < -2",
k=p)+1

Continuando inductivamente con este proceso, obtenemos una sucesion de
oo ‘e
enteros (pn)5%, satisfaciendo

Pn

1

O0=po<p1 <...<pp<... y Z AkZn, — 2 <;
k=pn_;+1

paran =1,2,.... Si ahora definimos

Ak Sik=paa+1l,...,pn
An ik = .
0 sik¢ {pn-1+1,...,0n}
entonces la matriz A = (an)nx € un método regular de sumabilidad y

claramente

Pn

oo
A
T, = Zan,kxn‘, = Z An kTn,
k=1

k=pn-1+1
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converge en la norma a z.

(b) = (c) es trivial.

(c) = (a). Gracias al Teorema de Grothendieck serd suficiente de-
mostrar que K y By« tienen la propiedad del limite doble intercambia-
ble. Sean entonces (z,) en K, (z) en Bx. y supongamos que los limites
limy, lim, z3,(zs) y limy, limy, 2, (z,) existen. Ahora bién, (c) garantiza
la existencia de un método regular de sumabilidad A = (ani)n tal que
(z2)%, converge débilmente a algin z € X. Por consiguiente, si z° es un
w*-punto limite de (z},), tendremos que

lim limm z, (z,) = lim z*(z,)
o0
= ll’rln ; an k2" (Zk)

o0
= lim z"* (Z a,..kzk)
n
k=1

= lim z*(z4)

= z"(z),
mientras que por el otro lado
[e o]
lim lim 27, (z,) = lim lim Y anizi(zx)
k=1
oo
= “,f,n li7rln z,, (Z a,,'kzk)
k=1
= lim lim z2, (z2)
m n

= li;in z, ()
= Z.(I).

Esto finaliza la prueba. [ |
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5 La desigualdad de Simons

La siguiente desigualdad, conocida como la Desigualdad de Simons [23],
sera usada para probar una de las caracterizaciones mas prolifica sobre com-
pacidad débil en espacios de Banach. Esta es la caracterizacién que R. C.
James demostrd en su articulo [14] y la cual dice que si cada funcional li-
neal continuo definido sobre un espacio de Banach alcanza su supremo sobre
un subconjunto acotado y débilmente cerrado en ese espacio, entonces dicho
conjunto es débilmente compacto. Con este instrumento en la mano ten-
dremos ocasiéon de demostrar algunos resultados interesantes relacionados
con compacidad débil en espacios de Banach.

La desigualdad de Simons constituye, hoy en dia, una herramienta pode-
rosa en la Geometria de los espacios de Banach, en particular, en lo rela-
cionado con el concepto de suavidad. Una buena dosis de aplicaciones de la
desigualdad de Simons se encuentran en [9] y [2].

Un subconjunto K de X se llama o-convexo si para cualquier sucesion
(z,) de K ocurre que ) 72, Apz, € K siempre que (An)n>1 sea una sucesién
de escalares positivos con Y 72, A\, = 1. Es claro que todo conjunto o-
CONVeXo es Convexo.

Lema 5.1 (Desigualdad de Simons) Sea K un conjunto y sea C un sub-
conjunto no vacto, acotado y o-convezo de €., (K). Supongamos que

para cada z € C eziste A € K tal que z(A) =sup{z(y) : vy € K}. ()

St (zn) es cualquier sucesion en C, entonces
sup{ﬁl—n_,,_,oox,.(‘y) P YE K} > inf sup{a:('y) tYE K}.
zeC
Prueba. Sean

m= iggsup{z(‘y) : Y€ K} y M = supsup{z(y) : vy € K}.
z z€C

Puesto que C es acotado en £, (K'), entonces —o0o < m < M < oo. Sea (z,,)
una sucesioén en C' y para cada v € K, definamos

u(y) = im poyooza (7).
Como C es acotado, u € €o(K). Sea ahora § > 0 y escojamos un A € (0,1)

de modo que

< -
-~ M-m+35
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o lo que es lo mismo,
m-0(1+X)— MXA> (m-28)(1-)).

Probaremos de inmediato que sup, ¢ u(y) > m — 26. Comencemos por
definir, para cada n € N, el conjunto C,, = co{zx : k > n} y usemos
induccidén para escoger y, € C, de modo que se cumpla

K

k<n k<n—1

En efecto, como C; C C es acotado tenemos que inf{supy y:y € C,} < co.
De aqui se sigue la existencia de un y, € C tal que

N >

supy; < inf{supy:y € C;} + 6(3).
K K

Ahora y; + AC» es acotado y de nuevo podemos hallar un y; € C3 de modo
que

A
S,”(P(yl +Ay2) < inf{s:,p(y; +Xy:y € Ca)+6(3)
Consideremos y; + AC; + A?C3. Repitiendo inductivamente el proceso an-

terior, uno obtiene lo deseado.
Como cada C,, es convexoy C; D C; D ... resulta que para todon > 1,

yn+/\yn+l
14 € Cny
por lo que
sup ZAk‘lyk <sup Z ALy, 4 an=t (M) +‘5(§)n-
K \i<n - K \k&a 1+4 2

*)

Sean 20 = 0, zn = Y A lye paran > 1, y z = Y2, A"y,
Multiplicando la desigualdad (*) por 1 + A, obtenemos

(14 A)sup zn < sup(Azn—1 + zn41) + 8(1 + A)(A/2)"
K K

< ASUP Zu_y + SUP Znyy + 8(1 + A)(A/2)".
K K

Ain
sup (Z z\k"‘yk) < inf {s;x(p ( Z M=ty + A""‘y) P Y€ C,.} +5(-2-) )
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Por esto,

SUPK Zn+1 — SUPK 2n S SUPg 2n — SUPEK 2n-1 6(1 + ’\)
AR = An—1 T on

Ya que supg 2; —SUpg 20 = Supg z; > m, la desigualdad anterior junto con
un argumento inductivo ayuda a

g = - 1,1 1
Supg 2 Supg 2 12m_~5(1+/\)(_2_+z+”'+ )

an—1 on-1
>m-4§(1+A).
De alli que
[o o] [o o]
SUpZz —SUp Zp_) = SUp zx — SUp 2k~ ) > Me=Ym = §(1+ N)).
Up 2 = SUP zn-) ;(ka up 1) g (m = 8(1+2))
Asi,
An—l
SUp z — SUp zp-1 > (m = 8(1+ ).

Puesto que (1 - A) Y 22, A1 = 1y ya que y, € C para todo n > 1, se

n=
sigue que (1 — M)z € C (aqui es donde usamos la o-convexidad de C). De
acuerdo a nuestra hipétesis (é), existe un yg € K tal que 2(yp) = supg 2.
Por esto, para cada n > 1, obtenemos

o0

A"y (10) = 2(70) = 2n-1(70) — z A~ yk (o)
k=n+1
o0
<supz-—supzp_ — Z DLy
K K k=n+1
/\n—-l N
< - -
< 1__/\(m §(1+ ) 1__/\M
An-1

Se sigue ahora de nuestra eleccién de A que y,(y0) > m — 248 para cada
n > 1. Pero como y, € C,, resulta que para cada n > 1, existe un k(n) > n
para el cual se cumple que Zy(,)(70) > m — 24. De alli que

u(70) = mn-’l:n(')’O) 2m- 26

lo cual muestra que supg u > m — 2§. Esto finaliza la prueba puesto que
8 > 0 era arbitrario. |
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6 El Teorema de James

Estamos preparados para dar una presentacién de la prueba del Teorema
de James ahora bajo la éptica de Simons. La demostracién es tomada de
[2], donde la idea de la prueba consiste en reducir el caso general al caso
separable usando el Teorema de Eberlein-Smulian.

Como siempre usaremos la letra J para denotar el isomorfismo canénico
de X en X**, mientras que J, denotard el isomorfismo candénico de X~ en

- X***. Con el fin de evitar una notacién un poco engorrosa en la prueba del

Teorema de James, identificaremos cada subconjunto K de X con su imagen
JK C X**. Similar consideracién haremos con los subconjuntos de X* por
intermedio de J;.

El resultado de R. C. James [14] que a continuacién exponemos es uno
de los mas sorprendentes y profundos en lo referente a la caracterizacién de
la compacidad débil de un conjunto en un espacio de Banach. Veamos ahora
su formulacién.

Teorema 6.1 (Teorema de James) Sean (X, ||:||) un espacio de Banach

"y K un subconjunto débilmente cerrado de X. Entonces K es débilmente

compacto si y sdlo st cada z* € X* alcanza su supremo sobre K.
Prueba. Si I es débilmente compacto, entonces cada z* € X ™ alcanza su
supremo sobre K, por el simple hecho de que z* es débilmente continuo.

Para probar el reciproco, un par de suposiciones son necesarias para
facilitar la demostracién. La primera es asumir, haciendo uso del Teorema
de Eberlein-Smulian, que X es norma-separable, y la segunda en suponer
que K es convexo. Aceptadas estas premisas, supongamos ahora que cada
z" € X~ alcanza su supremo sobre K. En primer lugar notemos que I es
norma-acotado gracias al Principio de Acotacién Uniforme.

Si K no es débilmente compacto, entonces K~ \ K # 0. Sea zo €

K“ \ K. El Teorema de Hahn-Banach nos proporciona la existencia de un
% € Bxees y de un a > 0 tal que

u(zp) > @ > sup{u(z) : z € K}. (*)

Sea (z,)%%, una sucesién norma-densa en K. Puesto que (Goldstine una
vez mds)

anw = BX...,




28 Compacidad débil en espacios de Banach y aplicaciones de un Teorema de R. C. James

podemos escoger, para cada n € N, un z,, € Byxs de tal forma que
1
z,(20) > y [(zn = w)(2k)| < = siempre que 1 < k < n.

Por la equicontinuidad de los z,, tenemos que lim, z,(t) = u(t) para todo
t € K. Definamos :

C={ze€X": z(z0) 2 a}.

Notemos ahora que el conjunto C puede ser identificado con un subconjunto
de £,(K) el cual satisface las hipétesis del Lema 5.1, y que (z,) es una
sucesién en C. Mads aiin, por nuestra hipStesis, cada z € C alcanza su
supremo sobre K. Un llamado al Lema 5.1, nos conduce a

sup{u(z) : z € K} > inf{supz : z € C}
K

> inf{z(zo) : z € C}
2 a,

lo cual contradice a (*). Esta contradiccién establece que K es débilmente
* compacto y termina la prueba. u

Otra demostracién interesante del Teorema de James usando la propie-
dad del limite doble intercambiable es la que aborda Holmes en ([12], pag.
157-160).
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7 Aplicaciones del Teorema clé i]ames

Lo que sigue constituye una prueba de la importancia del Teorema de James
en el concierto de la teoria de los espacios de.Banach relacionado con la
compacidad débil.

Se conoce que un espacio de Banach (X, ||-||) es reflezivo si y sélo si su
bola unitaria cerrada Bx es débilmente compacta. Esto, combinado con el
Teorema de James para el caso K = By, produce la siguiente caracterizacion
de reflexividad.

Teorema 7.1 Un espacio de Banach X es reflexivo si y sdlo si cada ™ €
X* alcanza su supremo sobre By.

Un resultado importante que ha merecido la atencién de muchos es el
siguiente Teorema de Krein. Existen variadas demostraciones de ese teorema
utilizando herramientas muy diversas como por ejemplo Medidas Vectoriales
(ver por ejemplo [6], pig. 51), o usando el Teorema Eberlein-Smulian (ver
[7], pag, 434), o utilizando el Teorema de Representacién de Riesz (ver [27]).
Holmes ([12]) fue el primero en dar una demostracién usando el Teorema de
James.

Teorema 7.2 (M. Krein) Sea (X,||-||) un espacio de Banach. Un subcon-
Junto débilmente cerrado K de X es débilmente compacto si y sélo si T (K)
es débilmente compacto.

Prueba. Supongamos que 7o (K) es débilmente compacto. Puesto que I
es débilmente cerrado y I C @0 (L), resulta entonces que él es débilmente
compacto.

Reciprocamente, supongamos que K es débilmente compacto, y sea ™ €
X". Ya que la restriccion de z* a K es una funciéon débilmente continua,
ella alcanza su supremo sobre K; esto es, existe algin zg € I tal que

z"(z¢) = supz”(K).
Pero como
supz*(K) =supz”(¢o (K))
resulta que
z*(z0) = sup z*(co (K)).

Un llamado al Teorema de James nos revela que ¢ (K') es débilmente com-.
pacto. |
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Teorema 7.3 (Ulger) Sea (X, IIll) un espacio de Banach. Un subcon-
Jjunto norma-acotado K de X es relativamente débilmente compacto si y
solo si para cada sucesion (z,) en K existe una subsucesion (Z,) con i, €
co{zZn,ZTny1,-..} convergiendo débilmente.

Prueba. Supongamos que K es relativamente débilmente compacto. En-
tonces cualquier sucesién (z,) en K posee, gracias al Teorema de Eberlein-
Smulian, una subsucesién débilmente convergente, digamos (zn,). Ponga-
mos &y = z,,, n=1,2,... Claramente #x € co{zk, Zk41,.-.} ¥ la sucesién
(2n) converge débilmente.

Para demostrar el reciproco sera suficiente, gracias al Teorema de James,
probar que cada z™ € X~ alcanza su supremo sobre €0 (/). Sea entonces
z* € X*, 2* #0y sea

B =supz”(co(K)).

Puesto que también § = supz*(K), podemos elegir una sucesién (z,) en
K de modo que limp0 2*(z,) = . Con esto a la mano, nuestra hipétesis
nos garantiza la existencia de una sucesién (Z,) con &, € co{Zn, Tnt+1,..-}
convergiendo débilmente a un elemento z € o (K).

Sea e > 0. Yaque limpo 2*(zs) = 3, existe un N € N tal que z*(z,) >
B — ¢ para todo n > N, Ahora bién, como cada Z, es de la forma

kn kn
:cn_ZA:cn+, con \; >0 vy ZA_I

=1 1=1

se sigue que para todon > N,

kn
= Z Az* (Tnyi)

=1

kn
> N(B-
i=1
= IB - £
y por la continuidad de z* vemos que

z*(z) = nanelo T (Tn) > B—c¢.
=supz™(co(K))

Por otro lado, por estar z en o (K') resulta que z*(z) < 8
= 3. Esto prueba que

y como £ > 0 es arbitrario, se concluye que z*(z)
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z*(z) = supz~(¢o(K)) y por el Teorema de James, €0 (K) es débilmente
compacto y en consecuencia K C @ (K) resulta ser relativamente débilmente
compacto. ]

Un espacio de Banach (X, ||-]|) se llama uniformemente convexo si
dado € > 0, existe un d > O tal quesi z,y€ Sx y |lz-yll =€, en-
tonces [|3(z + y)|| < 1 - 4. Una formulacién equivalente de la nocién de
convexidad uniforme, conveniente a nuestro propdsito, es la siguiente: X es
uniformemente convexo si para cualquier par de sucesiones (z,) y (yn) en
Sx satisfaciendo limncol|3(z + y)|| = 1, entonces limpo0||Zn — yal| = 0.

Una demostracién frecuente del siguiente resultado, debido a Milman-
Pettis, hace uso del ya conocido Teorema de Goldstine. Pero ciertas ” ezquisi-
teces” pueden ser también frutos del Teorema de James.

Teorema 7.4 (Milman-Pettis) Todo espacio de Banach uniformemente
convezo es reflezivo.,

Prueba. Sea (X, ||-]|) un espacio de Banach uniformemente convexo. Todo
lo que tenemos que probar es que la bola unitaria cerrada By es débilmente
compacta. Sea entonces z* € X*. Seleccionemos una sucesién (z,) en
Sx C Bx de modo que lim,_,o z*(z,) = [|z*||. La linealidad de z* junto
con la convexidad de Bx nos asegura que

1
lim z°{ =(z,+12 = l|z*||.
Jim a2 (S(en+2m) ) = l12°]
De aqui se sigue que limm,n-poo”%(-?n +zn,)|l =1. Ya que X es uniforme-
mente convexo obtenemos que limm no0||Tn — Tm|| = 0, lo cual prueba que
nuestra sucesion (z,) es de Cauchy y, en consecuencia, convergente a algin

z € X. Por esto, lim,40 27(z,) = z*(z) = |[z*||. Un llamado al Teorema
de James nos dice que By es débilmente compacto y por lo tanto X es
reflexivo. |

Compacidad débil en funcién de la propiedad de interseccién finita tiene
su version convexa segiin el siguiente resultado de Dieudonné-Smulian.

Teorema 7.5 (Dieudonné-Smulian) Un subconjunto débilmente cerrado
K de un espacio de Banach (X,||-||) es débilmente compacto si y solo si
para cualquier sucesidn.de subconjuntos converos y cerrados (Cpn){° de X
satisfaciendo

[NCanK #0, m=123,...

n=1
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implica que

ﬁCnnK;é@.

n=l1

Prueba. Si K es débilmente compacto, entonces la condicién es claramente
necesaria.

Para demostrar la suficiencia, sea z* € X*, z* # 0, y definamos a =
sup,ck z°(z). Escojamos una sucesién (o) en R tal que o, < « para todo
n € Ny lim,_,0 o, = a. Definiendo, para cada n € N, el conjunto

Cho={z€X :z2"(z) 2 an},

resulta que cada C,, es convexo, cerrado y se cumple que

(YCinK=Cn K #0

n=1

para cada m = 1,2,... y gracias a nuestra hipétesis tenemos que

0#£ ﬁCnﬂKz{zeK : z%(z) = a}.

n=1

Esto nos dice que existe algin zg € K que verifica

z°(zo) = sup z"(z).
€K

El Teorema de James nos revela que K es débilmente compacto. |

Teorema 7.8 Sea (X,||||) un espacio de Banach. Un subconjunto K de X
es débilmente compacto si y sélo si para cada sucesidn (z,) en K, eziste un
zo € K tal que para todo z* € X~

lim z*(z,,) < 2*(zo) < lim z*(z,).
Prueba. Supongamos que K es débilmente compacto y sea (z,) una
sucesién en K. Si zg es un punto limite débil de la sucesién (z,) enton-
ces es claro que para cualquier z* € X*, z*(zo) es un punto limite de la
sucesion (z*(z,))3%,. Se sigue entonces que

lim z*(z,) < z°(zo) < lim z*(z,)




Wilman Brito 33

se cumple para todo z* € X*.

Reciprocamente, sea z* € X* y definamos a = supz*(K). Elijamos
entonces una sucesién (z,) en K que cumpla a = limp_o0 2*(zs). Por
hipétesis, existe un zg € K tal que

lim z*(z,) < z°(z0) < lim z*(z,).

Pero como lim z*(z,) = lim z*(z,) = lim z*(z,), vemos que a = z*(z).
Invocando al Teorema de James resulta que K es débilmente compacto. B

Teorema 7.7 Sea (X, |[|-||) un espacio de Banach. X es reflezivo si y sdlo
st X* C C(K), donde K = Bx. estd dotado de la w*-topologia.

Prueba. Puesto que X C C(Byx-) isométricamente, entonces la reflexividad
de X nos asegura que X** = X C C(Bx-).
Reciprocamente, sea z** € X**. Entonces z** € C(K) y como K es
w*-compacto existe algin zj € K tal que
z*%(z5) = sup z""(z").
z*eK
Un llamado al Teorema de James nos asegura que K = Bx. es débilmente
compacto, lo que a su vez nos dice que X* es reflexivo y por consiguiente
también lo es X. o

Teorema 7.8 (James) Sea (X,||'||) un espacio de Banach. Un subcon-
junto débilmente cerrado K de X es débilmente compacto si y sélo si para
cualquier conjunto débilmete cerrado B C X y disjunto de K se cumple que
dist(K,B) > 0.

Prueba. Supongamos que K es débilmente compacto y que para algin
B C X débilmente cerrado y disjunto de K, se cumple que dist(K, B) = 0.
Seleccionemos entonces una sucesion (z,,ys) en K x B tal que

l'l’rgo“zn ~ |l = 0.

La compacidad de K junto con el Teorema de Eberiein-Smulian nos propor-
ciona la existencia de una subsucesién (z,,) de (z,) para la cual se tiene
que w — lim, o0 Tn, = ¢ para algin z € K. De la desigualdad

% (Yn, — 2) = 2°(Yn, — Tn,) + 27 (Zn, — T)

< le.” “ynk - x“k“ + x‘(znk - :l:)
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se deduce que w—lim,c Yn, = z. Pero como KNB = {, resulta quez ¢ B
lo cual niega que B sea débilmente cerrado. Esta contradiccién establece que
dist(B, K) > 0 cualquiera que sea el conjunto débilmente cerrado B C X
disjunto de K.

Para probar el reciproco, supongamos que K no es débilmente compacto.
Por el Teorema de James, existe algin z* € X™ que no alcanza su supremo
sobre K; esto es, para todo ¢ € K

z"(z) < sup z”(2).
2€K
Sean ¢ = sup{z"(2): 2 € K}y B= {z € X : z°(z) = c}. Entonces, B
es convexo, norma(=débilmente)-cerrado y disjunto de K, y se cumple que
dist(B, K) = 0, lo cual viola nuestra hipétesis. |

Corolario 7.1 (James) Sea (X, ||||) un espacio de Banach. X es reflexivo
si y sdlo si dist(A, B) > 0 para todo par disjunto (A, B) de subconjuntos
débilmente cerrados de X, con al menos uno de ellos acotado.

Prueba. Si X no es reflexivo, entonces su bola cerrada unitaria A = By es
débilmente cerrada pero no débilmente compacta. Se sigue del Teorema 7.8
que existe al menos un conjunto débilmente cerrado B tal que ANB =0y
dist(A,B) = 0.

Reciprocamente, si X es reflexivo y A es acotado y débilmente cerrado,
entonces A es débilmente compacto y de nuevo, por el Teorema 7.8, tenemos
que dist(A, B) > 0 para cada conjunto B débilmente cerrado y disjunto de
A. [ |

Si Y es un subespacio norma-cerrado de un espacio de Banach real X,
entonces es de sumo interés determinar si cada elemento de X \ M puede ser
aprozimado por miembros de M. Un ejemplo cldsico de tal situacién ocurre
cuando X = C[0,1] es el espacio de Banach real de todas las funciones
continuas definidas sobre [0,1] y M es el conjunto de todos los polinomios
de grado n, para algin n € N.

Un elemento zo € M que puede ser apréximado por elementos de M estd
estrechamente vinculado a la cantidad

dist(zg, M) := inf{||zo — z|| : z € M}.

Un subconjunto convexo y cerrado K de X se llama proximal si para
cada z ¢ K existe algin zg € K tal que

lo = zol| =inf {J}o - 2| : z € K} = dist(z, K).
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A este elemento zg € K se le llama la mejor aprozimacion a r en K.

Teorema 7.9 Un espacio de Banach real X es reflezivo st y sélo si cada
subconjunto convezo y cerrado de X es prozimal.

Prueba. . Supongamos que: X es reflexivo. Sean K un subconjunto con-
vexo y cerrado de X y zo ¢ K. Si d = dist(zo, K) y si denotamos por
Ba(zo) la bola cerrada con centro en zg y radio d, entonces K N By(zo)
es débilmente compacto y como la norma, ||-||, es una funcién débilmente
semicontinua inferior, resulta que ella alcanza su minimo sobre K N By(zo).

Supongamos ahora que cada subconjunto convexo y cerrado de X .es
proximal pero que X no es reflexivo. Siendo la reflexividad un propiedad

" separablemente-determinada, entonces existe algin subespacio separable Y

de X que no es reflexivo. De aqui se sigue que By no es débilmente compacto
y gracias al Teorema de James existe algiin * € Y* que no alcanza su norma
sobre By. Esto significa que el conjunto convexo y cerrado K = {z € Y :
r*(z) = ||z*||} no tiene elemento minimal y en consecuencia no puede ser
proximal. ]

Teorema 7.10 (M. Pavone) Un espacio de Banach (X, ||-|}) es reflezivo
st y sélo st para cualquier ** € By« y cualquier eleccion finita de puntos
z3,...,25 en X*, eziste un z € By tal que z**(z}) = z!(z) para i =
1,2,...,n.

Prueba. Supongamos que X es reflexivo y sea z** € Bx.-. Entonces existe
un dnico * € Bx que cumple Jz = z**, donde como siempre J : X — X~
es la isometria candnica. De esto se sigue que para cualquier eleccidn finita
de puntos zj,...,z; en X~, tenemos que z**(z}) = Jz(z}) = z7(z), para
todoi=1,2,...,n.

Para la otra implicacién, sea z* € X*. Por el Teorema de Hahn-Banach
existe un z** € X** tal que ||z**|| = 1 y z**(z*) = ||z*||. Pero por hipétesis,
existe un r € Bx tal que z*(z) = z**(z*) = ||z"||, lo cual nos dice que z*
alcanza su supremo sobre Bx. Un llamado al Teorema de James nos muestra
que Bx es débilmente compacto y, por consiguiente, X es reflexivo. |

La siguiente aplicacién del Teorema de James tiene que ver con la asi
llamada propiedad de la gota. Comencemos entonces con un espacio de
Banach (X, {[-]|) y tomemos un z ¢ Bx. La gota generada por z, en notacién
D(z, Bx), se define como

D(z,Bx) = co (z, Bx).
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Danés demostré que en todo espacio de Banach (X, ||-]|), cualquier con-
junto norma-cerrado C con dist(C,Bx) > 0 contiene un punto z satisfa-
ciendo

D(z,Bx)NC = {z}.
Rolewicz entonces propone la siguiente:

Definicién 7.1 La norma ||| de X tiene la propiedad de la gota si para
cualquier conjunto norma-cerrado C de X y disjunto de By, egisteunz € C
tal que

D(z,Bx)NC = {z}.

Una sucesién (z,) en X \ Bx tal que 2,41 € D(zn, Bx) se llama un

. raudal.

Teorema 7.11 (Danés-Giles-Sims-York) Si la norma ||-|| de un espacio
de Banach X tiene la propiedad de la gota, entonces X es reflezivo.

.Prueba. Supongamos que ||-|| tiene la propiedad de la gota. Nuestro primer

objetivo es demostrar que cualquier raudal (z,) en X \ Bx posee una sub-
sucesién norma-convergente. Aceptemos por un momento que existe un
raudal (z,) en X \ By sin ninguna subsucesién norma-convergente. Esto
significa que si definimos C = {z, : n = 1,2,...}, entonces C es norma-
cerrado (C = CUC") y ya que por hipétesis .41 € D(zn, Bx), resulta que
no existe z, € C que cumpla con

D(zn, Bx)NC = {za}

lo cual es contrario al hecho de que ||-|| tiene la propiedad de la gota.
Sea ahora z* € X*. Sin perder generalidad podemos suponer que ||z*|| =
1. Escojamos una sucesién (y,) en Bx de modo que

z5(yn) > 1-47" n=1,2,...

Construyamos, a partir de esto, un raudal (z,) en X\ Bx del modo siguiente:
sea r; € 2By satisfaciendo

1
1:-(1:1) >2- Z

(esto obliga, por supuesto, a que z; ¢ Bx) y para todo n > 2, pongamos

Tn-1+ Yn-1
3 .
Un facilmente argumento inductivo nos revela que

Ty =
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3 1
a.) 1+4—n<:z:"(:z ) < llzall £ 1+ 57—, para todo n > 1.

2"
b.) z, ¢ Bx, paratodon > 1,y

C.) Zny1 € D(z,, Bx), paratodon > 1.

Se sigue, por la primera parte, que existe una subsucesién (z,,) de (z,)
convergiendo en la norma a un zg9 € X. Gracias al inciso a.), vemos que
[lzo]l < 1y se cumple ademds que

2*(20) = Jim 2"(2n,) = 1= |e"].

Lo acabado de exponer nos dice que cada z* € X* alcanza su supremo sobre
By, por lo que invocando al Teorema de James nos conduce a que By es
débilmente compacto y, por consiguiente, a la reflexividad de X. ]

Veamos otra aplicacion del Teorema de James ahora en el ambito de
la Teoria de las Medidas Vectoriales. Sean (£2,L) un espacio medible y
41X — X una medida vectorial; esto es, p satisface:

i) pllUsz, En) = 30, u(En),

para cualquier sucesién (E,)32, disjunta dos a dos de elementos de .

Teorema 7.12 (Bartle-Dunford-Schwartz) Sipu : £ — X es una me-
dida vectorial, entonces el rango de u,

#(Z) = {u(E): E € X}
es un conjunto relativamente débilmente compacto de X.

Prueba. Sea z* € X*. Puesto que z* o 1 es una medida finita con signo, el
Teorema de Descomposicién de Hahn, nos garantiza la existencia de un par
de conjuntos medibles A, B tales que Q = AUB, AUB =0, z"opues
no-negativa sobre A y —z* o u es no-negativa sobre B. Observemos ahora
que

)z € pu(X)}
(E)): EeX}
(WENA) +z~(W(ENB)): E € T}
),

sup{z*(z) : z € u(T) "} = sup{z*(z
= sup{z*(p

—sup{a:

=" (u(A
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lo cual nos revela que cada z* € X* alcanza su supremo sobre w(®) "y
gracias al Teorema de James tenemos que u(X) es relativamente débilmente
compacto. u

8 Compacidad débil en C(2)

Si ©Q es un conjunto compacto, entonces C(2) denotard el espacio de
Banach de todas la funciones continuas a valores reales definidas sobre 2,
provisto de la norma del supremo. Uno define la topologia de la convergencia
puntual sobre C(2), en notacién 7,, declarando que una sucesién (f,){° en
C () converge puntualmente a una f € C(Q) si

lim fo(w) = f(w)

para cada w € 2. Es un hecho ya establecido que la topologia de la conver-
gencia puntual es menos fina que la topologia débil sobre C(2).

Es también conocido que existen espacios compactos que no son secuen-
cialmente compactos. Un ejemplo lo constituye el conjunto K formado por
todas las funciones f : [0,1] — [0, 1] provisto de la topologia de la convergen-
cia puntual (ver por ejemplo [17], Ejemplo 26, pag. 192-193). Sin embrago,
para la T,-topologia sobre C(2) vale el siguiente resultado. Aqui seguimos
la prueba dada por H. P. Rosenthal [22].

Lema 8.1 St K C C(Q) es 7,-compacto, entonces K es secuencialmente
Tp-compacto.

Prueba. Sea (f,) una sucesién en K. Veamos que existe una subsucesion
(f.) de (fn) y un punto g € K tal que lim,, f/(w) = g(w) para cada w € Q.

Afirmacién: eziste un conjunto numerable D C Q tal que si g,g9' € C(Q)
son T,-puntos limites de la sucesion (f,) y g, = gl’D, entonces g = ¢'.

En efecto, definiendo la relacién de equivalencia «~ sobre §2 por
www' siysdlosi fu(w)= fu(w') paratodon=1,2,...

y si denotamos por S el conjunto de todas la clases de equivalencias prove-
nientes de -, resulta que (S5,d) es un espacio métrico compacto con la
métrica d definida por

d([w), W) = > 27" falw) = fulw')|
n=]
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para todo [w],[w’] € S. Ahora bién, si g € C(Q) satisface g(w) = g(w')
siempre que w «~ W', entonces la funcién § definida por §(p(w)) = g(w)
pertenece a C(S), donde ¢ : @ — S es la aplicacidn cociente natural.
Como S es separable y o es sobreyectiva, existe un subconjunto numer-
able D en Q tal que ¢(D) es denso en S. Veamos que D cumple con la
conclusién de nuestra afirmacién. En efecto, supongamos que ¢ y ¢’ son
T,-puntos limites de la sucesién (f,). Se sigue entonces que si w « w', en-
tonces g(w) = g(w') y ¢'(w) = ¢'(v'). Pero ahora, si gy ¢’ estin en C(Q)
y coinciden sobre D, entonces § coincide con g" sobre un subconjunto denso
de S, de donde se deduce que § = g’ sobre todo S y en consecuencia g = g'.
Una vez establecida la existencia del conjunto D, un simple argumento
de diagonalizacién nos permite obtener una subsucesion (f.) de (fn) con-
vergiendo puntualmente sobre D. Siendo K T7,-compacto, entonces él es *
numerablemente 7,-compacto, por lo que se garantiza la existencia de un
Tp-punto limite ¢ € K de la sucesion (f.). Si ¢’ € K es cualquier otro 7,-
punto limite de (fy), entonces g|, = gI’D y asi, g = ¢g’. Esto nos muestra que
la subsucesién (f,) tiene un dnico 7,-punto limite g € K. Pero una sucesion
en un espacio compacto Hausdorff con exactamente un punto limite, con-
verge a dicho punto. Por esto lim,, f] (w) = g(w) para cada w € Q. [ |

Ahora una elegante caracterizacién de compacidad débil en C(Q2) de-
bida a Grothendieck ([11]). La prueba mds comin de éste resultado usa
el hermoso Teorema de Representacion de Riesz para C(2)*. Uno puede
hacer una presentacién de la prueba del resuitado de Grothendieck prescin-
diendo del Teorema de Representacién de Riesz pero usando, en su lugar, el
Teorema de James.

Teorema 8.1 (Grothendieck) Sea K un subconjunto norma acotado de
C(2). Entonces K es débilmente compacto si y sélo si es T,-compacto.

Prueba. Supongamos en primer lugar que K es débilmente compacto.
Puesto que la 7,-topologia es mas débil que la w-topologfa, entonces K es
Tp-compacto.

Reciprocamente, supongamos que K es 7,-compacto y sea z* € C(Q2)".
Si a = supz*(K), entonces escojamos una sucesién (f,) en K de modo que
o = limp00 2*(fn). Por el Lema 8.1, existe una subsucesién (f)) de (f.)
convergiendo puntualmente a alguna funcién f € K. De aqui se sigue que
z*(f) = a y, por el Teorema de James, K es débilmente compacto. |

Una combinacién del Teorema de Hahn-Banach junto con el Teorema
de la Convergencia Dominada de Lebesgue se usa con frecuencia en la de-
mostracién del siguiente resultado. He aqui otra sin usar teoria de la medida.
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Corolario 8.1 (Mazur) Si (f,) es una sucesidn acotada en C(Q) y 7p-
convergente a una funcidn f € C(Q), entonces para cada € > 0, ezisten
fagrooosSne €{fa:m €N}y 0<Ap,..., A <lecond+- -+ A =1 tal

que

<E€.

k
‘j - Z ’\i.fn.'

i=1

Prueba. Sea K = {f, : n € NJU{f}. Entonces K es norma-acotado y 7,-
compacto. Se sigue del Teorema 8.1 que K es débilmente compacto y gracias
al Teorema de Krein, ¢ (K) también lo es. Un llamado al Teorema 2.1
termina la prueba. |

Compacidad débil en L)(p, X) es una de las bellas tentaciones a las que
uno no puede resistirse. Pero esto forma parte de otra historia ...
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